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In e igh t een th -cen tu ry Newtonian mechanics, 

the three-body problem was i n s o l u b l e . With 

the b i r t h of gene ra l r e l a t i v i t y around 

1910 and quantum electrodynamics in 1930, 

two- and one-body problems became i n s o l u b l e . 

And wi th in modern f i e l d t heo ry , the problem 

of zero bodies (vacuum) i s i n s o l u b l e . So, 

i f we are out a f t e r exact s o l u t i o n s , no 

bodies at a l l i s a l ready too many. 

R. D. Mattuck in A Guide to Feynman 

Diagrams in the Many-Body Problem, 196? 
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Introduction. 

Il y a maintenant plus de dix ans que le problème de la diffusion 

de trois corps est résolu en mécanique quantique. Mais si l'on 

sait écrire, des équations ayant une solution unique pour la 

fonction d'onde ou pour l'opérateur de diffusion, on ne sait en 

général pas en trouver la solution. 

La recherche de modèles simples, dont on puisse donner la solution 

exacte, est utile pour plusieurs raisons. Citons, par exemple, la 

possibilité de tester certaines approximations utilisées habitu­

ellement dans des problèmes à trois corps et, d'autre part, celle 

de contrôler le bon fonctionnement de calculs numériques exacts 

dans le cadre de ce problême. 

Le modèle unidimensionnel de trois particules avec interaction 

de contact, que nous analysons dans ce travail, est l'un de ceux 

dont on connaît certaines solutions particulières. Malheureusement, 

les restrictions apportées au modèle, pour obtenir des solutions, 

font que son contenu physique est par trop diminué, en particulier 

tous les seuils de réaction sont confondus et l'amplitude de 

fracture, ou d'ionisation, est nulle. Notre espoir avait été 

d'étendre les solutions connues de ce problème. Nous devons avouer 

que, pour le moment en tous cas, nous avons échoué dans notre 

tentative. Nous pensons toutefois que notre approche du problème 

a permis d'éclaircir certains points restés obscurs dans la 

littérature. De plus, elle fournit peut-être un bon point de 

départ pour une solution plus générale du problème. 

Dans le premier chapitre nous introduisons les différentes équa­

tions, que l'on peut écrire, pour les fonctions d'onde du problème 

à trois corps. Le deuxième chapitre est consacré à un rappel des 

Bymétries des fonctions d'onde en relation avec l'identité des 

particules. Nous abordons les solutions explicites du problème 

dans le troisième chapitre. Enfin, dans le quatrième chapitre, 

nous extrayons les amplitudes de diffusion des fonctions d'onde. 
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Chapitre 1 

Les différentes équations du problème à trois corps, 

L'idée de départ de ce travail est de trouver et d*étudier la 

solution du problème suivant: on considère trois particules ponctu­

elles évoluant dans un univers à une dimension. Nous noterons m; 

les masses, x; les coordonnées et h; les impulsions de ces trois 

particules (is 11 i,3 ) . Nous supposerons qu'il n'y a que des 

interactions à deux corps, décrites par les potentiels 

V.jfx,, x;) -. lfy(l*,'-x^)»-5ii*<*i-*;) (1.1) 

Le symbole a représente la mesure de Dirac et le signe est choisi 

de telle façon que A >o corresponde 0 un potentiel attractif. Un 

tel potentiel peut être considéré comme la limite d'un puits carré 

infiniment profond et infiniment mince. 

Nous adopterons dans ce travail la convention de notation suivante : 

un indice pourra représenter soit une particule, soit le couple 

des deux autres particules; ainsi nous écrirons Vj pour V(1 et 2, 

pour >0 . 

Le système considéré est complètement décrit par une fonction 

d'onde S (X1 ,X11I,) , Dans ce chapitre nous introduirons un cer­

tain nombre d'équations que la fonction d'onde S doit satisfaire. 

1.1 L'équation de Schrödinger 

L'équation de Schrödinger du problème considéré s'écrit: 

f- JL ï£? ^j. -â^fci-x,) '\é<*r*sy%à (I1-^)]E (****,*,} (1.2) 

= E' E(*u*>,xj) 
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où B est l'énergie totale du système. 

Pour que le problème soit bien posé il faut encore préciser la 

classe de fonctions â laquelle appartient CJ et en particulier 

les conditions asymptotiques qu'elle doit satisfaire. Toutefois 

nous reportons ce problème à un prochain paragraphe. 

Introduisons les variables définies dans l'appendice A: 

M-rrv (> — ^ — ) 

On calcule que 

-̂ _L_ il . il - il . il 

De plus on a (voir appendice A) 

**-*.. 



- 5 -

*t-*< - ( T ^ ) ' ' r, (l.if) 

OÙ ^ - . f f t ^ r •* <v* = ( ^ 1 ) ' " • 

En remplaçant (1.3) et (1,M dans l'équation de SchrÖdinger (1.2) 

et en posant 

!<*,,*,,*.) = I'** V^i. 9,) ¢1.5) 

pour éliminer le mouvement du centre de masse, on obtient l'équa­

tion de Schr&'dinger dans le repère du centre de masse: 

(1.6) 

où E = E -# est l'énergie totale dans le centre de masse. Pour 

alléger 1* écriture nous supprimerons l'indice sur les variables r 

et j lorsque cela ne prêtera pas à confusion. Posons de plus 

A1- s X- ( x "'^) L u\*k*; a.?) 
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Ainsi (1.6) s'écrit: 

c à* 3* 
t 57"» • — + I1 ò(rcn* - % A* M) •* J1 è(

r«i/i *ç4v*û) 

(1.8) 

^ éro + E ] V(r,ç) = 

Cette équation est à considérer au sens des distributions. Le 

support du potentiel est constitué par les trois droites V-$,¾*, 

V'Si'l'3 e* F1-O ' Ces droites divisent le plan du centre de masse 

en six secteurs correspondant chacun à un ordre déterminé des 

particules (fig. 1.1) 

Fig. 1.1 Division du plan du centre de masse en 

Becteurs par le support des potentiels 
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1.2 Ondes asymptotiques et canaux de diffusion. 

La différence essentielle entre l'équation de Schrb'dinger du 

problème à trois corps et celle du problème à deux corps, c'est 

que, dans celui-là il y a des directions de l'espace suivant 

lesquelles le potentiel ne tend pas vers zéro lorsque l'on s'éloi­

gne vers l'infini. Ceci va se refléter dans la forme asyroptotique 

des fonctions d'ondes. Une façon de considérer cette forme 

asymptotique est de se placer dans le cadre du formalisme multi-

canaux. Soit H l'hamiltonien de notre problème. Définissons les 

hamiltoniens de canaux Hj par 

H1. = ùw, H 

et Hi par Cl.9) 

H -- Hi • H/ 

On a évidemment H; ' H„ * V[ , f-l{ : V: * V^ 

On considère de plus la séparation habituelle de H en énergie 

cinétique et potentielle, H= H. * V*, V-- V, *V,^>. 

En terme de particules« le canal o correspond â une situation 

asymptotique où les trois particules sont libres. Tandis que le 

canal i , par exemple, décrit une situation où les particules i 

et 3 sont liées et où la particule i n'interagit pas avec cet 

état lié. 

Dans le cas du modèle qui nous occupe il y a un et un seul état 

lié dans le canal t , pour autant que X>e . L'énergie de cet 

état lié est (cf. app. B): 

E( = - -i- (1.10) 



On dit qu'un canal i est ouvert si l'énergie totale E. , dans le 

centre de masse, est plus grande que l'énergie £,- de l'état lié 

dans le canal considéré. D'autre part le canal o est ouvert dès 

que E y » , E - ° correspondant au seuil de fracture, 

La forme asymptotique des solutions de l'équation (1.8) peut main­

tenant être précisée. On a deux types de solutions. Premièrement 

pour E8 < <*v" E; , il peut exister un état lié à trois particules; 

la fonction d'onde 1^ tend alors vers zéro dans toutes les 

directions de l'espace et elle est de carré sommable. Deuxièmement 

pour tout B ) M W E; on a des solutions de diffusion 4{ É . La 

forme asymptotique d'une telle fonction est donnée par: 

V.".' ~ « . . • % ( L I D 

où 4£f est un état propre.de l'harailtonien H«, , décrivant l'état 

incident préparé dans le canal a t et % ne contient que des 

ondes sortantes, dans les différents canaux ouverts. Remarquons 

que l'existence de plusieurs canaux rend difficile l'utilisation 

de ce dernier critère, car la séparation des différents canaux au 

niveau de la fonction d'onde globale n'est nullement triviale. 

Les fonctions propres des bamiltoniens de canaux sont {cf. app. B) 

y (rjJ.} -_ JL e*<P<*9ft) 
7o n ' • ' *.•' tir 

(1.12) 

Ces fonctions étant normées à: 

(1.13) 

propre.de
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1.3 Les équations de Lippmann - Schwinger. 

Dans les problèmes de diffusion, on préfère habituellement travailler 

avec des équations intégrales, car on peut y inclure les conditions 

asymptotiques. 

Introduisons les résolvantes des différents hamiltoniens du 

problème : 

Gd) , {i - H)'' 

&;(*) '- <* - K)"' (1.1*0 

G-,(» ' (¾ - H.)"' 

Les fonctions de Green retardées sont alors définies par: 

G1 (Ei -- 6 . (E *ïo) (1.15) 

Les d i f f é r e n t e s r é s o l v a n t e s sont l i é e s par l a seconde i d e n t i t é 

des r é s o l v a n t e s : 

GfO -- G, <*> * &.(*) H ' 6 ( t l 

= G, u) * G(») H' Û.(t> 

(1.16) 

G1-(O : G1(O • 6. i* i Vi &,-tO 
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Etant donné un état incident ^n(f>) * solution propre de l'un des 

hamiltoniens asymptotiques, on obtient la solution de diffusion 

correspondante de la façon suinante (voir app. C) : 

W"*IE,*) = Ll™ U Gti*U) V1n(E,*) (1.17) 

Considérons premièrement le cas d'un faisceau incident formé de 

trois particules libre 

évidemment (E= p' •<(') 

trois particules libres, c'est-à-dire ^11 •- (f (1,12). On a 

U~. it 6. ft-'il if • ̂  (1.18) 

Il n'est dès lors, pas difficile d'obtenir, en utilisant (1.16), 

l'équation de Lippmann - Schwinger pour V£ : 

K - ̂ , * c'{€) H' C (1-19) 

Cette équation de Lippmann - Schwinger est exactement la même que 

celle que l'on obtient dans le cadre du problème à deux corps. 

Toutefois elle ne permet pas d'atteindre le but fixé. En effet 

Faddeev [Fad 6l] a montré que la solution de (1.19) n'est pas 

unique, c'est-à-dire qu'elle ne fixe pas entièrement les condi­

tions asymptotiques. Pour le voir, considérons un état lié, dans 

le canal i ,• # (1.12) et calculons: (£*<>*• 11) 

U~ UC1(E.,":} W - L c . GvfE.if) V; ù G-(Ê f) <f- (1.20) 
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Car f- est fonction propre de l'harailtonien H1- et décrit un état 

lié, donc satisfait l'équation de Lippmann - Schwinger homogène 

ci-dessus. Ceci montre que la solution de diffusion W1 correspon­

dante satisfait l'équation (1.19) homogène : 

<?"- &>> H'«;*1 (!.an 

On peut essayer d'exprimer Cu) en fonction de G-,-'*': 

G(O = G1-Ul * G,-<*) H- G (t) (1.22) 

On a alors 

U** <£ G 1-(EW) (j3; - tf. (1.23) 

Posons (/>. = Uw, It G; (E-»<-0 ̂  (1.24) 

Y- est la solution de diffusion correspondant à un faisceau 

entrant de trois particules libres, dans le cas où seul le couple 

L de particules interagit. 

On obtient alors des équations inhomogenes pour *£„ et ^i : 

(1.25) 

ft) 

^, - v G:,E) H1-<•• 
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Par contre, pour i#i , ̂ ; satisfait l'équation (1,25) homogène, 
\ 

En effet, posons f Eso'-^i) 
i-1 ' 

L'ensemble des fonctions propres de H; , \ 1^ j , ^. U f ̂  f , 

forme un système total orthogonal. Cherchons les coefficients de 

Fourier de 0(£) dans cet ensemble: 

c f(E')'Cv- , ^ E ) ) = (y-,,,u \t -^- v ) 

Or, comme ^1- , et
 1^ sont fonctions propreB d'hamiltoniens de 

canaux différents, on peut se convaincre que ((p- (fi ) est une 

fonction continue de Cf' . De plus 

U~ — -- i- L^, g - E ' 

£.)OJ E -E '*' ( f.,„+ E-E'*- i 

: 4 -(E-E'J P - , • iTfF-f-J â(F-f') «« 

On obtient donc que Cf ( E ' J - O , au sens des distributions. Un 

raisonnement identique montre que . Finale­

ment on obtient que $ < E ) : o , ainsi ^ ''satisfait l'équation: 
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%'* - G;,*>H? %W (i.27) 

Il n'est donc pas possible d'écrire des équations du type Lippmann -

Schwinger qui aient une solution unique correspondant à une onde 

incidente bien déterminée. 

Une façon plus correcte mathématiquement de considérer le problème 

est d'étudier le noyau de l'équation de Lippmann - Schwinger. 

Weinberg [Wei 6*0 a montré que ce noyau n'est pas compact. Ceci 

fait que toutes les méthodes de solutions habituelles (par exemple 

la méthode de Fredholm) sont inapplicables, 'on particulier une 

équation intégrale dont le noyau n'est pas compact ne se prête pas 

à un traitement numérique, car un tel noyau ne peut être approché 

par un noyau de rang fini. 

l.U Les équations de Faddeev. 

La solution du problème évoqué au paragraphe précédent a été trou­

vée par Faddeev [Fad 6la, 6Ib, 6?]. Dans ce paragraphe nous allons 

établir formellement les équations de Faddeev pour les fonctions 

d'ondes. 

Four établir ces équations écrivons différemment la résolvante Od) 

(1.16). De (C.-21) on tire l'expression suivante pour l'interaction: 

H''- T(t) - TLt) &cii) H' (1.28) 

En introduisant cette forme dans (1,16) il vient: 

GCi) - G0(i) + G0(O (T (¾! -T(*) G. (il H') Od-

~ Ge(t) * G1U)TIi) ( 0-(*) - 0,Ct) H'Gf*ì) (1.29) 

= G.(D * <;„<*> T U ) &aa) 
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Trouver une autre forme de la résolvante GC*) revient donc à en 

chercher une autre pour l 'opérateur T(*). Considérons alors l'équa­

tion (C.-21): 

TU)= H* * H ' 6JiI T ti) 

(1.30) 

Définissons alors les trois opérateurs suivants: 

T"\o-- V; + V1-6.H)TM) C l # 3 1) 

Par linéarité on a: 

T U ) , T'*ïo*Tmm- + Tmfii (1-32) 

Si l*on se souvient que les opérateurs opèrent à droite sur les 

états, on peut interpréter cette décomposition en disant que T"' 

décrit l'ensemble des processus de diffusion se "terminant" par 

l'interaction du Ì couple de particules. L'équation (1.32) 

exprime alors que la diffusion se "termine" forcément par l'inter­

action de l'un des couples de particules. 

Il ne faut évidemment pas confondre les opérateurs définis ci -

dessus avec les opérateurs T; , extensions à trois corps des 

opérateurs à deux corps t\, , décrivant la diffusion du i couple 

de particules dans le cas où la troisième particule n'interagit 

pas. Les opérateurs T; satisfont l'équation: 
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Tit*) -.V; * V- G9 f t ) T ; / Ï Î 

= I/,- *• T;(*) 6 , < 0 Vi 

(1 .33) 

De l ' é q u a t i o n c i - dessus on t i r e : 

V; •- T - ( * i - T;U) G0 <i) V; (1.3*0 

En s u b s t i t u a n t (1.3*0 dans (1.31) i l v i e n t : 

T , ; , i i ) , T1-U) - T,tïïGtn) V; *• T1(JJ 6 . (0 Tw -T;MÙ.M \/;C.t*)TM 

r TJ(*» •» T1(O ¢. (OT(S) -T1- (O 6 ^ 0 (V1; - U; 6, (U T ( i l ) 

( 1 .35 ) 

- T1(O t T.-(t) GQ/*>.^T(D - T , ; V * ) ) 

= T(O * T;a) &.<0 ( T 0 V o * TAJ<*>) 

Ce sont les équations de Faddeev pour l'opérateur T, on peut les 

écrire sous forme matricielle : 

(1.36) 
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Cette décomposition de l'opérateur T induit une décomposition 

similaire de la résolvante (1.29) 

6-(*)-- C0Ii) * G m «-G'1'»»+ G'"(O (1.37) 

<<). G ' D * G,(*l T (O G. it) (1.38) 

satisfaisant les équations 

Pour obtenir les équations de Faddeev pour les fonctions d'onde, 

il suffit de multiplier les deux membres de (1.39) par it , de 

remplacer s par **>i et de passer à la limite. Dans le cas d'un 

faisceau incident de trois particules libres on obtient, en tenant 

compte de U.iff) et (1.3*0: 

(*i H l 

(=9 
(E=P1M') 

<* 

C 
^f>l 

VM - 9 / 

+ <?JE (1.<K>) 



- 17 -

Dans le cas de la diffusion de la particule 1 sur l'état lié (2,i) 

il vient, en tenant compte de (1.20), (1,23) et (1,26): 

(" ...HI 

i 1 1I i 

E1-- énergie du seuil 

du canal i 

K 
V 

v: 

O o T1 (E\ I1(D \ ! n,«1 ^ 

"* O0H) I T1(E) 0 1,(E) 

T,(ÊÎ T1(E) o 

Y. 
*1 UM) 

y*» 

On o b t i e n t des équa t ions semblables pour 1^, e t W , s e u l l e 

terme inhomogene é t an t changé en (o, tft , o ) e t (ot O1 (f, ) respec­

t ivement . 

Finalement , s ' i l y a un (ou p l u s i e u r s ) é t a t l i é , l a fonc t ion 

d'onde correspondante s a t i s f e r a l ' é q u a t i o n homogène: 

W ._ »»> . y'« , ^ (Ea 4 ^ E ; ) 

/¾'"' 

%' 

W) 

o X<h) Xa0) \ I W \ 

Oo (h) / T(E.) 0 T1IE6) t^"1 (1.^2) 

Vf8) T^ê) o / \ ^t 
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1,5 Forme différentielle des équations de Faddeev. 

Pour clore ce chapitre nous allons encore donner les équations 

différentielles que doivent satisfaire les différents 4* ' introduits 

au paragraphe précédent. 

Les équations (l.ko), (l.^l) et (1.^2) on toutes la forme suivante : 

où seule l'inhonogénéité I change. 

Multiplions formellement la première équation par G1 ; (E.-Hf~V,J i 

il vient: 

(W. -E HV1) V
W.-(w.-E^.)Tm-G;'G.T, (V"u* V") (1.Mf) 

Or on a: 

G.T, * C C. - 0t i/, 6. ) T, : G, ( T1 - V1 &. T, ) = G,V/, (1.^5) 

et (1.4*0 devient 

(H. -E + V1) l^"' = -(Hfl-E*l/,)T'" -V, ttf/"\ y'») (1# W ) 
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En multipliant les deux autres équations par G1 et C^' respec­

tivement on obtient: 

(H.-E W ( ) If *° z - (H0-W1U'" • V1(V'"* V"
!>) (1.47) 

En particularisant les inhomogénéités on obtient les deux systèmes 

d'équations suivants: 

- Pour le cas d'un faisceau incident de trois particules libres 

°n '8Pt 'PI "ri •'• 

( H . - E ^ J ^ = - • , <<f.';; • ^ ; * ^ ) Q^8) 

Pour l e cas de l a d i f fus ion de l a p a r t i c u l e i sur l ' é t a t 

lié ^ 1 O 

Pour la cas d'un état lié à trois particules 
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( H 0 - E + V1) V* = - V J ^ + V">) 

On constate donc que les If'satisfont des équations différentielles 

couplées, ce qui n'a rien d'étonnant; par contre il est assez 

remarquable que le système correspondant à un faisceau incident 

formé de trois particules libres soit inhomogène. 

Puisque nous avons ici des équations différentielles, le problème 

n'est pas déterminé tant que nous n'avons rien dit de la forme asym-

ptotique des fonctions V'. L'étude de cette forme asynptotique se 

fait à partir de la forme intégrale des équations de Faddeev. Consi­

dérons premièrement le cas de la diffusion de la particule 1 sur un 

état lié des particules î et 5, La forme asymptotique de V sera 

V W ~ <f + W;4> Cl. .0) 

où (fa est la fonction d'onde incidente (1.12) et où Y£ contient des 

ondes sortantes analogues à If , décrivant la diffusion élastique, 

et des ondes sortantes cylindriques, décrivant la fracture (si 

l'énergie est positive). Quant aux fonctions <fs et V4' elles ne con­

tiendront pas d'ondes entrantes, mais seulement des ondes sortantes, 

décrivant l'échange et la fracture. Dans le cas de la diffusion de: 

trois particules libres aucune des fonctions V"lne contiendra de 

partie entrante, quant aux parties sortantes, elles seront sembla­

bles au cas précédent mais contiendront, en plus, des ondes planes 

sortantes correspondant à des diffusions à deux corps sur couche 

d'énergie. 
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Chapitre 2 

Particules identiques et symétries. 

En mécanique quantique, dire que l'on a des particules identiques, 

c'est dire que deux états ne différant que par une permutation des 

particules ne peuvent être distingués. En particulier les obser­

vables doivent commuter avec les permutations des particules 

identiques; on dit alors que les observables sont symétriques, 

Cela implique que si un état est préparé avec une "certaine 

symétrie", il gardera toujours cette symétrie, puisque l'opérateur 

d'évolution est lui -aussi symétrique. 

Dans notre problème il faut distinguer deux cas, en dehors de 

celui de trois particules discernables. Premièrement on peut 

avoir trois particules identiques et alors les trois potentiels 

sont égaux, ^; = % ,de même que les trois masses, ce qui fait eue 

les angles * et (3 , définis dans la figure 1.1, sont tous deux 

égaux à ^. Dans le deuxième cas on n*a que deux particules 

identiques. Dans la suite nous considérerons toujours que ce sont 

les particules 1 et Z qui sont identiques et l'on posera <* =• -i 

et a. - ̂ 1 « a , Hi*/*. 

2.1 L'espace des états et le groupe des permutations. 

Considérons un ensemble de h particules identiques. Soit ^ un 

espace de fonction complexes des coordonnées (au sens large) des 

particules. 

^x • ( u „ • • • . ? . ) • — ' < . u , - / > c <2.» 

Remarquons qu'à une particule est associée une position dans le 

n - tuple et non l'indice de l'un des J , Par exemple f(\- f. •••) 
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signifie que la première particule se trouve en j. , la deuxième 

en ?- , etc. 

On fait de $L un ©„-espace vectoriel en définissant l'action 

d*un élément Q" du groupe des permutations (?„ sur un élément de 

* par: 

(Kf)(I,IrI)-^LXuy'-'U (2.2) 

L'action ainsi définie est une représentation. En effet, calculom 

(uy(Kj))(i\ X)- (RrfM«,.k...--.U 

Posons > = 11. , alors 
J7Y») '* 

Ce qui démontre notre assertion. 

Cette représentation est réductible et comme le groupe est fini 

elle est complètement réductible. Soient [D*] les représentations 

irréductibles (unitaires) de G h et soit '> la dimension de la 

représentation D^. On a le théorème d'orthogonalité suivant pour 

les éléments de matrice des D : 

H D/>> D/„.*rï • T V V ^ " (2.3) 
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Pour décomposer l'espace en sous - espaces invariants nous 

suivrons la méthode exposée par Luehrmann [lue 68]. Un ensemble 

de fonctions f /¥ ] , C K se transforme sous la Lerae 

représentation irréductible de ^- si l'on a pour tout 0"tS» : 

R, H - k X)*a «r') /, (2.4) 

Les fonctions f„ peuvent être considérées comme les vecteurs de 

base d'un sous - espace V* de K , de dimension C1\ . On a le théo­

rème suivant : 

Théorème 2.1: Soit O- un opérateur qui commute avec les éléments 

de 6„ . Les éléments de matrice de O" entre des fonctions: de 

symétrie donnée ont les propriétés suivantes: 

a) (K-, & %i)~ ° Gi W ou v*v' 

b) (^ O ̂ j) est indépendant de V 

Démonstration: Comme Wj. est unitaire et commute avec U on a 

En sommant sur tous-les éléments du groupe il vient avec (2,3) 
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La partie a) est evidente. Quant à la partie b) il suffit de 

constater que le membre de droite ne dépend pas explicitement 

de v . Ce qui termine la démonstration. En posant 0 = H on 

obtient immédiatement le corollaire: 

Corollaire: Des fonctions de symétries différentes sont orthogonales. 

Ce théorème montre bien qu'aucune observable ne peut faire passer 

d'une symétrie à une autre. D'autre parb, la partie b) indique qu'il 

est inutile de connaître toutes les fonctions de la symétrie Cf,') 

pour calculer les valeurs d'attente des observables. 

Il faut maintenant se demander comment construire des fonctions 

ayant une symétrie f>,v) déterminée. Autrement dit, comment 

décomposer une fonction f £ W en ses différentes composantes. 

Pour répondre à cette question démontrons le 

Théorème 2.2: L'ensemble des fonctions [ IjA .. , <j- et V 

étant fixés, définies par 

où { e "H est arbitraire, sauf que l'ensemble { £„ v t n'est pas 

nul, se transforme selon (2.'*) 

Rr C - Â V- '*""' ti> 
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Démonstration: Il suffit de calculer 

7 < & 

(Te©. 

S« ̂ , 
- 0^, (T'') 0^(?) ̂ A 

= H V>Jy (T"> ^v 

c. q. f. d. 

Ainsi l e s opé ra t eu r s 

V^ -- ~ ^ _ D ^ fcrtR<r (2.6) 

extraient ^: ensembles de fonctions l/>,/„.,... t s e transformant 

sous la représentation irréductible D*- . le fait que chaque 

représentation irréductible apparaisse autant de fois que sa 

dimension fait penser à la décomposition de la représentation 

régulière des groupes finis. Ceci n'a rien d*étonnant. En effet, 

les transformations que nous avons faites ne font pas intervenir 

directement les coordonnées des particules. Si l'on fixe un 

o - tuple ordonné de coordonnées ( £ / -••,/„/ ,on peut associer 

à chaque fonction fe M un élément / de l'algèbre des fonctions 

sur le groupe (Z(GJ, par la relation suivante: 

/f<r) - fi irMl [ 1̂1, ••-.[,-„.,) (2.7) 
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Cherchons alors quelle est la représentation associée à R par 

cette application; 

Posons } < r i i ) - *7; , alors 

= ' (*!,„, • •*?!/„) 

= j(*7) •- T.-(m 

Ce qui montre que la représentation associée â R est la repré­

sentation régulière à droite. Ainsi il est naturel que la décom­

position d'une fonction /1 Jrf en ses composantes irréductibles 

soit le reflet de la décomposition de 0LC3). 

Les opérateurs J^, ne sont pas des projecteurs, mais satisfont 

la relation 

"ïV« 'Çv "- V *ys' ÏÎi' C2.fi) 

En effet 

J MV Jy^ ^,^ ^ - 1^,„ ^ IT 

= .SA 5 1 TJt(IrJ DJv^VO îtVT 

C2.fi
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= ^ h % r^'rl^lr"'1 vû'«*j R* 

En utilisant l'unitarité des représentations P ainsi que la 

relation d'orthogonalité (2,3), il" vient 

• s 

ïil P,t. = £ I. &n> *» sv- TJt-

^u' ^v ^v' 

comme annoncé, 

Remarquons que les éléments diagonaux ainsi que 

•p' • n PJ 

sont des projecteurs. Toutefois ils ne permettent pas d'obtenir 

un ensemble de fonctions se transformant entre - elles au moyen de 

la représentation D*". 

Le théorème 2.1 s'énonce de la façon suivante, pour les fonctions 

de base obtenues au moyen de l'opérateur 'PJ* : 

Théorème 2.^: Soit 0" un opérateur qui commute avec les éléments 

de <5„ . Soient /̂ „ • 1PJ, f~ et %},v, = *Ç£, g. . Alors les éléments 

de matrice de 0~ sont donnés par: 

ffct. *<$> V V U,*^ "•» 
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Démonstration : Calculons 

(M-')' *.£ 

9 

* * i i - ^.-' ^. o»vVÎ 

c. q. f. d. 

Ce théorème contient toute l'information du théorème 2.1. Mais il 

montre en plus qu'il n'est pas nécessaire de symétriser les 

fonctions des deux côtés d'un produit scalaire, ce qui permet 

souvent de simplifier les calculs. Par contre ce théorème montre 

que, malheureusement, les fonctions de base obtenues ne sont pas 

orthogonales. En effet, en posant & « j[ ,on obtient le 

Corollaire: Les fonctions de symétries différentes sont 

orthogonales. Le recouvrement de deux fonctions de même 

symétrie est donné par: 

< ti... *;.*)- u. iL-) 
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Si / - g. on obtient l'intégrale de normalisation 

Nous ne nous étendrons pas ici sur le problème de l'interprétation 

physique des différents types de particules identiques, appartenant 

aux différentes symétries. Nous renvoyons pour cela à l'article 

de Greenberg et Messiah fGre 65], par exemple. Nous nous bornerons 

à faire les quelques remarques suivantes. 

Quel que soit r\y,1 il existe deux représentations de dimension 

un. Ce sont la représentation triviale, d'une part, et la repré­

sentation alternée, d'autre part. La première est associée aux 

bosons, tandis que la seconde correspond aux fermions. Ce sont 

les seules représentations irréductibles si r, •= \ . Le fait que les 

états de bosons ou de fermions se transforment sous une repré­

sentation de dimension un montre qu'ils sont entièrement décrits 

par une fonction d'onde. 

2.2 Application au cas de trois particules identiques. 

Le groupe (¾ possède trois représentations irréductibles, deux 

de dimension un et une de dimension deux. Ces représentations sont 

données dans le tableau ci -dessous: 
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<r 

e 

( I " ) 

(432) 

hl) 

(lì) 

(ti) 

D" 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

T^ 

i 

1 

1 

- 1 

- i 

1 

D 1 

C ;) 

G.Ü 
ti:') 
C .:) 
C; ; ) 
ti V 

Les représentations irréductibles de C)1 

Remarquons que nous avons choisi, parmis toutes les représentations 

équivalentes de dimension deux, celle dans laquelle le sous-groupe 

abélien (5, : { €., (-ii)j est représenté par des matrices diagonales. 

Cela a le mérite de rendre plus clair le passage de trois parti­

cules Identiques a deux particules identiques. D'autre part la 

représentation D est ainsi orthogonale. 

Les opérateurs Pjv définis par la relation (2.3) sont alors 

VI1
 = 2 L Q ' < * \ R<r (2.10) 
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Les c o e f f i c i e n t s a^„(a)étant donnés dans l e t ab leau c i - d e s s o u s : 

uX 
n 
C) 

L,\) 

U.) 

(M 

u\) 

e 

Z 

ï 

> 

O 

O 

l 

1 

(Hi) 

I 

7 

I 

-ni 

_ » 
* 

( I iZ ) 

T 

j 

T 

~r 

i 

"Tif 

- i < 

(-3) 

• 
3 

O 

a 

i 

tu) 

T 

< 

i 
— t 

I 

i 

i 
< 

( « J ) 

i 

7 

- T ' 

•k 

-in 
i . 

Tableau des c o e f f i c i e n t s ajv f>r) 

Remarquons que s i Ii- dés ignent l e s p r o j e c t e u r s sur l e s fonc t ions 

p a i r e s e t impaires sous l ' échange des p a r t i c u l e s 1 e t 2 

"Pi "- ï C ? . ï * „ n ) (2 .11) 

on a l e s r e l a t i o n s 

a=; p, = o p,: p. = p.: 

J J1 P. - J - I 2 

(2 .12) 
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Ainsi les fonctions paires par rapport a l'échange des particules 

•\ et 1. se décomposent dans le sous - espace associé à la repré­

sentation triviale et dans le premier sous - espace associé à la 

représentation D , tandis que les fonctions impaires se décom­

posent dans le sous - espace de la représentation alternée et dans 

le second sous -espace de la représentation D1, 
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Chapitre 3 

Solutions particulières. 

Les seules solutions particulières que l'on connaissait à l'époque 

du début de ce travail sont celles données par McGuire CMcG 6*+]. 

Dans le cas de trois masses et de trois potentiels égaux, considéré 

par McGuire.-, la fonction d'onde, décrivant le cas où les trois 

particules incidentes sont libres, est la somme d'un nombre fini 

d'ondes planes dans chaque secteur (Fig. 1,1). On peut interpréter 

ce fait en disant que la processus complet de collision est formé 

de la succession de, au plus troist collisions â deux corps sur la 

couche d'énergie, la troisième particule étant spectatrice. Il n'y 

a donc pas, dane ce cas, de véritable problème à trois corps et, 

de plus, il n'y a pas de fracture. La construction de McGuire, 

basée sur l'interprétation précédente., ne peut être étendue à des 

cas plus généraux. 

Quant à nous, nous avions espéré obtenir des solutions plus géné­

rales en abordant le problème par le biais des équations de Faddeev. 

Malheureusement, jusqu'à maintenant, nous n'avons pas eu plus de 

succès que McGuire, à une exception près, d'ailleurs peu importante. 

Toutefois l'approche que nous avons suivie permet de comprendre un 

peu mieux certains phénomènes un peu plus généraux. 

Dans ce chapitre, nous allons tout d'abord écrire explicitement 

les équations de Faddeev dans 1'espace des impulsions. Nous étu­

dierons ensuite les formes asymptotiques possibles pour les 

fonctions V (Piq), puis nous donnerons les solutions explicites 

dans un certain nombre de cas particuliers. 

3.1 Les équations de Faddeev, 

Les équations de Faddeev (1.^0-^1-^2) ont la forme générale 
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v w * <pM + O!(B) T1(E) n r » * v m ) 

**"" = 0 ( I Ï
 + G > ) T1(O (V

1'1* V"1) (5.x) 

Les éléments de matrice des opérateurs G0 "T1' ont une forme simple 

dans l'espace des impulsions. C'est pourquoi nous travaillerons 

avec des fonctions d'onde dans celui-ci, plutôt qu'avec leurs 

transformées de Fourier dans l'espace de configuration. D'autre 

part on dispose de trois repères (P;,Qi^ (Cf. A.-^). Aucun de ces 

repères n'étant privilégié, il est avantageux de les utiliser 

simultanément, ,en exprimant la fonction V dans le repère (P;,<N) • 

Cherchons d'abord les éléments de matrice de l'opérateur G-.' T; . 

On a premièrement 

D'autre part 

^E;T>;4;, p/q.M - <5<vV> '̂E-̂ iP.-.P.-'i (3.3) 

où t;/ï;p,p'J est l'élément de matrice de 3'opérateur T à 

deux corps. En introduisant la forme obtenue dans l'appendice C 

(C.-32) on obtient: 

T; (E; P; <?;, P/H; ) 
IfTqT.,- a,- i'V*') C3.<0 
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L'application de G* T- à une fonction r donne a ins i : 

= J 4?fdc,f<tp?Jti* (£(*; w,-.PfIf)T1If1PWfW)IlVfHf) (3.5) 

I l faut maintenant trouver les formes expl ic i tes des termes in ­
homogènes. Considérons premièrement le cas de la diffusion d'une 
part icule l ibre sur l ' é t a t l i é des deux aut res . Dans l 'espace de 
configuration la fonction d'onde est formée du produit d'une 
onde plane dans la variable J , repérant la part icule l ibre dans 
le centre de masse des deux autres , par la fonction d 'é ta t l i é 
(B.-1?) : 

<! ^ * > - | | £ e'"** a''*"'"' (3.6) 

On obtient alors 

(3.7) 
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Puisque dans ce cas l ' é n e r g i e es t donnée par E = <y#
l - -J- on 

peut é c r i r e 

« ! < * * ) • f^ pT^TTi *'».-*) (3.8) 

Considérons maintenant la diffusion de trois particules libres. 

On constate que le terme inhomogene de l'équation Cl.^0) est la 

différence de la fonction (ft,+1 , correspondant à la diffusion d'un 
'P. 9, 

faisceau de trois particules libres, dans la cas où seul le couple 

i de particules interagit, et de la fonction libre %f . En 

utilisant (B.-12) on trouve que 1'inhomogénéité cherchée est 

<i 

0- <r;» = tV iT-r *"** e"*'"*' (3.9) 

En prenant la transformée de Fourier il vient : 

K . ^ '' '* 7 ^ V *;-%••« UH-'%) (3'10) 

Dans ce cas l'énergie s'écrit E = P,\ * 9>; et l'on a: 

% v "•*>•• 3 J = ^ 1 T .̂,,•'•,..,., ^.-¾) (3.11) 

Introduisons les angles «, ß et J* entre les trois repères, 

définis dans la figure 3.1. 
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Fig. 3.1 Définition des angles entre 

les trois repères 

Les relations entre les différentes coordonnées sont alors 

-CM.* ~W.<\ / P1 

Hi*.« -ce\* / \ Ii 

(3.12) 
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Nous pouvons maintenant écrire explicitement les équations de 

Faddeev pour la fonction d'onde : 

(3.133 

Les Inhomogénéités étant: 

- Diffusion de trois particules libres: 

0 

* -ftun* -(J1-Un* f -p,-»-« -T, <X«< 

^V5 ĵ = ip 'p* v 
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où les ô; sont donnés par (3.11). 

- Diffusion d'une particule sur un état lié: 

0"} 'PM1W *;; ̂  (p; <?;) (3.15) 

où if- est donné par (3.8). 

- Etat lié: 0"V1- %\-~ o (3.16) 

En examinant les équations (3.13) ainsi que les termes inhomogènes 

(3.8) et (3.11) on constate que la dépendance en p des fonctions 

V1" est entièrement contenue dans le dénominateur commun px*<f*-U'-'t). 

On posera donc 

Les équations de Faddeev deviennent ainsi 

(3.18) 

avec 9"'Vi)1 (p'*V-f̂ i'l) ̂ % ? J (3.19) 
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3.2 Formes asymptotigues des solutions. 

Etant donnée la forme générale (3.17) de la fonction d'onde dans 

l'espace des impulsions, nous pouvons, moyennant quelques hypo­

thèses sur la fonction / , étudier la forme asymptotique de la 

fonction d'onde dans l'espace de configuration. Celle-ci 

s'écrit: 

(3.20) 

Nous laisserons tomber l'indice t , qui, pour ce qui suit, est 

tout à fait inutile. Nous devrons ici distinguer deux cas suivant 

que l'énergie E est négative ou positive. Dans le premier cas on 

posera E •• • "X1 , avec x >o . Dans le second, il est nécessaire 

de régulariser l'intégrale (3.20). Pour ce faire on pose E = fe*"£ , 

avec l>o puisque nous cous intéressons essentiellement à des 

fonctions d'onde du type V''*. 

Premier cas : E : -*Vo 

* • " . « ! - 7Ï 
ci p A i (3.21) 
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On peut intégrer sans autre sur P par résidus et l'on obtient 

/-« e'(îfi
ï*»7l''' + isÎ 

^',$) = i Jq ; ; H 

Effectuons le changement de variable a?-*. ShK et passons aux 

coordonnées polaires dans le plan (r,%) en posant 

-?*&*î (3.22) 
ç s i -il« &• 

Après quelques calculs il vient 

**.«>•• * p * e-"«*^"'*> / ^ ) 

Posons f inalement ur = & -* ''7 , d'où ^i-*'(w-fî) e t d% - - t. d> 

La fonc t ion F K s) prend a l o r s l a forme 

F K c I = - j I du/ A - " w u , / l - à ^ ^ * ) ) (3 .23) 

Le chemin d'intégration de (3.23) dans le plan u? correspond au 

chemin C dans la figure 3.2. 
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-t O 

C 

r\ 
• 

Ci 

© 

a 

e 

FIg. 3.2 Les différents chemins d'intégration 

dans le plan ^ 

Remarquons que puisque un(m*i(i)^ c^* Chß -'• A.** Sli/i , la partie 

réelle de toi w reste positive pour -| « R< ̂ < ï . Etant donné le 

domaine de variation de & (3.22), le chemin t se trouve bien 

dans la bonne région du plan w pour que l'intégrale (3.23) con­

verge, pour autant que £ ne diverge pas trop vite. En fait on 

peut voir que pour que l'intégrale converge même pour &•-• \ 

(c'est-à-dire r-.c ) H iuff ir que /^J = O(V1) £>a au voisinage 

de l'infini. 

Pour pouvoir dire quelque chose de la forme asymptotique de y<r.$i 

il est maintenant nécessaire de faire des hypothèses sur la forme 

analytique de f , Nous ferons l'hypothèse suivante 

Hypothèse 3.1 : ffî) est analytique dans le plan complexe 1 sauf 

- à l'infini où elle peut avoir une singularité 

essentielle 

- en un nombre fini de points isolés où elle a 

des pâles simples, 
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La méthode qui s'impose ici pour trouver la forme asymptotique de 
f<f,<i) est la méthode du col. Le seul col à prendre en considération 

ici est évidemment celui se trouvant en w-.o , Le chemin de plus 

grande pente est donné par l'une des solutions de 

X« 1-X.i. cm û J r^e = o (3.?.1*) 

Il est évident qu*il faut prendre l'axe imaginaire, c'est-à-dire 

le chemin C de la figure 3.2. On peut alors écrire 

\ - \ * \ (3.25) 

Le premier terme du membre de droite étant évalué par la méthode 

du col tandis que la deuxième est donné par les contributions des 

pôles se trouvant entre les chemins C et C1. 

On a 

J • •{ \ dw~ e-
xï"1"' /.(.;* A * trt-W) posons u,-.\o 

£ 
- . CB 

Cette contribution tend vers zéro pour 5-- comme s'/lï . Elle nt 

contribue donc pas â la diffusion. 
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Etudions maintenant la contribution d'un pôle de I- . Supposons 

que (-Iq) a un pôle simple en ̂ -*Î . Cherchons où ce pôle se mani­

feste dans le plan w , On a 

d'OÙ 1-W= & * CLXt -ti/v, l •* - Ô- +ri *-lft 

ou bien ï = t-ei« ^h fi - ' ivw * Cl-tß /•» ^g\ 

Supposons que ot0 e t ft, s o i t une s o l u t i o n de ( 5 . 2 8 ) . On a a l o r s 

deux s u i t e s de pô le s dans l e plan w.- : 

W l 6-* •* +'/ï (3 .59) 

Il faut faire ici deux remarques. Preînierement les pôles se dépla­

cent dans le plan u? avec à- . Ceci implique qu'un pôle donné 

ne contribue que pour un certain domaine de variation de & . 

Deuxièmement, pour . i donné il y a un et un seul pôle des deux 

séries (3,29) qui contribue, notamment celui pour lequel -fs * <i 

Si l'on note c la contribution du pôle considéré à l'intégrale 

sur £t , l'on a : 

pour -I < * <. o contribution pour -* < &• * Ç 

C-TT U « f«-»-«-."**) J/^^f«.?)) £-*ï «««'••'"A) 



- ^5 -

p o u r <><<*<£ c o n t r i b u t i o n p o u r - f ^ 9- <.-<* 

c-.-ff U^ fw-e-«-;p) f(-i«.A«lw-rt) *"" tMl^***^ ) (3.30) 

Remarquons que *--o ne peut intervenir; en effet, * serait réel 

et l'on aurait une singularité non integratile sur le .chemin ori­

ginal. D'autre part, *-'*-£" , correspondant à s imaginaire de 

module ?•-J , n e contribue pas. 

décrivons ¢3..30) sous une forme plus explicite. On posera par 

définition 

/fai) -. U^1 lur-b-*-lß) f f-."* (^/«. . .&)) (3.3l) 

-£ < * * 0 r - * < & £ S C :~ f fri) e *• 

**•< < 4 , - î s fr < « , c S - Ï ^ ta»i e 

(3.32) 

Ces ondes sont exponentielleraent décroissantes dans la direction 

B- --« et se comportent comme des ondes planes perpendiculairement, 

la direction de propagation étant &-.?-<* pour fr >u et s-:-ï-»-

pour (i < 0 . 
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1 ° /3= o i z •', A ~ * 

- i < w < o _ - * < & < ; c-»ir J f î t ) * 

(3.35) 

< • < - < ! , - ? < » < - « , C.---F /" (»»> e - » l » t r t . - ) 

Cette forme est particulièrement appropriée pour les états liés 

(3.3*0 

Dans les variables tr(s) ces contributions prennent la forme 

0 ^ î . S < 0 , < : - - » / (%l e 

(3.35) 

Ce sont ces formes qui donnent les ondes asymptotiques décrivant 

la mouvement d'une particule libre et d'un état lié des deux 

autres. Ces états seront entrant ou sortant suivant que: 
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«it 

<*ï-E 

%> o <?, < ° 

e n t r a n t s o r t a n t 

s o r t a n t e n t r a n t 

Nous devons maintenant examiner le 

Deuxième cas : E = fe1+' t , ^ 0 >t>° 

F<".«>= -SF ( Jt *1 y ""**«> A?) (3.36) 

On peut de nouveau intégrer sur p par résidus. On obtient 

Fe 

où il faut prendre la première détermination de la racine, le plan 

complexe étant coupé selon l'axe réel positif. 

En séparant l'intégrale en trois parties (de -*• à -k , de -Ji à h et 

de U w) et en faisant les changements de variables adéquats on 

obtient, en coordonnées polaires (3.22) 

t 

ifcs teiur / K W » . » ) O.37) 

Le contour C étant défini dans la figure 3.3. 
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Fig. 3 .3 Les d i f f é r e n t s chemins dans l e 

plan Ur. 

On a de nouveau un co l en usze , Posons u/ = u • > v , a l o r s 

I f-Oi. UJ te I ( l(r\ u C l l i . * - L A U w U ^Ui/ J 

(3.38) 

4L*I U 5 ^ L » + i £/•". w O i < 
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Le chemin de plus grande pente est donné par l'une des solutions 

de 

c ' e s t - à - d i r e 

C^v -- — — (3.39) 
ctr\ U 

Pour que la partie réelle de (3.38) soit négative sur le chemin 

d'intégration, il faut prendre la solution de (3.39) pour laquelle 

Li et ir sont de signes opposés. On obtient ainsi le chemin C, 

(Fig. 3.3). On peut alors calculer la contribution du col à 

l'intégrale (3.37) de la façon suivante 

c, 

" Î 

On obtient ainsi une onde sphérique sortante. Par contre, on n'a 

pas d'onde sphérique entrante, ce qui est naturel puisque nous 

étudions la forme asymptotique d'un ^1'1. 
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Supposons maintenant que /(9) a un pôle simple en q--k *• , On 

aura des pôles dans le plan u/ pour tv solution de 

^U, (tu-»i - - ï (3,kl) 

Posons de nouveau w : &•+*•* t R , on o b t i e n t 

^ W A CIi(I 4 i«>!o( SJi(3 - • * ( 3 . ^ 2 ) 

On a de nouveau les deux suites de solutions (3.29). On remarque 

dans la figure 3.3 que le seul pôle donnant une contribution est 

celui qui satisfait l'une des deux relations suivantes : 

ft >c et J-T <„ < <J,j 

(3.^3) 

ou bien ß< c et a - f < * < ^ * | 

où c est donné par 

è- j "* (3.W) 

Cherchons maintenant la contribution d'un pôle (-<,/i) donné. 

On a quatre possibilités: 

1 [i>o è-7<«*-f contribution pour 5-**&-<! 
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2 ;lìo -3<*<S + ï contribution pour -? s&<ä-* 

3 ß-̂ o iS-l<r*<î contribution pour 5--*»-*^ 

C:Ï î(*i) fifc* Vu-(^-JShA * ;** «i (J-^Kfc^ • (3.^5) 

if ß <o a * * < à * £ c o n t r i b u t i o n p o u r -£ ; & s ^ - a 

où l ' o n a p o s é 

UJ--i&.«.iß 

Les ondes qui nous i n t é r e s s e n t p lus p a r t i c u l i è r e m e n t pour l a 

d i f fu s ion sont d 'une pa r t c e l l e s décr ivant une p a r t i c u l e l i b r e 

e t un é t a t l i é à deux p a r t i c u l e s e t , d ' a u t r e p a r t , c e l l e s 

correspondant â t r o i s p a r t i c u l e s l i b r e s . Les premières sont du 

type 

- lfr.l-t»''l"1 J"?„S i (-Vi.*-''1'«-!* «-iic-u-- ») 
t i - fi 
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Il y a quatre possibilités, suivant que l'onde est entrante ou 

sortante et que 1̂ est positif ou négatif. 

a ) 9e > » onde s o r t a n t e 

k Chß - <}„ <* - - ï - ^ - a u ^ n t . £ 9- * I 

*? st./i -• /f,1-*'' tei-- ^ *;., ^uJTh"'"1 

b) (H1
1XJ onde e n t r a n t e 

c) 1 < o onde e n t r a n t e 

d) ^1 <c onde s o r t a n t e 

Quant aux ondes décr ivan t t r o i s p a r t i c u l e s l i b r e s ce sont des 

ondes p lanes 

avec P0 - N tt\ f e t ^e - k -W- f 
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Or les seules ondes que nous pouvons avoir au vu de (3^5) sont 

du type 

Ceci entraine que *=-f et f est aussi restreint à -f< v <-̂  . 

Seules les possibilités 2 et 3 de (3.^5) subsistent ici : 

(3M) 

b) ft^-•; (• s d- <, r 

Avant de terminer ce paragraphe sur les formes asymptotiques des 

fonctions d'ondes, il faut remarquer que nous avons deux types 

df ondes décrivant le mouvement de trois particules libres : les 

ondes sphériques (3.^0) et les ondes planes décrites ci - dessus. 

En fait ces deux types correspondent à des processus physiques 

différents. Lors de la collision de trois particules libres, il 

peut se passer le processus séquenciel suivant: les particules 

1 et 2. font une diffusion sur leur couche d*énergie, la par­

ticule 3' étant spectatrice» puis les particules i et 3 diffusent 

à leur tour, la particule 1 étant cette fois spectatrice, et 

ainsi de suite. Dans un tel processus il n'y a jamais d'interaction 

à trois particules et les ondes asymptotiques seront des ondes 

planes. Par contre, dès- qu'il y a une interaction à trois corps, 

les impulsions se redistribuent de façon quelconque et l'onde 

asymptotique eat. sphérique. Ceci implique que les ondes planes • 

- '- < * < £ 
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ne peuvent intervenir que dans le cas où les trois particules sont 

libres à l'entrée, en particulier elles ne peuvent pas intervenir 

dans un problème de fracture. 

5,3 Solution du problème de trois masses et 

de trois potentiels égaux. 

Nous allons maintenant résoudre les équations de Faddeev (3,18) 

dans la cas de trois masses égales et de trois potentiels égaux. 

Dans ce cas on a <rt - ß - J1 = ̂  et 2,- ^1 = i, * A . Nous nous 

intéresserons premièrement à la diffusion de la particule 3 sur 

l'état lié des particules i et ï. , 1,'inhomogénéité (3.19) est 

alors 

' <Ao--$ftV,)=o , A 1 ^ T - T Ä,1-0 (3.̂ 9) 

Les équations (3*18) deviennent 

rv-ß'*«,-,.>^i^T f-«7^77[/"<f.-H>ntH,)] 
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E tan t donné l ' u n i c i t é des s o l u t i o n s des équa t ions de Faddeev, on 

montre faci lement que 

/M 1V = /"V,) 1 fd) (3.51) 

Posons d ' a u t r e pa r t 

M> = / ' % -|î;£ £<V<U (3.52) 

I l v i e n t : 

,Wl(SP SA » ^ ! 

ß l /W* ( ^ L__ fl(u\ + htu)l 

(3 .53) 

h«o= ai ^ [ ^ - — * - — - h> 
1 -i W i • —-^ . -\ J N ' . . . A . , 1 T i - . r_\ I \ - « 

avec E M 1
1 • v 

Du f a i t du changement de fonct ion ( 3 . 5 2 ) , l e s fonc t ions / e t )> 

déc r iven t en f a i t l ' onde d i f f u s é e . Ceci implique que / e t Ii ne 

doivent pas avo i r de c o n t r i b u t i o n s asymptot iques e n t r a n t e s . D 'au t re 

p a r t , p u i s q u ' i l s '.agit de l a d i f fus ion d 'une p a r t i c u l e l i b r e sur 

un é t a t l i é , on n ' a u r a pas non p lus de c o n t r i b u t i o n du type ( 3 . ^ 8 ) , 
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On s'attend donc à ce que / et h aient des pôles pour : 

(3.5*0 

qt ,m ^-. ?i -;-j q = - v "2 

D'autre part, le terme inhomogène suggère que l'on a aussi des 

pôles eu 

^4l;'H ¢3.55) 

Supposons, pour l'instant, que l'on a 9.?° . On fait l'essai 

(3.56) 

h«,,-. ^ * ±— *- — - ^ — + — - — F T 

En introduisant cet essai dans les équations (3*53) on peut 

intégrer par les résidus. En tenant compte de 

et en exprimant le fait que les égalités obtenues sont valables 

quel que soit ¢̂  , on obtient un système d'équations linéaires 
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pour l e s a; e t l e s b; . Ce système e s t de rang 8 e t , en posant 

4 n in " * a; - Yrr TÏ Û ; e 

l ' o n o b t i e n t : 

Ji 9. * '"4 rt' j _ ^ /?. * ' \ 

(3 .59) 

J ' " TT ^1-; a 2 

b s - -

En tenant compte de (3 .52 ) , (3 .17) e t ( l .*H) on peut é c r i r e l a 

s o l u t i o n de l a d i f fus ion de l a p a r t i c u l e 3 sur l ' é t a t l i é des 

p a r t i c u l e s f e t 1 , pour <$ > o : 
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H.>ff 

^MV=H I ^ i - T 1 [ fH-^l 

, 2. 4 < Z _ J < 

M. * ' \ (3.60) 

T' ;J^.-;*<> \ , . • K - « v u - ' Î 4 

1-f I 

Pour trouver la solution %*. pour t, <« il faut retourner aux équa­

tions (3.53). On constate que ces équations ne changent pas si 

l'on change simultanément les signes de q, et de q . Ainsi si ̂  r =r> 

et ^1(I) sont des solutions de (3.53) pour q. alors f l-<t) 

et h., l-f) sont des solutions pour -% , On vérifie alors^ sur 

la forme asymptotique, que l*on a 

%<o lj{ [ (P.9) '- *i{ *\ (P, -O (3.61) 

Les fonctions d'onde W* et 1V. décrivant la diffusion de la 

particule "» sur l'état lié h.ìì et de la particule i sur l'état 

lié H1?) respectivement s'obtiennent de (3.60) et (3.6l) par 

simple permutation des indices. 
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Avant de passer au problème des états liés, il est intéressant 

de regarder ce que devient la solution (3.60) lorsqu'on la pro­

longe pour des valeurs négatives de I0 . En considérant les formes 

asymptotiques décrites plus haut, on constate, en regardant par 

exemple (3.^7). que changer le signe de 1, revient à transformer 

les ondes sortantes en ondes entrantes et vice versa, ou, autre­

ment dit, à changer le sens de propagation des ondes planes. 

Toutefois on ne peut pas conclure de ces remarques que l*exten-

sion de la solution (3.60) â 9. <• ° est un état du type (-) . En 

effet, la contribution asymptotique (3.^0) donnerait toujours des 

ondes sphériques sortantes. En fait on vérifie que l'on a : 

Etats liés. 

On sait que la fonction d'onde d'un état lié, s'il en existe un, 

satisfait les équations de Faddeev homogènes. Dans ce cas on 

montre facilement que 

/ in)-- f <?) = / <V •/'*) (5.63) 

et que ^ satisfait l'équation 

6<f) 

Cette équation est une équation aux valeurs propres pour E . De 

plus, on sait que l'énergie de l'état lié doit être inférieure 

A l'énergie du seuil de réaction 

E„ < - r <3.65> 
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Pour obtenir la solution de (5.6*0 nous partirons de la solution 

de diffusion (3.60) étendue aux valeurs complexes de qt . On a 

la relation 

E: %l - £ (3.66) 

Ainsi la valeur de «j correspondant à un état lié devra être 

imaginaire pure. D'autre part« puisque la fonction d'onde d'un 

état lié satisfait des équations homogènes, il faut annuler le 

coefficient de l'onde incidente. Il y a deux façons d'obtenir une 

fonction d'onde ayant les caractéristiques cherchées. On calcule 

que, premièrement : 

t^vi mq„--. î ) If/M (p <,) = o (3.67) 
9 - - ; J - 1 V 

et deuxièmement : 

T. M1 

- f\ ( _± , -* , ^ 

(3.68) 

où A est la constante de normalisation. 

On a donc un seul état lié pour l'énergie E3 =-^ . 

On peut vérifier par un calcul explicite que les fonctions (3.60) 

et (3.68) sont bien les transformées de Fourier des solutions 

données par McGuire dans l'espace de configuration [McG 6*0. 

Toutefois ce calcul est plus fastidieux qu'intéressant et nous 

ne le reproduirons pas ici. 
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3.** Remarques sur le cas général. 

Pratiquement tous les efforts que nous avons faits pour trouver 

des solutions dans le cas de masses et de potentiels différents 

ont échoués. Il nous faut par conséquent dire quelques mots des 

difficultés du problème. 

Lorsque l'on considère les équations (3.1^) on est troublé par 

la présence de coupures provenant de l'amplitude de diffusion à 

deux corps. Dodd le premier [Dod 70] a remarqué que ces coupures 

étaient exactement compensées par des termes semblables dans 

l'amplitude de diffusion à trois corps dans le cas de trois masses 

et de trois potentiels égaux. Notre point de vue des fonctions 

d'onde semble montrer qu'une telle compensation peut subsister 

dans le cas général. En effet, si l'on admet l'hypothèse 3.1» on 

constate que des termes contenant des fE -nl seront toujours fournis 

par les résidus des pôles du propagateur. Nous voyons essentiel­

lement deux difficultés. Premièrement la localisation des pôles 

des fonctions f nous est à priori inconnue. Seuls les pôles cor­

respondant à des ondes asymptotiquement entrantes ou sortantes 

sont bien connus. Deuxièmement les fonctions figurant au numéra­

teur des termes de pôles peuvent être des fonctions•analytiques 

arbitraires et la grande simplicité, mais aussi le peu d'intérêt, 

des solutions obtenues dans le cas de masses et de potentiels 

égaux réside dans le fait que ces fonctions se réduisent â des 

constantes. 

3.5 Un cas particulier d'état lié. 

Les solutions des équations (3-18) doivent présenter une certaine 

continuité en fonction des paramètres (potentiels 3; et angles, 

c'est-à-dire masses). Partant de cette idée, nous avons essayé 

d'étendre la solution d'état lié au cas où seules les particules 

•i et 2 sont semblables. Dans ce cas f-ß et f-v-i*. (voir fig. 

3.1), d'autre part nous poserons 3. : ̂ L- >* et ^1 -J* . On 

aura de nouveau 



- 62 -

f fì) = f (?) - ft?) 

(3.69) 

e t t <V = *<l» 

Les équations (3.l8) deviennent alors 

O.?o) 

Nous avons découvert que l'on obtient une solution, qui est une 

extension très simple de (3.68), à condition que A , >u et « 

satisfassent la relation 

M = - -mH y (3.71) 

En tenant compte que *).« * /3"V.2Ha j , ï< * } | , ou m.».»mà 

et de la relation (1.7), (3.71) se traduit par la relation suivante 

entre les véritables potentiels : 
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tw s ,* * I1 v-** • t V 

ï « r i l et 

(3.73) 

^3-^¾ 

Avec l ' é n e r g i e de l i a i s o n 

2* 
:s = " * m l * (3.7*0 

Ce qui donne pour la fonction d'onde totale : 

(3.75) 

Dans l'espace de configuration cette fonction d'onde est repré­

sentée dans chaque secteur par une surface réglée décroissant 

exponentielleraent, les courbes de niveau ayant l'allure donnée 

dans la figure 3.^. 
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Fig. 3.^ Allure des courbes de niveau. 

Nous n'avons malheureusement pas eu le temps d'essayer de trouver 

les solutions de diffusion dans ce cas. Remarquons, en passant, 

que, vu la complexité dea calculs, il serait indispensable d'avoir 

â disposition un programme de manipulations algébriques formelles. 
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Chapitre ** 

Matrice S. 

Bien que les fonctions d'onde contiennent toute l'information 

concernant la diffusion, celle-ci n'y est pas apparente. Comme 

on le voit dans l'appendice C, l'information directe sur la dif­

fusion est donnée par les éléments de matrice de l'opérateur S , 

Il faut signaler ici que dans le problème à trois corps, comme 

dans tout problème à plusieurs canaux, il n'existe pas d'opéra­

teur S global, mais un ensemble d'opérateurs Sùtoù a et b 

représentent les différents canaux. Mais ces opérateurs, ainsi 

que leurs éléments de matrice, peuvent être rangés dans une 

supermatrice et, par abus de langage, on continue à parler de 

matrice S • 

Dans le cas que nous avons traité, les éléments de matrice 

s'obtiennent très facilement à partir des formes asymptotiques 

des fonctions d'onde de diffusion ; en effet ils sont donnés par 

le rapport des coefficients des ondes sortantes au coefficient de 

1* onde entrante. 

Dans ce chapitre nous allons donner les matrices S correspondant 

aux cinq situations suivantes : 

trois particules discernables • 

trois bosons identiques 

- trois fermions identiques 

deux bosons identiques 

deux fermions identiques. 
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*t-.l Trois particules discernables. 

Dans ce cas il y a quatre canaux, que l'on peut numéroter 

ainsi: 

trois particules libres 

particules J et 3 liées 

particules ^ et 3 liées 

particules -i et i liées 

La matrice S sera donc formées de l6 blocs que nous pouvons 

ordonner de la façon suivante : 

s.. ' C 9.) S11^V)1) S 1 1 ( O . ) s.,.(fr'?.)̂  

(4.1) 

où qe désigne l ' impu l s ion r e l a t i v e de l a p a r t i c u l e l i b r e e t de 

l ' é t a t l i é e t fr désigne l a d i r e c t i o n de l ' onde plane déc r ivan t 

l e s t r o i s p a r t i c u l e s l i b r e s , t e s éléments S1
-J, (',j--*, *,2 sont 

eux-mêmes des matr ices 2 x 2 , su ivan t l e s s ignes de <ïe e t *// . 

On d i r a que l e s IH r e p r é s e n t e n t l e s d i f fu s ions é l a s t i q u e s , l e s 

S / : , a J ! / j, ^ o » ^ e s p rocessus d 'échange, l e s Ç,e l e s processus 

de formation e t l e s S<; l e s processus de f r a c t u r e . I l va de so i 
51 le canal décrivant que, pour des énergies négatives c\* <. A 

trois particules libres est fermé et que dans ce cas la matrice 

S se réduit Ä la sous -matrice formée par les Sij , ift>,±.iO 

Pour calculer les différents éléments de matrice reprenons la 

fonction (̂*1 (3.60). En utilisant le fait que 
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tliT \ u-"l w + ' Ç / 

on peut écrire la solution V1 sous la forme 

v ° V'"(P1 « «ir? i '-— f-4 —— 

Cf.2) 

2 

i.-ifi 1 / y i e - ; n *î %-."*£ V i i.*'"4 

( t . - ; f i ì ) fni . -^) \ 1,-9.-/¾ 9, -f. -M 
C^.3Ï 

+ ^ ^ ¾ _ 

Posons 

avec x . : I ì, [ 
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En utilisant les formes asymptotiques (3.35) et (3.^7), suivant 

que E - K,1 - £ est négatif ou positif, on obtient directement 

les éléments de matrice 

s»( '< - . + + l - - * + G(K.1-;*!) 

S3-(K.,-*) -o 

*.,<»••»>•*.,"-*>• , £ . ¾ , , , 

S n (K0, -•») -- S»<*.,- *) -o 

Pour i ^o on obtient en partant de (3.6l) 

S/, fX=, --> ̂  Si] f«.,--) 

et S.'i (K + - ) - Sr1(K..-* ) -o 

C*.5) 

(4.6) 

D'autre part, puisque l'on obtient les Y1- par permutation des 

indices sur Î  , on obtient immédiatement que : 
1I. 

( 4 . 7 ) 

e t S11 = S11 = S11 : S1 1 .- S11 -- S11 
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Pour E>£> on peut encore c a l c u l e r l e s ampli tudes de f r a c t u r e C0; . 

Pour ce f a i r e i l f a u t , en ve r t u de ( 3 . ^ 0 ) , remplacer dans (^ .3) 

q par k -U*sô- , qt par k A^ i à- t- *-" ) e t Cf1 par /? -4^ (fr - ^) . Le 

c a l c u l ne p résen te aucune d i f f i c u l t é mais i l e s t p a r t i c u l i è r e m e n t 

ennuyeux. Comme on le s a i t dé jà depuis l e t r a v a i l de McGuire 

[McG 6^] on t rouve que 

S 0 ; - O ( i f .8) 

c'est-à-dire qu'il n'y a pas de fracture. 

Comme nous n'avons pas calculé la fonction de diffusion pour trois 

particules libres â l'entrée, nous ne pouvons pas calculer %,(&',&) . 

Toutefois on sait [McG 6*0 que cette diffusion est constituée uni­

quement de processus séquenciels, dans lesquels interviennent au 

plus trois diffusions à deux corps (sur leur couche d'énergie, la 

troisième particule étant spectatrice). Les conditions cinéma-

tiques pour de tels processus montrent que 

S80̂ ',»J--o sauf si 6-'= -B-,-d-~f t-*-f ,»",**£. 9-ï (k.9) 

Enfin il n'y a pas non plus de processus de formation : 

Si0 * o (1MO) 
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En résumé la matrice S s'écrit : 

/ * +Q 

J ' 
b 

O 

b 

° 

O 

-i 4 a 

C 

b 

O 

L 

O 

b 

Ö 

4+a 

Ö 

b 

ù 

O 

O 

b 

C 

4 + a 

O 

b 

b 

O 

b 

fl 

•1-tO 

O 

• o 

b 

O 

b 

O 

•1* U 

O 

O 

O 

0 

~>oc 

OMl) 

avec 1% 

b* 
i* (nu. + . 4 ) 

On vérifie que cette matrice est unitaire. Etant donnéesa structure 

le bloc supérieur gauche et le bloc S*. sont chacun unitaire et, de 

plus, on constate-que le bloc 6 x 6 est de la forme 

9 I1 0 M 2 ) 

On peut donc se restreindre à étudier la matrice 3 x 3 ci - dessus. 
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Nous avons représenté les éléments de matrice S , en fonction de 

l'énergie cinétique £t = K* , dans la figure 4.1. 

Fig, 4,1 Les éléments de matrice -S en fonction de 

l'énergie cinétique E€ •• K,
1 un unité de ̂  

A : diffusion élastique : -f + a 

B : échange : b 

On peut diagonalieer la matrice (4.12). On obtient les trois 

valeurs propres : 

Jïl-.-Ha-i-- 5X + ̂  

(4.13) 

fan. - .• 2 



- 72 -

La matrice de diagonalisation est 

I 

-I -i Z 

CMM 

Dans la figure 4.2 nous avons représenté les valeurs propres £ 

et ^ , en fonction de l'énergie cinétique E1 * lC , 

Fig, htZ Les valeurs propres de S en fonction de 

l'énergie cinétique F1=K.
1 en unité de A 

A: Ì,-. 1 + û n b 

B : JL .- -» * a - b 

Remarquons que l'on a bien / J- J - -f , comme l'implique l'unita-

rité de S . De plus, dans le cas A, l'interaction est maximale 

au seuil de fracture te/Jlj ̂  , 
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h,2 Trois bosons identiques. 

La fonction d'onde décrivant la diffusion de trois bosons est 

associée à la représentation triviale du groupe O 3 . Etant donné 

que la fonction ^ est paire par rapport à l*échange des parti­

cules 1 et x , on aura simplement 

On obtient donc exactement le mélange de canaux donné par la 

première ligne de la matrice de diagonalisation (4,i4) et la 

matrice S sera dans ce cas 

S » ,«.,,bs <K.«:«^<**»»;fl (4.16) 
î B < K . - ; < Ï S ) ( * Î K . - ; 3 ) 

Rappelons que cet élément de matrice est représenté dans la 

figure h.2 A. 

On peut se convaincre facilement, à l'aide des développements 

présentés à la fin du chapitre 2, en particulier des relations 

(2.12), que les deux autres mélanges de canaux donnés par la 

matrice (4,14) correspondent â des particules dont les fonctions 

d'onde se transforment sous la représentation D1, à deux dimensions, 

de <03« 

4.3 Trois fermions identiques. 

La fonction d'onde décrivant la diffusion de trois fermions est 

associée à la représentation alternée du groupe 1S, . C'est dire 

qu'elle doit être impaire par rapport à l'échange de n'importe 

quel couple de particules. Ainsi, dans l'espace de configuration, 

la fonction d'onde doit être nulle sur le support des potentiels, 



- ?k -

Le saut de la dérivée normale étant proportionnel à la valeur de 

la fonction, on conclu que la fonction d'onde est continuèrent 

différent iable , et solution de l 'équation de Helmolz 

Ainsi %, sera égale à la fonction d'onde incidente 

%f -- $D C .̂ 18) 

En particulier %F -° pour £-<o . Le seul cas où la fonction 

d'onde n'est pas nulle est celui de trois particules libres 

incidentes et dans ce cas elles n'interagissent jamais. 

k.k Deux particules identiques. 

Dans ce paragraphe nous considérons que les particules * et l 

sont identiques. Nous devons distinguer deux cas suivant que ces 

particules sont des bosons ou des fermions. 

Deux bosons. 

Les fonctions d'onde doivent être paires par rapport à l'échange 

des particules •* et i . Il y a deux états asymptotiques possibles: 

1 les particules < et i sont liées, la fonction d'onde est 

0M9) 
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2 la particule 3 est liée avec l'une des deux autres. La 

fonction d'onde est 

W, M i ( 1C * <<* ) (*.«» 

Deux fermions. 

Dans ce cas les fonctions d'onde doivent être impaires par rapport 

à l'échange des particules "* et 2 . Comme il n'y a pas d'état lié 

de deux fermions avec un potentiel en puits h , il n'y a qu'un 

état asymptotique; la fonction d'onde correspondante est : 

V à K i*i d Y, M 
1I* 

C1*. 21) 

Les trois fonctions (**.19 - 20 - 21) sont orthogonales et l'on 

obtient la matrice S pour les deux cas en effectuant la transfor­

mation : 

1 - i 

^ o o I 

f" 
fife 

O I H O - b 

(̂ .22) 



- 76 -

L'élément de matrice décrivant l'échange et celui décrivant la 

diffusion élastique <3,-»i)ß -*(3,'i)6 sont représentés, en fonction 

de l'énergie cinétique Et = K.' , dans la figure ^.3. Quant à 

l'élément de matrice décrivant la diffusion élastique («i)e-w<t)8 

on le trouve dans la figure *f.l A et celui décrivant la diffusion 

élastique pour deux fermions dans la figure ^,2 B* 

Fig. *+.3 Eléments de matrice S en fonction de 

l'énergie cinétique E1-K.
1 en unité de 5 

A: diffusion élastique (5/1)8--0,"!¾ ^'o*b 

B : échange • 1^ ̂  

En résumé on a pour 

Deux bosons : 

V«)»-! (iim 
fi«. 

ff(K.-'«3) 

Ct.23) 

*h, '1I9-, f--I)B * ^('MB-Î(J.II)6 

tria ir>k..;\) 
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- Deux fermions 

Sâ.*»-w ' nMt'!;j ^ « 2 4 > 
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En guise de conclusion. 

Bien que nous n'ayons que peu de résultats nouveaux, nous pensons 

avoir montré que le fait de s'intéresser aux fonctions d'onde, 

plutôt qu'à l'opérateur de diffusion directement, présente plusieurs 

avantages. Premièrement, notre intuition est beaucoup mieux à même 

de saisir les processus physiques élémentaires intervenant dans le 

modèle, grâce & l'étude des formes asymptotiques des fonctions 

d'onde. D'autre part, pour le cas des particules identiques, il 

est facile de tenir conpte des propriétés de symétrie des fonctions 

d'onde, sans symétriser directement les équations. Nous profitons 

de mentionner ici que les différentes amplitudes pour des parti­

cules identiques, que nous avons données dans le chapitre 4, ne 

se trouvent pas, à notre connaissance, dans la littérature. 

Quant à la suite qui pourrait être donnée à ce travail, nous 

pensons qu'il faut particulièrement mettre l'accent sur les points 

suivants. 

Premièrement, on peut espérer obtenir les solutions de diffusion 

dans le cas où les masses et les potentiels satisfont la relation 

(3.71). Il n'est pas certain que ce cas conduise à une amplitude 

de fracture non nulle, mais il a l'avantage d'introduire un seuil 

inélastique différent du seuil de réaction. Toutefois, comme nous 

l'avons mentionné à la fin du chapitre J, il serait nécessaire 

d'avoir à disposition un langage de manipulations algébriques tel 

que FORMAC ou SYMBAL. 

Une extension plus immédiate de ce travail consisterait en la 

comparaison des résultats exacts obtenus avec ceux fournis par 

certaines approximations. Il serait intéressant d'inclure dans 

une telle étude les résultats récents de KcGuire et Hurst [McG 72], 

qui ont résolu, de façon générale, le problème unidimensionnel 

de trois particules impénétrables avec interaction de contact. 
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Appendice A 

Transformation de coordonnées, 

(A.-l) 

Considérons trois particules de masses m; ,de coordonnées *; , 

et d'impulsions h, (1--1,1.,1), Introduisons de nouvelles 

coordonnées en posant: 

H * "I1 + rrii + m , I-Ij: m,+ "I1 

On tire aisément les relations inverses: 

'••faT* -IT%T)\ - ^ ) V 

«.-fer«-(T^rs, - ( ^ r * 

L* énergie cinétique 5'écrit dans ces coordonnées : 

(A.-2) 
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àT 
Introduisons les moments conjugués * "- T~r 

K- "î « * (£F ( *•+h* * *>) 

~-i -Y = (WW-.!,)' (^--.O (A.-M 

**i 1 T ? ; = f,^,1n,n) ' ( n, h, - w, fb. * If1)) 

A un facteur près, R est la coordonnée et K l'impulsion du 

centre de masse, r, la coordonnée et P3 l'impulsion relative 

des particules •* et î. dans leur centre de masse, ç la coordon­

née et 9ä l'impulsion relative de la particule 3 et du sous -

système R Î ) . Cet ensemble de variables convient bien lorsque le 

sous - système f<,i) est distingué (par exemple lorsqu'il est lié). 

On peut introduire des variables analogues par permutation cir­

culaire des indices dans (A.-l) et (A,-M, dans le cas où l'on 

veut distinguer les sous - systèmes C,31 et M.-i) . 

Remarquons que, dans ces variables, l'énergie cinétique prend une 

forme particulièrement simple: 

T - - /<* - p ; • 9 : * . -M - î (A.-5) 

On a d ' a u t r e pa r t l e s r e l a t i o n s : 

l*J * - f t 
fni "-

* A "ft 
Pn ( A . - 6 ) 

où 

"<i - A1, -

Les autres matrices se déduisent de celle - ci par permutation 

circulaire des indices. 
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l i faut remarquer que ces transformations sont orthogonales, et 

que les différents repères sont simplement tournés d'un angle «;j 

l'un par rapport à l'autre. On a 

C^i «;; 
Vt 

lui 

(A.-7) 

Ot1-• : (HO-D. ) 
W 

On a f ̂  *;; Ï il et «<.i • «(„ * «i,'- m . 

La figure A.1 montre la disposition relative des différents 

repères pour le cas ™, < *«i < m, . 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

~~~~""~-~h N 

•X^ -^vJ • * • " i 

s* ! 

% ; 

i 

i 

% , 
i 

i 

i 

( 
i ^ \ 

L * -"' S-T" -"* 

* " / " " - — 
v/«„ \ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
' 

Fig. A.1 Disposition relative des différents 

repères pour m,(--i)< ^,(ïa)(mj(-.j) 



- 82 -

Appendice E 

Le problème à deux corps avec potentiel S 

Considérons le problème a une dimension de deux particules de 

masses Ti1 et r-n , de coordonnées x, et X1 et d'impulsions *. et 

hx , interagissant par un potentiel V(x.,*i) - -¾ <*( *,- »,). 

L'équation de Schrodinger correspondante est : 

F 
ir», à*,' ini, à*,1 " IZ^-X1) = F' E>.,>i) CB.-1) 

Introduisons de nouvelles coordonnées, correspondant à celles de 

l'appendice A pour le problème à trois corps. 

-^=P)V-..: 
(B.-2) 

>=[ •—vT I '(">,- rv>, h, ) 
W m, m,71 / . x i . / 

L'équation de Schrb'dinger devient alors : 

A«1 3'"' -(-JT-1J '/=Mj ̂  (R,ri ̂  E [£>,,) (B.-3) 

Posons 2 (R,r) ; e'** ifc) pour éliminer le mouvement du 

centre de masse. On obtient: 

[-77, - "> è i r ï ] ^ < r J : E ̂ < r> 

)ù l'on a posé; 2 = ( U ^ J et E , B'- kx 

(B.-^) 
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Considérons cet be dernière équation pour E = kl >o , En dehors de 

l'origine, support du potentiel, elle se réduit à 

£ + ^ ) lf(rj ^o (B.-5) 

Ainsi l'espace est divisé en deux parties, gauche et droite, dans 

lesquelles If est une superposition de deux ondes planes e'*"" et 

e" . D'autre part, on sait que la dérivée au sens des distri­

butions d'une fonction ayant une discontinuité de première espèce 

en *-xe est égale â sa dérivée comme fonction plus son saut en xt 

multipliant ài x - xt) : 

Ainsi les conditions de raccord entre les parties gauche et droite 

sont les suivantes: 

- La fonction ^ est continue 

Lp(o-) = 1̂ (6*1 = W O (B.-7a) 

- La dérivée de ^ a un saut proportionnel à 1^iO 

ï\ - ^ ] -. -* *,.> CB.-7») 

Cherchons alors la solution de diffusion correspondant à une 

onde incidente plane se propageant de gauche â droite. 



- S ' t -

Posons 

(^W J (B-B) 

A gauche ( r<° ) la solution est une superposition de l'onde 

incidente et de l'onde réfléchie, tandis qu'à droite il n'y a 

que l'onde transmise. On aura: 

kf .,N. ^ ir)-, e * j e 

% tri-- t I*' 

Les conditions de raccord donnent: 

On obtient: 

(B.-9) 

•i + £ = T (B.-10a) 

^ ( T *Ç - i) = "^ T (B.-10b) 

T '- T — r - Ç ; —W- (B.-ii) 
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Il est facile de se convaincre que l'on obtient le même résultat 

pour ? et ç si l'on part d'une onde incidente se propageant de 

droite à gauche. On peut donc écrire la solution générale sous la 

forme 

r'M.j 

ihr 

*-;2 

[ ^ 
* e,ikr 

~ltkr 
e f <o 

t* •> o 

(B.-12) 

OÙ p - i k , fi : {£ . 

Dans la base gauche - droite, utilisée jusqu'ici, la matrice S 

s'ésrit: 

SfO '-

k-ii 

M k-1* 

K - ; > 

(B.-13) 

Elle est diagonale dans la base des états de parité définie, 

J c&i kr ( sî« (îr ( : 

SOi) : U i't*) U" --
h- ;i 

(B.-]A) 

avec 

u ' * 1; -
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Ainsi les ondes impaires n'interagissent pas, ce qui se comprend 

aisément si l'on se souvient que l'interaction se traduit par un 

saut de la dérivée de. la fonction d'onde proportionnel à sa 

valeur à l'origine, valeur toujours nulle pour une onde impaire. 

En introduisant les déphasages, on obtient: 

-.*•" i< 

Sf*) = 
.tu« 

CB.-15) 

ftrc t s zk 

(B.-16) 

<$,-- o 

La figure B.l donne l'allure des déphasages en fonction du 

rapport £ /i. , 

Fig. B,1 Allure des déphasages en fonction 
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La s t r u c t u r e ana ly t ique de S(k) montre q u ' i l y a un é t a t l i é 

pour 3 ?o Canti - l i é pour a < ° ) d ' éne rg i e 

1 u 

La fonct ion d'onde de cet é t a t l i é e s t : 

V1(O- IfF e ^ " 1 
(B.-17) 



Appendice C 

Rappel de théorie de la diffusion 

Ce bref rappel de théorie de la diffusion est avant tout destine 

à fixer les idées et les notations; il n'a pas la prétention 

d'être rigoureux, ni celle d'être complet. Pour un exposé complet 

de la théorie noue renvoyons au livre de Newton [New 66]. 

Soit H l'hamiltonien décrivant le système considéré. On suppose 

que H peut se séparer en une partit» libre H0 et une partie 

d'interaction H : 

H = M . * H' (C-I) 

Il y a essentiellement deux manières d'aborder la théorie de la 

diffusion. Dans la première, dite théorie dépendante du temps, les 

états et les opérateurs dépendent explicitement du temps, tandis 

que dans la seconde, la théorie indépendante du temps, les états 

et les opérateurs dépendent de l'énergie. Le passage d'un forma­

lisme à l'autre se fait par la transformation de Fourier 

£ ( E ) = f dt e'gt f - i l ) 

L'intégrale ci - dessus étant régularisée de.façon adéquate. En 

dehors de quelques remarques sur la caractérisation des états, 

nous utiliserons ici le formalisme indépendant du temps, qui se 

prête plus directement aux applications. 
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Le problème de la diffusion se définit ainsi: 

Etant donné un faisceau incident, préparé en dehors 

de la zone d'interaction et décrit par un état propre 

V„ de l'hamiltonien libre H8 , chercher l'amplitude 

de probabilité de trouver un état propre f,ur de H0 

après que le système ait diffusé. 

Four cela on définit les fonctions de Green retardées 

(S0
+(E)= U - (E-t-H.V 

G* (E) = L^ (t*it - H)" 
£->ot 

(C.-2a) 

et avancées 

&;<E) •- £ - fE-.-1-H.V 

G" (Ei -- tt— (t-il- H)" 
E-o* 

CC.-2b) 

Dans le formalisme dépendant du temps on a les propriétés 

G*M - &*(*) -o ?Bur e <0 

G:M •- C o -• " p e u " t > 0 

Les fonc t ions de Green G s a t i s f o n t l ' é q u a t i o n de Lippmann -

Schwinger 

G ! / e ) : G; ti) * ^Cc) H ' G ; I B ) 

( C - 3 ) 
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On définit deux types d'état de diffusion: ¥* et V""1 . Ces états 

satisfont l'équation de Lippmann - Schwinger 

(C-^a) 

= *K It.*) 4 G*«) H'«K ft,-) 

(C.-ifb) 

S Y. (E1-) * G"(EÏ H' ¥>(£,*) 

WJ5(E,*) est un état propre de l'hamiltonien libre H6 caractérisé 

par la valeur propre </. d'un certain opérateur fi qui commute 

avec Hc • La caractérisation de V est beaucoup plus claire dans 

la théorie dépendante du temps que dans celle que nous avons 

adoptée ici, c'est pourquoi nous nous permettrons, pendant quelques 

instants» de parler en termes de passé et de futur. 

H1 (*,t\ est la solution exacte du problème, qui dans le passé 

lointain était égale â la solution libre Vtt«.t) , tandis que 

'̂'(«,O est la solution exacte du problème, qui dans le futur 

lointain sera égale à la solution libre V. (*,0 , 

Ainsi f"fr,*i décrit le cas où l'on a préparé un état incident , 

bien déterminé, tandis que 4' IE,«*) décrit le cas où l'état sortant 

%„t est "contrôlé". 

De (C.-^a) on tire: 

* ù - ~ ~ s U-ii -H^H') V. (6,-0 
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= (.«, i i (P (E 4 

(C.-5a) 

où l'opérateur de Miller H. est défini par 

£}'" -_ U^ __ìi (C.-6a) 
r-.a» H . - ' i -H 

On t r o u v e de même : 

^ '"(E,«) = u— . V/ u V./E.«) = JlHV.fE.-ì (C. -5b> 
t - ' o * 

et Sltì = Lm --1 ( C . - 6 b ) 
£-,„4 H . - ' t -H 

On peut montrer que les opérateurs de MgIlier sont isométriques. 

En effet, calculons en utilisant (C-^a): 

* (v.^^>, H1
 Ë .̂ ,H ^"v*0 
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' / c« -'i - tu 

Et finalement 

Il en est évidemment de même pour V et on a bien 

Xl'-'V" = « CC.-8) 

Lee fonctions d'ondes V et ^, satisfaisant les équations de 

Schrödinger W^"1-- E y>{t) et H- Vi = £ Vi on a 

Hn11V17, E/iftlrc = JV"Je%--n1 k.v. (e.-9) 

Les états Vi étant supposés former un ensemble total, on en déduit 

H nn) -- Jift)w„ < c--1 0 ) 
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L'opérateur de diffusion S, 

La réponse à la question fondamentale de la diffusion est donnée 

par les amplitudes ( V'iE^ii), ^'"(^y)) . Or 

(f""fEfr,â),l*"\rf)): (A.t*W.Ut.t),SlMii>.tt*.*)) 

Ainsi le problème revient à trouver les éléments de matrice, dans 

la base des états libres, Wa , de l'opérateur de diffusion 

S = Jl(-}Ìflh) (C.-12) 

S est unitaire. En effet, en vertu de la totalité des états 

propres de H, , on peut écrire 

= { " JEÇ. V'"/E-.*) ^ ' " k . . ' ) (C-13) 

- f - A 

où ff\s ^- Ty Tbj e s t l e p r o j e c t e u r sur l e sous - e s p a c e 

engendré par l e s é t a t s l i é s de W t Or de (C.-10) on t i r e 

w. ali)f - si(1)f H 
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et He Jlf t )+lffE,#0 - E nl!)t ^ E . * ) 

ce qui entraine que s i E est dans Ie spectre de N , mais pas 
dans celui de W, , on a 

n ' t j f Lf(B,*) z o 

et donc 

f^A (C-14) 

Calculons a lors : 

-- .nM*.nM , 4 

SS f = n w V ' ° JÌ.'°'JIM •- J l ^ f / - / ) / ! ' " 

D'autre part : 

j i H V w ü -. ii""wji'° s H . J V J , J Î " 
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e 'est - à - dire 

[S, Ho] -o (e.-15) 

Puisque S commute avec W„ , les éléments de matrice (C-Il) sont 

multiples de 5(Z^-En) . D'autre part, puisque $>-ü lorsqu'il n'y 

a pas de diffusion, c'est-à-dire lorsque H : W. , on est conduit 

â poser: 

De (C.-^) on tire 

QJ"'(B^)' W''(eß) -- ÌTW âft- W) H 'Vi (E, «) (C.-17) 

En introduisant ce résultat dans (C-Il), on obtient: 

En vertu de l'isomwtrie des opérateurs de Moller, il vient, par 

comparaison avec (C-16) 

Tß* (E ) = ( ̂ .<E,/0, H' V'4VE,-Î) (C-ISa) 
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On obtient de même 

T6* (E) - (W'Xf*). H'V.<E>)) (C.-l8b) 

En introduisant (C,-k) dans (C,-18) il vient: 

W E ) = ( ̂ e (f,A) , (V+ H' G*(E) H'j V0(F1-O (C-19) 

Ainsi Tf1-̂ e) est 1* élément de matrice, dans la base des états 

libres, de l'opérateur 

TfE) = H' * WG+(E) H' (C.-20) 

En utilisant les équations de Lippmann - Schwinger (C.-J) pour G , 

on obtient 

T(E) -- H' - TlC) &;<EÏ H' 
(C.-21) 

-_ H'* H' G: (Ei T(E) 

Au lieu des éléments de matrice Tn-(E) (C.-19) on peut définir des 

extensions hors couche d'énergie de T 

" C ( E - 1 E j * ^.(Eflrt)(T(E.) y. (6-,-)) 

(C-22) 

~C'(E„ EJ , (%(tfi fi), TfCn)^1 (^1,)) '&« ltfi,c*' ' * T« lt0. 
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ou encore 

Ti« (̂ 1E-; E) - ( V. (£„,/», TfE) <£(E„,.o) CC.-23) 

Pour ces extensions hors couche d'énergie l'équation de Lippmann -

Schwinger Ce.-21) donne lieu â des équations intégrales, ce qui 

n'est pas le cas pour la matrice T̂ .IE) sur la couche d'énergie. 

"Iĵ fE) est obtenu en posant E-P* - Eft dans les extensions 

(C.-22) après calcul. 

Application au problème de l'appendice B. 

Plaçons nous dans le centre de masse et dans les coordonnées 

définies par CB,-2). Soient l̂ ffc1, E) - (̂  , avec ?-- tk , les 

états propres de l'hamiltonien libre H,, On fixe la norme â 

En terme de fonctions d'ondes on a: 

Soit M p ^ ' ^ E ) = <«V T'E> .̂p, ) (C.-26) 

On a 

" r, « d< nV r'f 
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1 p , e-" cu-) fi'V- =-A (C.-27) 

En utilisant le fait que 

JP Vv ^ - -Ä (C.-28) 

l ' é q u a t i o n de Lippnann - Schwinger pour Tifi (C.-21) donne 

l ' é q u a t i o n i n t é g r a l e 

(•(P.•?•;£) - - è * [ V < V ^ / P J P ' ; ì ) ' V . ^ ' £ , V ^ V . H X - ) 

(C.-29) 

On assaye la forme suivante pour t : 

t fP,p';E ) '- 7* (f) (e.-30) 

L'équat ion i n t é g r a l e c i - dessus devient a l o r s : 

v*)*-à - £ T ( E ) M P — ^ (C-3D 
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Or on a dp ——: 

e t f inalement 

•f 
; - H I 

t(p,P';E) = n n - - -^ ^ 1 - (c.-32) 

La valeur limite de t sur la couche d'énergie est 

tttk.t'k'; ^) -- - -£ — — r - (C.-33) 
R - i 4. 

i 

Il faut remarquer que la matrice £ pour ce problème ne dépend 

que de la grandeur de l'impulsion et non de sa direction. Ce phé­

nomène est â rapprocher de l'isotropie de la diffusion, à trois 

dimensions, par un diffuseur de très petite dimension. 

En introduisant la solution obtenue pour t dans l'équation 

(C.-16), on obtient la forme suivante pour la matrice S '• 

* b(P-p') -Wi" ̂  O P - O * A(P-P')]^*') (c. -34) 

En écrivant le terme entre crochets sous forme matricielle, 

/ > 

K-S1O= ^-^ (C-35) 
' 4 • fa ' 

on reconnaît bien la forme de S (h) obtenue dans l'appendice B. 
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