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In eighteenth-century Newtonian mechanics,
the thrae-body problem waa ineoluble. With
the birtk of general relativity around

1910 and quentum electrodynamice in 1930,
two- and one-body problems became insoluble.
And withio modern field theory, the problem
of zero bodiss {(vacuum) ie ineoluble, So,

if we are out after exact eolutions, po
bodiaa at all is already too many.

R, D, Mattnck in A Guide to Feynman
Diegrama in the Many-Body Problem, 1967
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Introduction.

Il v a maintanant plus da dix ans que le probléme de la diffusion
de troia corps eet Téadlu en méecanique guantique, Meis si l'en
sait écrire. des équatione ayant une solution unigue pour la
fonction d'onde cu pour l'opérateur de diffuesion, on oe sait en
général pas em trouver la aclution,

Le rechercha de modélsa eimples, dout on puisas donner la solution
exacte, est utile pour plualeurs raisons, Citona, par exempla, la
poseibilité da taster certainee approximations utiliades habitu-
ellement dans des problémes & trois corpa et, d'autre part, calla
de contrSler le bon fonctionnement de calecula numériquea exacts
dana le cadrs de ce probléme,

Le modéla unidimensionnel da trois particules avec iotaraction

de coptact, que nous analysona dans ce travail, est 1'us de ceux
dont on connait certaines solutions particuliéres, Malheureusement,
laas reatrictioss apportéea au modéle, pour obtenir des solutiona,
font que mop coptenu physique est par trop diminué, en particulier
tous lea seuils de réaction amont confondus et l'amplitude de
fracture, ou d*iosisation, aat nulle, Notre espoir avait été
d*étandre les solutione comnues de ce probléme, Nous devons avouer
qua, pour le momept en tous caa, nous avona échoué dans notre
tentative, Nona penscne toutefois que notre approche du probléme
&8 permisa d'éclaircir certains pointa reetéa obscurs dana la
littérature. De plus, ella fournit peut - 8tre un bon point de
départ pour une solution plus générale du probléme,

Dans le pramier chapitre noua introduiaons les différentea équa-
tions, que l'on peut ferire, pour les fonctions d'onde du probléme
4 trois corpa, Le dsuxiéma chapitre est consacré A un rappel dea
symétriea des fonctions d'onds an relation avac 1l'identité des
rarticules, Noues abordona laa solutiona explicites du probléma
dans la troieléme ¢hapitrs, Enfin, dama la quatriéme chapitra,

noua extrayoss les amplitudes da diffusion des fonctioms d'onde,
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Chapitre 1

Les différentee équations du probléme & trois corps,

L*idée de départ de ce travail est de trouver et d'étudier la
solution du probléme suivant: on considére trois particules ponctu-
elles évoluant dans un univers & une dimension, HNous noterans m;
les masses. x; les coordonnées et MR les impulsions de ces trois
particules (i= f,2,3)} . lous supposerons qu'il n'y a que des

interactions 4 deux corps, décrites par les potentiels

Vij (x0, ;) = Vi (i X;f) == 5&; Stxj =X} (1,1)

le symbole ) représente la mesure de Dirac et le signe est choisi
de telle facon que A»0 corresponde & un potentiel attractif. Un
tel potentiel peut &tre considéré comme la limite d'un puits carré
infiniment profond et infiniment mince.

Nous adopterons dans ce travail la convention de notation suivante:
un indice pourra représenter sait une particule, sait le couple
des deux autres particules; ainsi nous écrirons V3 pour Vi, et i,
pour 3, .

Le eystéme considéré est compldtement déerit par une fonction
d'onde E:(;,,x, ,u,) . Dans ce chapitre nous introduirons un cer-

tain nombre d'équations que la fonction dtonde &) doit satisfaire.

1.1 L'équation de Schrédinger

L'équation de Schrd¥dinger du probléme considéré stéerit:

3 L - - —
{- Z 1;; a_a;;l -4 Stx,-%,) -3y ‘S"-"‘g)'“ ng‘;(‘f“t)}sl‘f"‘h*ﬂ (1.2)

izd

= E’ E(r‘ﬁl x’tx_')
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oft E' est 1'énergie totale du systéme.

Pour que le probléme aoit bien poaé il faut encore préciser la
clasee de fonctione & laquelle appartient & et en particulier
lae conditions aeymptotiques qu'elle doit satiefaire. Toutefois
noue reportone ce probléme & un prochain paragraphe.

Introduieona les variables définiea dans 1'appendice A:

R= (2"
= (ﬁ’) (v, X, + My X, + My x,)

= (1:3'“' )"‘ (%, - %)

,n Y L TR 'S
g);(z":’ I) {xl— —!-_r.?.!*x)

[‘l:m,¢m‘.mx s n3=M-" my

On calcule que

— p > D* =N N
’Z Tm; dxt aRr! ary ag; (1.3)

De plua on a {voir appendice A)

( mn, )"’1 ( m.m, \ % (wu A )"‘: )
Xl S Y 2wy, H, n' ) rl - n, n, g;

: (2 m?lm.)." ( nem e - gy A;‘"’“) (1.4)

Loy ((memys, L (20 )
KJ-K‘F lm'mi ( nl. nl) r‘ * (nt n\ 93

) (e v gy 4mn)



xeoxos ()" s (1.4)

I
. not m, N +
ol iL'3""'%?1)1 et ‘%ﬁ=(‘m)
En remplacant {1.3) et (1.4) dans 1'éguation de Schr8dinger (1.2)
et en posant

KR
E(L,‘\,‘l) = & « q)(r"ql) (1.5)

pour éliminer le mouvement du centre de masse, on obtient 1'équa-

tion de Schrtdinger dane le repére du centre de masse:

* * Iy vy Y . oen ' ;
-85 g - LR dleae g ) - (1 Sinmns gy un)

(1.6)
Azt seaf Veng): £ Foye)

od E s E'-k' est 1ténergie totale dans le centre de masse. Pour
alléger ltécriture nous supprimerons l'indice sur les variablee r

et ¢ loreque cels ne pFftera pas 4 confusion. Posons de plus

2; . —ii l'”'}"’"‘k)"' i#j#kﬁ'- (1.?)



Anes (1,6) etéerit:

f 5.2 00 8¢ ' 2, 8 '
50 rgr . .rcna-g.a...u)ﬂu L Blranp s pdimg)
(1.8)
e A 800) +E] Wirg) = o

Cette équation est 3 considérer au sens des distributions, Le
support du potentiel est constitué par les trois droites = g dya
r:-g,qB et n:-o, Ces droites divisent le plan du centre de masse

en eix secteure correspondant chacun A un ordre déterminé des

particules (fig. 1.1)

Secteur 1

Fig, 1,1 Division du plan du centre de maseee en

secteurs par le support des potentiels
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1,2 Ondes asymptotiques et canasux de diffusion,

La différence essentielle entre 1'équation de Schrdinger du
probléme & trois corps et celle du probléme a4 deux corps, c¢'est
que, dans celui-21a il y a des directions de l'espace suivant
lesquelles le potentiel ne tend pas vere zéro lorsque l'on s'éloi-
gne vers 1*'infini. Cecl va se refléter dane la forme aesymptotique
des fonctions dl'ondes, Une fagon de coneidérer cette forme
asymptotique est de se placer dans le cadre du formalisme multi-
canaux., Seit H 1'hamiltonien de notre probléme, Définissons les

hamiltoniens de canaux H; par

H, : tm H

1?;[4:»

et H par (1.9

H: HJ*H;‘

On a évidemment H;= H,.+V, |, R/’ : Vi Yy

Cn considére de plus la séparation habituelle de H en énergie
L HeH eV VeV,

En terme de particules, le canal o correspond 4 une situation

cinétique et potentielle

asymptotique ol les troie particules sont libres. Tandis que le
canal I , par exemple, décrit une situation ol les particules i
et 3 eont liées et ol la particule { n'interagit pae avec cet
état lié. )

Dana le cas du modéle qui nous occupe il ¥ a un et un seul état
1ié dans le canal : , pour autant que JX»e . Lténergie de cot

état 1ié eet (cf. app. B):

L
El = - ‘%— (1.10)
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On dit qu'un canal i eet ouvert si 1'énergie totale E , dans le
centre de maese, eet plus grande que l'énergie E; de l'état 1lié
dana le canal considéré, D'autre part le canal o est ouvert déa
que E»o , E:-e correspondant au seuil de fracture,

La forma asymptotique des solutions de 1'équationr(l.8) peut main-
tenant 8tre précisée, On a deux types de solutions, Premiérement
pour  Ej ¢ min E; , il peut exister un état 1ié a trois particules;
la fonction d'onde Y, tend alors vars zéro dans toutes les
directions de l'espace et elle est de carré sommable, Deuxiémement
pour tout F > mén E; on a des solutiona de diffusion lﬂ;). La

forme asymptotligue dfune telle fonction est donnée par:

Q]
Ve~ ¥ - ¥ (1.11)

oi ¥ . est un état propre.de l'hamiltonien H,, déerivant 1'état
incident préparé dane le canal o , et ¥ ne contient que daa
ondea &ortantes, dans lea différente canaux ocuverts. Remarquons
que l'axisetence de plusieurs canaux rend difficile 1'utilisation
da ce darnier critére, car la séparation des différents canaux au

niveau da la fonction d'onde globale n'est nullement triviale.

les fonctions propres das hamiltonriens de canaux sont {cf. app. B)

A gilPieqg)

92,, (r.gd = 7
_ (1.12)
: : %
B, tried = P{%‘ LI
Ces fonctiona étant norméea &:
(0, %,.) « 8tp-p")d0a-9")
{1,13)

(‘P 'w"‘,)= é(Q"q')

'y
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1.3 Les éguations de Lippmann - Schwinger.

Dans les problémes de diffusion, on préfére habituellement travailler
avec des équations intégrales, car on peut y inclure les conditions
asymptotigues.

Introduisons les résolvantes des différents hamiltoniens du

probléme:
-
Girs f2- H)
Gt2) = (2 - H)' (1.1%)
-1
G, {2 - H)
Lles fonctions de Green retardées sont alors définies par:

G. () = G, (& +io) (1.15)

Les différentes résolvantes sont liées par la seconde identité

des résolvantes:

G = G2 + (0 H G

= G, v+ Gia) H G 0¥
(1,16)

Gtey = G tey + Gix Vo G

2 G (v G Y G 0
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Etent donné un état incident W (£,4), solution propre de 1ltun des
bamiltoniens asymptotiques, on obtient la solution de diffusion

correspondante de la fagon suinante (voir app. C):

U/M(E‘.,) c L e Glesic) W o(£,«) (1.17)

) €50+

Coneidérons premiérement le cas d'un faisceau incident formé de
trois particules libres, c'est - & - dire ¢, - (g" {1.12), On a
évidemment (€ : pteq)

Lo te G il Y s (1.18)

E-2a ‘e

Il n'est dés lors pas difficile dtobtenir, en utilisant (1.16),
ltéquation de Lippmenn - Schwinger pour ?{:::

W™ Gy HOWY (1.19)
rg

Fq “py

Cette équation de Lippmann - Schwinger est exactement la méme que
¢celle que l'on obtient dane le cadre du probléme 3 deux corps.
Toutefoia elle ne permet pas d'atteindre le but fixé, En effet
Faddeev [Fad 61] a montré que la solution de (1.19) n'est paa
unique, c'est -& - dire qu'elle ne fixe pas entidrement les condi=-
tions asymptotiques. Pour le voir, considérons un état 1lié, dans
le canal ¢ , @7 (1,12) et calenlons: {€=: q"'%'})

liem {5 G, (E+if) ¢

£-ro4

= L i G‘-ftu.f} (el - Laen G,(E-;l) V; “E G.' fE*il')@’ (1.20)

£ron €20t

R N SV S
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Car gq-q est fonction propre de l'hamiltonien Miet décrit un é&tat
1ié, done eatisfait 1l'équation de Lippmann - Schwinger homogéne
¢i - dessus, Ceci montre que la solution de diffusion lM\,mcc:rrespon-

dante satisfait 1'équation (1.19) homogéne:

#} +}
U{’ = Gl Wt (1.21)

On peut essayer d'exprimer &) en fonction de (/¥;

Girde G;) + Grdy HI G () (1,22)

On a aleors

bom ¢ GriE+ig) (,ﬂf = fﬁ’ €1.23)
fwor
Posons f:&_m i Lim b8 G (E+if) @ (1.24)
tpg £-res FT

(; [+
‘rq
entrant de trois particules libres, dans le cas ofl seul le couple

est la solution de diffusion correspondant & un faisceau

t de particules interagit.

[og} +}
et W

On obtient alors des équations inhomogénes pour "‘:" .

b

- I
+ G UE} H; %"

[+

@
$
(1.25)

, 1]
Gle) KW,
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. (2]
Par contre, pour j#i , U‘;? satisfait 1'équation (1.25) homogéne.

En effet, posons (E=?‘-3.E)
5

@ t6) 2 Liem g G(E+in) . (1.26)
£ 84 +q

Ltensemble des fonections propres de H, , { ‘H> 1 U{ it } l
?0
forme un systéme total orthogonal, Cherchons les coefflclents de

Fourier de ¢(E) dans cet ensemble:

Cele) - ((p‘.?',¢re))= (g b e = g )

4 i
g Eait-w, T4y

2 (b = ¢ )
Lved E-F'-ig [ RS |
. e

=z Lau.m (lp 3 )
f=o+ ‘.‘-"E'vt—f A (61

Or, comme W,-’, et ? sont fonctions propres d'hamiltoniens de

+4
canaux différents, on peut se convaincre que (¢, {5.’, } est une
1' ,

fonction continue de ¢’. De plus

[,(;ma -—‘i’—‘ = 1. (AAM .__.—E-E_J
faoge E-E »et fv0s E<E +rt

4 .
T 4- (E-F) ’PE_-?‘ S ¥ IE-F) MEET) =0

On obtient donc que Ly ()= 0 y au sens des distributions, Un
raisonnement identique montre que (,{€7: (¥." @w)} =0 . Finale-
ment on obtient que ¢lE)= o , ainsi ‘{f’msatisfait 1tégquation:
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) + {
¥ e Gler HE WY (1.27)
q §

I1 n'est donec pas possible d'écrire des équations du type Lippmann -
Schwinger qui aient une solution unique correspondant 4 une onde
incidente bien déterminée.

Une fagon plus correcte mathématiquement de considérer le probléme
est d'étudier le noyau de l'équation de Lippmann - Schwinger.
Weinberg [Wei 64) a montré gue ce noyau n'est pas compact. Ceci
fait que toutes les méthodes de soclutions habituelles (par exemple
la méthode de Fredholm) sont inapplicables. In particulier une
éguation intégrale dont le noyau n'est pas compact ne se¢ préte pas
4 un traitement numérique, car un tel noyau ne peut &tre approché

par un noyau de rang fini.

1.4 Les éguations de Faddeev.

La solution du probléme évoqué au paragraphe précédent a été trou-
vée par Faddeev [Fad 6la, 61b, 63]. Dans ce paragraphe nous allons
établir formellement les égquations de Faddeev pour les fonctions
d'ondes.

Four établir ces équations écrivons différemment la résolvante G (%)

{1.16), De {C.~-21) on tire l'expression suivante pour l'interaction:

_H’- Ty - Tix) Gota)y R’ (1.28)

En introduisant cette forme dans (1.16) il vient:
Gle) = Gota) + G, {T(w) - Tia) G, tal ) Geas
2 G t0) » G TLe) (Gte) - Gy HiGre) ) (1,29)

2 G} s ¢ ) THRY G t3)
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Trouver une autre forme de la résolvante G(*) revient donc a en
chercher une autre pour l'opérateur T(3). Considérons alora 1l'équa-
tion (C.-21):

Tia)z H' . H’G,m‘rm

(1.30)
= VeV PV s v ey G i) T
Définissons alors les trois opérateurs suivants:
Ty v v g THD (1.31)
Par linéarité on a:
T2 = T 4 T™ G+ T%a) (1,32)

Si 1'on se souvient que les opérateure opérent & droite sur les
étata, on peut interpréter cette décomposition en dissnt que T8
décrit 1l'ensemble ?es processus de diffusion se "terminant' par
l'internction du i°™®

exprime alors que la diffusion se "termine" forcément par l'inter-

couple de particules, L'équation (1,32)

action de 1'un des couples de particules.

I1 ne faut évidemment pas confondre les opérateurs définis ci -
desaua avec les opérateurs 1; , extensions A trois corps des
opérateurs & deux corps &; , décrivant la diffusion du iéme couple
de particules dans le cas o la troisiéme particule n'interagit
pas. Les opérateurs 1: satisfont 1'équation:
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Tiey= V; » V7 G ) Tr e

= Vi o+ Tite) Gotn Vs
De 1ltéquation ci ~ dessus on tire:
Ve Tty - Titw Golv) (1.34%)

En substituant (1.34) dans (1.31) il vient:

Ty Tite - T 6,@) Vi + Told) Gotd) Tta) - T 60 V6 TR

z Tiay + T G T () - T ) G (V- V 6,00 T )
(1.35)
*Tim 4 Ti) 6 {Tw -T'“h))

= Ty v Ti2) G, (%) (T’JJ{;) + Tmm)

Ce sont les équations de Faddeev pour 1l'opérateur T ., On peut les
écrire sous forme matricielle:
T Y Ty o Ty T T
T = [T |+ T o T femf T @
TPy m
Tyt T, T e T%n

(1.36)
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Cette décomposition de l'opérateur T induit une décomposition

similaire de la résolvante (1,29)

$1]

Gtr): Gty + Gy« 6k s 6% (1,37)
avee
¢y L TR 6.) (1.38)
satisfaisant les équations
G"‘!U Cf‘tﬂ - G.u\ o T, T GMIH
6y} x| G- Gt | G T o T &)
[$1]
6t Gy 1 - 6,10 T T o 6"
(1.39)

Pour obtenir les équations de Faddeev pour les fonctions d'onde,
il suffit de multiplier les deux membres de (1.39) par ig , de
remplacer 2 par E:it et de passer 4 la limite. Dana le cas d'un
faisceau incident de trols particules libres on obtient, en tenant

compte de {1.18) et (1.,24):

f+1 o D] [}
Ry (FOFQ * L‘Uam * L})m " q}“m (esemeq)
)
1] - o T,ULEY T,lE) ‘VD:’
e T eq
)
« s 7 t TE) o Tt " 1.4
Wﬁ, fﬂ - ﬁ” + G, (€} ' ' - £1.40)
- 1)
la’f,‘,’* p+ ¢ Tie) Te) o [Kﬂ
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Dans le cas de la diffusion de la particule 1 sur 1'état 1ié (2,3)
i1 vient, en tenant compte de (1.20), (1.23) et (1,26):

41 m

-l
AL AN A (E -9 E)
¥ . énergle du aeuil
du canal i

- o T, E} TE T
v “ RN

iz) _ + . - 1
Qlﬁ = o + GUE) [ T o Tew W,: (1.41)
LPm )

) P e TLE) o ¥,

On obtient des éguations semblablea pour W.:)et Wi;” . seul le

terme inhomogéne étant changé en (o, tg, ,a) et (o, o, ‘{:T) respec-
tivement,
Finalement, s'il y & un (ou plusieurs) &tat 1i&, la fonction

d'onde correspondante satisfera l1t'équation homogéne:

U)u . q,um . LVBM . W!m ( Eg . m‘.;ﬂ E.‘)
"’ °  TE) T v\
+
u,au‘. = G° {Ea) T o ‘]:{Ea) L*)m (1.42)

3

q}n)
' Ty Titg) o ¥,
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1,5 Forme différentielle dee équations de Faddeev.

Pour clore ce chapitrs nous allons encore donner les équayions
différentielles que doivent satisfaire les différente lyn)introduits
au paragraphe précédent.

Les éguations {1,40), (1.41) et (1.42) on toutes la forme suivante:

l'U(“) - ]—1-! . G: T, ( ‘{""14- LP(-,:)

wy o, " + . . W
WE eI e T (e ) (1.43)

LV“) - T R C': T; (wm . Wm)

ol seule l'infiomogénéité T change.
Multiplions formellement la premiére équation par G;; (e-H,-V,)
il vient:

(Hn -k 1\4) [.ul", +={H-E 'V.}TM- G:.G.Tv (wlll' wul) €1, 44)

Or on a:

G (G -G VG)T, « G {T,-V.6,T) = GV (1.45)

et (1.44) devient

(KB V) W = - (M EoU)T™ -V (97 o) (1 46
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En multipliant les deux autres équstions par G;I et G{' respec-
tivement on obtient:

(”'_ £ +V.) wm . _(H_-E¢V.)Im -V { iy wnl)

R R P R DAY L L) B W

(B V)P = - (e ) T™ = (9" W)

En particularisant les inhomogénéités on obtiant lea deux systémes
d*équstions suivents:

= Pour le cas d'un faisceau incident de trois particules libres

{e} 1+ " 1 LI
= - W {E :n' ey }
W’"! %n T ‘}’i" ’ W"re *r
i {aj 41 y
{H -5 1) LJ{” - L,l;’” + l}i:’ + W,,, )
{2l [ 15
(H.‘ E«v,) Uﬂ; = -V { (\U_'r'? {'uo” - gﬂ ) (1,48)

Chee) @7 2 oy (WY s W ey )

4+
e Py Py

= Pour le css de 1ls diffusion de la psrticule
1ié {} &)

{ sur 1'état

- Pour la cas d'un état 1ié & trois particules

Lf‘.;d H [H;" . u{ftl . qr:.“l (E_'?l_ p_)

q

q{s - %h]* %Hl + w!;l (£°< ""E’“ E;)

8
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(H,,"E *V..) u)m = =V, (u,n\ . whl)

CRIRTA AR A C A ) SR W T

(H,,-E *Va) U}“) - ..\./3 (quf) . wu))

On constate done que les uﬂasatisfont des équations différentielles
couplées, ce quil n'a rien d'étonnant; par contre il est assez
remarguable que le systéme correspondant 34 un failsceau incident
formé de trois particules libres soit inhomogéne.

Puisque nous avons ici des équations différentielles, le probléme
n'est pas déterminé tant que nous n'avons rien dit de la forme asym-
ptotique des fonctions Vﬁ{ L'étude de cette forme asymptotigue se
fait & partir de la forme intégrale des équations de Faddeev, Consi-
dérons premiérement la cas de la diffusion de la particule 9 sur un

état 1ié des perticules ? et 3, La forme asymptotique de (ﬂhgera

4)
L}/“) ~ (,fq + LP; (1,50)

ol %1est la fonction d'onde incidente {1.12) et ol %dcontient des
ondes sortantes analogues & Qq , décrivant la diffusion élastique,
et des ondes sortantes cylindriques, décrivant la fracture (si
"1'énergie est positive). Quant aux fonections Qf"et Uf”elles ne con-
tiendront pas d'ondes entrantes, mais seulement des ondes sortantes,
décrivant 1'échange et la fracture, Dans le cas de la diffusion da
trois particules libres aucune des fonctions Uﬂhne contiendra de
partie entrante, .quant aux parties sortantes, elles seront sembla=-
bles au cas précédeﬁt mais contiendront, en plus, des ondes planes
sortantes correspondant & des diffusions & deux corps sur couche

d'énergie,
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Chapitre 2

Particules identiques et symétries,

En mécanigue guentique, dire que l'on a des particules identiques,
c'est dire que deux états ne différant que par une permutation des
particules ne peuvent Etre distingués., Zn particulier les obser-
vables deivent commuter avec les permutations des particules
identiques; on dit alors que les observables sont syméiriques,
Cela impligue que 51 un état est préparé avec une '"certaine
symétrie", il gardera toujours cette symétrie, puisque l'opérateur
d'évolution est lui - aussi symétrique.

Dans notre probléme 1l faut distinguer deux cas, en dehors de
celui de trols partienles discermnables. Tremiérement on peut

avoir trois particules identiques et alors les trois potentiels
sont égaux, A; = A , de méme que les trois masses, ce qui fait cue
les angles ¥ et 3 , définis dans la figure 1.1, sont tous deux
égaux a ?. Dans le deuxiéme cas on n'a que deux particules
identiques. Dans la suite nous considérerens toujours gue c¢e sont
les particules 1 et 2 qui sont identiques et 1ton 'posera LN
et A, R, = A , A=zM,

2.1 L'espace des états et le groupe des permutations,

Considérons un ensemble de w particules identigues. Soit M un
espace de fonction complexes des coordennées (au sens large) des

particules.

fedt . (1y, .1

s _,.)'——"r(?!i‘--'f__\)fc €2.1)

Remarquons qu'a une particule est associée une position dans le
" = tuple et non l'indice de 1l'un des f . Par exemple f( I )

ik

b
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aignifie que la premiére particule se trouve en \Ei « la deuxiéme
en ;J ., ete,
On fait de 3 un Gn-espace vectoriel en définissent ltaction

d'un élément T du groupe des permutations (O, sur un élément de

¥ rpar:

Re )G L0 £ b ) @

L'action ainsi définie est une repréaentation, En effet, caleulons
(R (R ) (1.5, 1)+ (Ref) G, B )

Posons } ] rz- , @lors
Tl t

(pﬂ'{)(qd- VI ,*7,,) : } {’20‘111: V?q'm '“"?:l'rm)
h f( I'zwu : ?mm ¢ YTU’(M)
= (ﬂ'ﬂr F)(L . L PR L)

Ce qui démontre notre assertion.

Cette représentation est réductible et comme le groupe est fini
elle est complétement réductible, Soient {De} les repréaentations
irréductiblea (unitaires) de G, et soit ’J,' la dimension de la
représentation D, On a le théoréme dtorthogonalité suivant pour
les éléments de matrice dea D¥:

¢ ¢ L
ags; D“n’(u') D).W {g) = —('- 5“0 é}u},- Jh.a (2.3)
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Pour décomposer l'espeace # en s0us - espaces invariants nous

suivrons la méthode expoeée par Lushrmann [lue 681, Un ensemble
de fonctions { ’\'}\H‘f,--'ll')'
représentation irréductible de G.si l'on a pour tout e G,

¢ M se transforme sous la }

¢;

. t . B J
R, £! - 2 DS, (2.4)

¢
Les fonctions f, peuvent étre considérées comme les vecteurs de
base d'un sous - espace V'de # , da dimension . On a le théo-

réme suivant:
Théoréme 2,1: Soit (& un opérateur qui commute avec les éléments
de S.. les ¢léments de matrice de O entre des fonctignm de
symétrie donnés ont les propriétés suivantes:
; & ot L ,
a) (F gl)=¢ 6l jb4 ou vev

Ll

b} ( é 0 g ) get indépendant de v

Démonstration: Comme R—; est unitaire et commute avee (¥ on a

‘r

(15 691) = (R, 4L OR, 4})

5 (D} ,(?')/ 0D, ﬁ)q,})

Eo eommant sur tous les éléments du groupa il vient avec (2.3)

n! (P’:.-'.aﬁ-i%%( 03,..) 87 Supt o
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?"' ) r \ *
(#V'.&?':) = ';n: 6‘*-0 v ; (fildf};

la partie 3) est évidente., Quant & la partie b) il suffit de
constater que le membre de droite ne dépend pas explicitement
de v . Ce qui termine la démonstration, En posant 0=f on

obtient immédiatement le corollaire:
Corollajre: Des fonctions de symétries différentes sont orthogonales.

Ce théoréme montre bien qu'aucune observable ne peut faire passer
d'une symétrie A une autre, D'autre part, la partie b) irdique guril
est inutile de connaitre toutes les fonctions de la symétirie (é,d
pour calguler les valeurs d'attente des observables,

I1 faut maintenant se demander comment construire des fonctions
ayant une eymétrie ({j v) déterminée, Autrement dit, comment
décomposer une fonection F € W en ses différentes composantes.

Pour répondre A cette question démontrons le

Théordme 2.2: L'ensemble des fonctions {f,fv}

. } et ¥V
}31‘,---,1‘
étant fixés, définies par
f’j - 4 Z D:,. “"-)RGF (2.5}

} .
v "G,

ot fed est arbitraire, sauf que l'ensemble { Ejv} n'est pas
nul, se transforme selon (2.4)
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Démonetration: Il suffit de calculer

¢ P -
R, 4 -4 2_6 DS, (@) Ry Re b
T e,

& T Dh R,

1
nl e e-

- b ; r
Pt 925;5“7;- Dy (T D5, () R £

- oy Bt
= 2 D/:‘; (T ) ))"y

C. 4. f. d.

Adinsi les ogpérateurs

:Pj\, = _f:-*, > D,y @ Re (2.6)

TeTa

extraiant f(' ensembles de fonctions {_ﬁ,‘;}),,_...,p&— se transformant
sous la représentation irréductible D* ., Le fait que chaque
représentation irréductible apparaisse autant de fois que sa
dimension fait penser 4 la décomposition de la représcentation
réguliére dee groupes finis, Ceci n'a rien d'étonnant, En affet,
les tranaformatione que nous avons faites ne font pas intervenir
directement les coordonnées des particules, S5i l'on fixe un

n - tuple ordonné de coordonndes [ }"‘ j’“ ,f,‘) . on peut associer
4 chaque fonction f¢ # un élément ? de 1'algébre des fonctions
sur le groupe I (&), par la relation suivante:

;N‘) = F { ?d‘rﬂ . ?CNU: B f\'rlhl ) (2.7)
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Cherchone alora quelle eet la reprécentation assoclée & R par

cette application;
—
QT * Lo} = ('R‘rp) { rl’l-ﬂ PR iw.:)

Posona L_m =0, , alora .

-

T‘?—‘-’(U-)Z (P}'{) ('}1,' 'I.?.‘)
= ! {7zu.1'"f vrfm)
= 'l{ §0“Hﬂ' . {r'l'ihl)

=1{(v7) - ',',.{f(q")

Ce qui montre que la repréaentation asecocide & R est la repré-
centation réguliére & droite. Ainei il ast naturel que la décom-
pocition dfune fonction }e¢ Bf en eea compocantea irréductibles
aoit la reflet de la décompoaition de ais),

les opéreteurs 33;, ne sont pae des projecteurs, mais eatiefont

1la relation

. Y
t e

. d
v e = 8 dvur T (2.8)

En effet

. X . -y
e and . 4 £ z 4 : P
o J)""' _(;J\_‘- T T Dﬂv () Dy () Re R

"

Qﬁ' S 'D,f {7} D;,,,IG"'M) Ry 2


C2.fi

ﬁ' Z_ 3 D& ;’
n')? e 25' Jay (1) -QJ"A

)

(e D, Le) T

En utilieant 1'unitarité des représentations D! atnet gue la
relation d'orthogonalité (2,3), il vient

T A T :
RLBL 4 T sy n i B

"'

"

o
A“.l -‘Sy).f J},VI

comme annoncé,

AL D
Remarquens que lee éléments diagonaux 33,, = @yy ainsi que

¥

sont des projecteure. Toutefois ils ne permettent pas d'obtenir
un ensemble de fonct_ions se traneformant entre - elles au moyen de
la représentation D"

Le théoréme 2.1 s'énonce de la fagon suivante, pour lee fonctions
de base obtenues au moyen de ltopérateur ’Pj,:

Théoréme 2.3: 'Soilt ¢ un opérateur qui commute avec les éléments
de 3. . Scient Iljy-.ﬂf,il et gl - )f', ¢ . Alors les éléments
de matrice de { econt donnés par:

-4

(6'}“ 0%f4)= ‘5&,{’ aﬂ/a‘ (#,03,&;.) £2.9)
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Démonstration : Calculons

(&Jv, ‘?9:,.’,. ) - Gh Dj: (r) D:,;,l'r) (Rot, OR.4)
L 4

)t
= i{% 2D v‘tr) D;v, (09} (Re#,0Rs05)
(n1 v * !
. /e
£t L
= —4—1 Z— D::(u‘) D} rv) Dm’v’(g} ”,'GPQQ)
L a2l

c., q. f. d.

Ce théoréme contient toute 1'information du théoréme 2,1, Mais il
montre en plus qu'il n'eet paa nécessaire de symétriser les
fonctiona des deux ¢8tés d'un prodult ecalaire, ce gqui permet
"souvent de eimplifier les calculs. Par contre ce théoréme montre
gue, malheureusement, lee fonctions de base obtenues ne sont pas

orthogonales, En effet, en poeant (& « ﬂ , on obtlent le

Corollaire: Les fonctiona de symétries différentes sont

orthogonales. Le recouvrement de deux fonctions de méme

eymétrie eet denné par:

(. ain)= (4, 4t,)
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§i != g on obtient itintégrale de normalisation

(L 40)- 5 = e (LRA)

Nous ne nous étendrons pas ici sur le probléme de l'interprétation
physicgue des différents types de particules identiques, appartenant
aux différentes symétries. Nous renvoyons pour cela & l'article

de Greenberg et Messiah [Gre 65], par exemple. Nous nous bornerons
4 faire les quelques remargues suivantes.

Quel que soit n» 2 il existe deux représentations de dimension

un. Ce sont la représentation trivisle, d'une part, et la repré-
sentation alternée, d'autre part. la premiére est associée aux
bosons, tandis gue la seconde correspond aux fermions. Ce sont

les seules représentations irréductibles si n:1t . Le fait que les
états de bosons ou de fermione se transforment sous une repré-
sentation de dimension un monire qu'ils sont entiérement décrits

par une fonction d'onde.

2.2 Application au cas de trois particules identiquea.

Le groupe &, poseéde irois représentations irréductibles, deux
de dimension un et une de dimension deux. Ces représentations sont

données dans le tableau c¢i - dessous:



- 30 -

[4M
(=9
t—l.
e
S -
-~ <o
e

[y
pi=
(35 =

(123) | 1

\
L]
1]
ml-

(432) 1

[
m
L B
' 1
~ aEm

(+2) 1 -1

(ty) 1 -1

{43) 1 -1 i T
LB :

—— T
r
L]

-]
ris

Les représentations irréductiblas de G,

Remarquona que noua avona cholsi, parmls toutee les représentationa
équivalantes de dimegnsion deux; c¢elle dans laquelle le sous - groupe
abélien G,: {e, Ht.)f est représenté par des matrices diagonales.
Cela a le mérite de rendre plua clair le passage de troia parti-
culea identiquea & deux particulss identiquee, D'autre part la
repréaentation Dlpet alnai orthogonale.

Les opérateuré TZL définis par la reslation (2.3) sont alors

fpj, = 2 a9 Re (2.10)
[
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les coaefficients a:,(njétant donnés dans le tableau ci - dessous:

N\
(,.f.) € (n3) () (1) 3y )
o) - s L N X 1
( & 3 3 ] [3 n

' ' 1
(" H i T -t -t -7
{lll) % "'!I ‘i’ '_;' ""—I “4"
2 L '
(1:) ° TNy 1V3 ° Y7 ",lq
1 ' L +
(, ') e TG a [ . JlTﬁ
1 ! i [}
AN T R R T

Tableau des coefficients a,jv &)

Remarquona que si R désignent les projecteurs sur les fonctions

paires et impaires sous 1'échange des particules 1 et 2

T, = (R t Ryny) (2.11)

on a les relations

,'pf: p+ = j)"l ‘Pl.:'p' =0

J::'p-r =(.P1f ‘?:P_ =
(2.12)

CHC ARSI

"

z . ? 2
b, B oo jDI,P.=fPu
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Ainsi les fonctions paires par rapport & l'échange des particules
1 et 2 sa décomposent dans le sous - espace associé & la repré-
sentation triviale et dans le premier sous - espace associé A la
représentation D', tandis que les fonctions impaires se décom=-
posent dans le sous -espace de la représentation slternée et dans

le second sous -espace de la représentation DY,
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Chapitre 3

Solutions particuliéres,

les seules solutione particuliéree que 1fon connaissait & 1l'époque
du début de ce travail sont celles données par McGuire [MeG 64].
Dans le cas de troie masses et de trois potentiels égaux, considéré
par McGuire; la fonction d'onde, décrivant le cas olt les troie
particules incidentes sont libree, est la somme d'un nombre fini
dtondes planes dans chaque secteur (Fig, 1.1}, On peut interpréter
ce fait en diesant que la processus complet de collision est formé
de la succession de, au plue troies, collisions & deux corps sur la
couche dténergie, la troieiéme particule étant spectatrice. Il n'y
a donc pas, dane ce cas, de véritable probléme & troils corps et,

de plus, il n'y a pas de fracture. La construction de MeGuire,
basée sur ltinterprétation précédentas, ne peut &tre étendue & des
cas plus généraux,

Quant & nous, nous avione espéré obtenir des solutions plue géné-
rales en abordant le probléme par le biais des équatione de Faddeev,
¥elheureusement, jusqu'a maintenant, nous n'avons pas eu plus de
succés que McGuire, & une exception prés, d'ailleurs peu importante,
Toutefois ltapproche que nous avons suivie permet de comprendre un
peu mieux certains phénoménes un peu plus généraux,

Dans ce chapitre, nous allons tout d'abord écrire explicitement

les équations de Faddeev dans l'espace des impulsions., lNous étu-
dierons ensuite les formes asymptotiques possibles pour les
fonctions WﬁLA). puie nous donnerons les solutions explicites

dane un certain nombre de cas partiguliers.

3.1 les équations de Faddeev,

Les équatione de Faddeev (1,40 -41 -42) ont 1z forme générale
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LN ¢m . G:(EJ T, (V™ o)
W gL Gre) T (@ W) (3.1)

W @7 Gl T (WY W)

Lee éléments de matrice des opérateurs G:' T; ont une forme simple
dane 1l'eepace des impulsione. C'est pourquei nous travaillerone
avec dee fonctions d'onde dane celui -ci, plutdt gu'avec leurs
traneformées de Fourier dane l'espace ds configuration, D'autre
part on dispose de trols repérea {p;,4;} (Cf. A.-4). fucun de ces
rapdres n'étant privilégié, i1 eet avantageux de les utilieer
simultanément, .en exprimant la fonetion V"“"dans le repére (P;.9q;) .
Cherchone d'abord les élémente de matrice de l'opérateur G, T .

On a premiérement

1

p! -ar
e Ste-p)dig:-92)  (3.2)

GitE; pa;  Big) =
D*autre part
Tide; o, pfal) s taral) te-alip,p)  (3.3)

oi  Eifx;p,p') est 1'élément de matrice de 1'opérateur T &
deux corps. En introduisant la forme obitenue dane l'appendice C
{(C.=32) on obtient:

Tl pra;, pq0) = - ?# -—':" d¢q,-4,) (3.4)

S
7
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Ltapplication de G’ T. 4 une fonetion f donne ainei:

v

(G &) TieY #) tp,q;) =

e

.
] J dpfdqsdprda?r GLlE; mg; . pfq2) Tite ptar, e H2%9%) (3.5)

]

- a:

4 E
T ey a1
1T Etig -, g, .;E—_"?—‘

S
?-2.' dp:' {‘Pi’;qi)
- TR T

I1 faut maintenant trouver les formea explicitea .des termes in-
homogénes, Coneidérons premiérement le cas de 1a diffusion d'une
particule 1libre sur l'état 1ié des deux autres, Dana l'tespace de
configuration la fonction d'onde est formée du produit d'une
onde plane dans la variable ¢, repérant la particule libre dans
le centre de masse des deux autres, par la fonction d'état 1ié
(B, -17):

=N .

A; i N (T
G g 2 efas o T (3.6)
e,

On obtient alors

. fpog s A . (P90 B o
Q (Ps ‘?.} * m fdrc dgi e ‘ZT.(rcg.)

?n
f 3 1
- A e CS{ .-
S luy Pl X %4

(2.7)
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t

Puisque dans ce cas l'énergie est donnée par E: gl - %} on
peut écrire
33 4
& cqi )= f L g -
‘q' ’P. q‘} /r~ " P‘_‘l'_ q;: -E q. 9‘.) (5-8)

Conseidérons maintenant la diffusion de trois perticules libres.

On conetate gue le terme inhdmogéne de l'équation (1.%0) est 1la
différence de la fonction @:L., correspondant & la diffueion d'un
faisceau de trois particules libres, dans la cas ol eeul le couple
t de particules interagit, et de la fonction libre %n% . En

utilisent {B,-12) on trouve que ltinhomogénéité cherchée est

[

)\ ) ; ; .

¢‘ {P.“f_i:) = # .___._".TT a q‘."l‘.‘ e ’F‘u‘”r‘.’ (5.9)
'R iRt -0

“ g T

En prenant la traneformée de Fourier il vient :

R 18,4 2: 1 )
w'.l‘q; 1,.(P; W w fpnl - 7" P.: - p,-' *ig a(q' ) "\‘,;) (3. 10)
Dans ce cae l'énergie s'écrit E = P,‘.- + q,j et 1lton a:

3 1
-l‘p"_q'l‘ e Y RER Pregl-TEvit) ‘3"‘7.-'9.;) (3.11)

Introduieons les angles «, A et )} entre les trois repéres,
définie dans la figure 3,1,
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Fig, 3.1 Définition des angles entre

les trois repéres

P S

~ 9,

A !
—ciA ) L

les relations entre les différentes coordonnées sont alors

(3.12)
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Noua pouvons maintensnt éerire explicitement les équations de

Faddeev pour 1s fonction d'onde :

T OEECRTE gy A

1

H) 1 VE-q%
Yo%) ey - = =2

- . . 1) . .
'Jdr [ ¥ xuspeain , -xainpeanr) o ¥ Yo vintieq iop 1snegcan)]

-eo

m " )
Yo BV a) - 2 e %
DRRON (RO

T

(3.13)

' I‘“ [Wm"*“*r-?.*"r,u?«r- )

T S A e
ey OVen) - 3 T fen

- ) ' m
.fuh [ l‘{j (-xenp 'qr“““'ﬁ,'“;‘f"“l,"‘ﬁ)‘ LV t—xw‘-%ihn,x&;d-%w)J

Les inhomogénéités étant:

~ Diffusion de trois particules libres:

@69y @ (p, q,)

Taby oI +q A, - By diml -, M0

¢‘""’, q“ T ¢ (Pl Q,\ (3.11})

: - B, coiw -q*-i;-.a . -pﬂJ;ma -1_6'(:(

1}
1 ?}J B @P lpt 9,)

s T,
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oll les @;P? sont donnés par (3.11),

- Diffueior d'une particule sur un état 1ié:

QU ieiars & ¢ ey (3:15)

ol ¢ est donné par (3.8).
!

- Btat & @ g1 = 0 (3.16)
En examinant les éguatione (3.13) ainei que les termes inhomogénee
(3.8) et (3.11) on constate que la dépendance en p des fonections

¥ eat entilrement contenue dane le dénominateur commun pieqt-{edic),

On posera done
) 4 0
{ 7T e— .
LX) e (@ (3.17)

gty

Les équations de Faddeev daviennent ainei

. Fe—qr - .
o= g s & 0 J T “mf“"‘-r-?w)'f"’f“"ﬂ'?“ﬂ)]

. 2 xPeqt-(gair)
- oo
W % fE-3T - { . W
‘ L4 LI IR ) B Fm Jd‘ W [! (Hwt-qma)ff {—u-«q-qw)]
1
(3.18)
" m 2 (E-q° = p W mo
frw- 9" T & Jd‘ XTeqr- (Eeit) “ (-xiepeyunn) +f ‘“‘""7‘“")]

R

avec g“"{,): {pr4qt-(Eit)) ﬂ”(r’ q) (3.19)
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3.2 Formes asymptotiques des sclutions.

Etant donnéa la forme générale (3.17) de la fonction d'onde dans
1'espace des impulsions, nous pouvons, noyeunant quelques hypo-
théses sur la fonction ¢, &tudier la forme asymptotique de 1s
foaction d'onde dans 1l'espace de configuration, Celle -ci

e'écrit:

F 0= & fapaq PRLAR LI P
- ar

(3.20)

‘ - NELEE TS teh
T = e
E 32 f-jpdq P‘*CI' -E ; {7)

Nous laisserons tomber l'indice : y qui, pour ce gui suit, est
tout A fait inutile. Nous devrona ici distinguer deux cas suivant
que l'énergie E est négativa-cu positive, Dans le premier cas on
posera E :-x' | avec x >0 ., Dans le second, il est nécessaire
de régulariser 1'intégrale (3.20). Pour ce faire on pose E:zk-it |
avec &> e puisque nous soue intéressons essentiellement 3 des

fonctions d'onde du type @™

Premier cas : E:-*"<o0

J{priqge)
Folee)- & Jdp o q £ j""i'} (3.21)

p* +4 BT Agrrxt
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On peut intégrer sans autre sur p par résidus et 1'on obtient

e;(iiq"ﬁ!' |r‘!+qg)

Frg): ¢ qu fey

Effectuons le changement de variable g=x Sh¥ et passons aux

coordonnées polaires dans le plan {r¢) en posant

Irl= 5B

~Tehe k (3.22)
¢z & dw b

Aprés quelques calculs il vient
Fteogy: § Jd?( e F (i) { tx sh7)
—oT

Posons finalement w = B +:% , dtod ¥:-/(w-F)

et dX=-:dw
La fonction Fing¢) prend alors la forme

o Briw
Firgl = --é— f o wr g'xsmw#(-sz;u(w-B)J

{3.23)
P-ios

le chemin d'intégration de (3,23) dans le plan w correspond au
chemin £ dans la figure 3.2,
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€

\J

Fig. 3.2 Lea différents chemine d'intégration

dane le plan w

Remarquone que puisque cwn(w+tn): cawlhf} -idav Sha, la partie
réells de wiw reecte positive pour -¥ < Re we Z , Etant donné 1le
domaine de variation de ® (3.22), le chemin € ee trouve bien
dane la bonne région du plan w pour que l'intégrale (3.23) con-
verge, pour Autant que f# ne diverge pas trop vite. En fait on
peut voir que pour que 1l'intégrale converge méme pour #=: %
(c'est ~a-dire r:c ) 1l sufsirque 4493 =0(3"t) €22 au voisinage
da L1tinfini,

Pour pouvoir dire qualque choee de la forme asymptotique de Firg)
i] est maintenant unécemcaire de faire dee hypothéeee sur la forme

analytique de f . Noue ferons 1'hypothéee suivante

Hypothése 3.1 : t9) est analytique dane 1le pian complexe q caul
- & 1'infini oW elle paut avoir une eingulerité
ecaantielle
- en un nombra fini de pointe isoléa ol elle a

des pflea aimplea,
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La méthode qui s'impose ici pour trouver la forme asymptotique de
Fir,¢) est la méthode du c¢ol, Le seul col & prendre en considération
icl est évidemment celui se trouvant en ws:=o, Le chemin de plus

grande pente est donné par l'une des solutions de

T (%28 ey ur) =cebe = a (3.21‘.)

I1 est évident qutil faut prendre l'axe imaginaire, ctest - & - dire

le chemin €, de la figure 3,2. On peut alors écrire

[ : f - (3.25)

Le premier terme du membre de droite étant évalué par la méthode
du e¢ol tandis que la deuxiéme est donné par les contributions des
pbles ee trouvant entre les chemins L et [,

On a

whe

i

i
f S fdw X L At 8) POEONE w=ziv
£,

-

O
- Ch . . .
I du gt v f(lx g (F-i0)}

o
PN
PRSI FEP S I £ rahr e T Y
"
\ . . 17 -5
~oz ]!(n::—iwb) = g (3.,26)

Cette contribution tend vers zéro pour 3-« cowmme e'“/ﬁ . Elle ne

contribue donc paa & la diffuaion,



A

Etudions maintenant la contribution d'un pdle de i Supposons
que Lig) a un plle simple en 3:-x% , Cherchons oil ce pSle se mani-

feste dans le plan w, Cn a

PR Artan [w - 8‘) (3.2?}
d'ou w: &+ aw A ) = B+ 4-;[1
ou bien 2= cteoia Shﬂ - dww hp (3,28)

Supposons que «, et (i, soit une solution de (3,28). On a alors

deux suites de pSles dans le plan w:

W Btwr o+ (3.29)

I1 faut faire ici deux remarques. Prehmiédrement les pdles se dépla-
cent dans le plan w avec &, Ceci implique gqu'un p8le donné

ne contribue que pour un certain domaine de variation de & .
‘Deuxiémement, pour .2 domné il ¥ a un et un seul pdle des deux
séries (3.29) qui contribue, notamment celui pour lequel -Feu s .
5i 1'on note ¢ 1a contribution du péle considéré & 1l'intégrale

sur £, , 1l'on a:

pour -7 ¢ <o contribution pour -w <% ¢T

e L (w-ﬁ-ﬁ-;ﬁ) ’!!-J'td'w-[w-ﬂl) ﬂ_z:m!hnin) (3.30)

W Fewgrpy
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6<a 4 3 contribution pour -¥¢8 <-x

. . i . . w14
camll Liw  (wegonsin) flimaimn) e 78 TRy 50,

W Bimia i

Remarquone gque «:o ne peut intervenir) en effet, * serait réel

et l'on aurait une singularité non intégrable sur le chemin ori-

ginal. Dtautre part, e='t]

I . correspondant & 2 imaginaire de

module »4 , ne contribue pas.

Récrivons (3.30) sous ume

forme plus explicite. On posera par

définition
™~ - - - .
'l‘{:”) : m.--;ﬂ{w'b""'” 1!'"'3“wfw'"']) (3.31)
- ~ - sw}Chfl-i A (bex} S
-F ¢uco ) -u<9,<_£;' ‘ L:'ﬁ‘l{zn e xs(m{g. Wy Chfl-i A (bexd H,&)
(3.32}
~ _y;(gutéqu)fhﬁ-iiuqf‘ﬂjshﬁ}

°"“—i,‘i{--‘&<'“‘: c:-i-'l{:xﬂ

Ces ondes sont exponentiellement décroissantes dans la direc¢tion

la direction de propagation étant £: 7 -«

-

et se comportent comme des ondes planes perpendiculairement,
pour B o et F:=-f.~

pour 3 <o,
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Ces particuliers.

1 B=e 2:-iAalnu
- — ™ -t eniB
~Ycwco |, -ac<Be} cuw{faw) e )
. ! \
(3.33)
og.‘.‘:l;‘ -339‘-.. . czow {h'h e-nmra.-)

Cette forme est particuliérement sppropriée pour les états liés

o .
2° d=te 2 Sha Ticchp %= g ke {uiegr
o:z-f o X e=n If?.) e‘s”"'*ﬁ wtd .14, find)
(3.3%)
oz f -TgB <o €= -7 qu) e's( T a® -iq,4en?)

Dans les variables tr¢) ces contributions prennent ls forme

. -~ _|[ gt hrt wi
wivg, gro ,  c=miny ot THINILE
(3.35)
T _q:r‘- ‘) 4109,
i | g<eo C=“Ff“!,5 e - ¢

Ce sont ces formes qui donnent lea ondes asymptotiques déerivant
la mouvament d'une particule libre at d'un état 1ié des deux

sutres, Cas étsts seront entrant ou aortant suivant que:
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9.>0 §, <o
deg entrant sortant
«==f sortant entrant

Nous devons maintenant examiner le

Deuxidme cas: E = kMiz , Mo, o0

T lrrvag)
Ftr,eys 3o (.,ua dg ;‘L;;h‘—t fea) (3.36)

On peut de nouveau intégrer sur p par résidus. On obtient

Fir.9)='1;’ J:’q ot (VE-a it 1r) +ag)
- fkt_(ix. +.'£

ofi 1} faut prendre la premidre détermination d= la racine, le plan

{9

complexe étant coupé selon ltaxe réel positif.
En séparant l'intégrale en trois partias {(de -ee A -k, de -k & k et
de & & o0) et en faisant les changements de variables adéquats on

obtient, en coordonnées polaires (3,22)

F(r,g) = .1'7 fdw g ks cotwr {-{-k 4%4:&-3’)) (3.37)
[

Le contour [ étant défini dans la figure 3,3.
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A

Fig., 3.3 les différents chemins dans le

plan wr

On a de nouveau un col en w:=o, Posons w=Ww+: ¢ , alors

it{;:u) = l‘(l’_{r\(l Cly s -;.).wu Sl’lb’)

(3.38)

= 4imu She + 1 evu Che
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le chemin de plus grande pente est donné par ltune des solutions

de

Im :mw’:i

c'est - &~ dire

(3.39)

Pour que la partie réella de (3.38) soit négative sur le chemin
d'intégration, il faut prendre la solution de {3.39) pour laguelle
W et v sont de signesopposés, On obtient ainsi le chemin T,
(Fig. 3.3). On peut alore calculer la contribution du col &
l'intégrale (3.37) de la fagon suivante

fdm gt hs oy ft-hAi-utur-s)) T

-

. < out :
" t.bs (4"1) g(,m;m(r."{u-ﬁ))

=
>
'
F M
f—_—
-

.o

ik sms) ofF | e 3

-

wl-

v .'
et " )ik ans) yff 'l (3.40)

31

On obtient ainsi une onde sphérique sortante. Par contre, on n'a
pas d'onde sphérigque entrante, ¢e qul sat naturel puiaque nous

étudions la forme asymptotique d'un ¢,
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Supposons maintenant que }fg) a un pdle simple en q=k: , On

aura des pllee dans le plan W pour i solution de

St (w-B) 2 - 2 (3.41)
Pogons de nouvesu w= G +wx+ ifi , on obtient
At Chp +icose Shfz z-2 (3.42)

Cn 8 de nouvaau les deux suites de solutione (3.29). On remargue
dane la figure 3,3 que le sewl pSle donnant une contribution est

celui qui satiefeit l'une des deux relations suivantes :

B70 et 8T cu < do}

(3.43)
ou bien RA<o et 8-F <u 4:5*:{
ol ¢ est donné par
Ea
oL Cet ET(‘.T Aco
o= (3-44)
1
-ate ey -C-;—(; fi»e

Cherchoné maintenant la contribution d'un pdle «,A) donné.

On a quatre posaibilitée:

1° Rro &-Femo-I contribution pour é-xsﬁ'"{

7 ks A (Bra) ShA +i ks e ibra) ChA

=7 f (ke) e (3.45)
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27 v ~TewddeX contribution pour -§ ¢Ped-=
T T

c=—m @{ka) g P8 A Brai Shy +iRs ot (BruiChft

o : s
37 p<o S-Fem<i contribution ponr -4 s#el

=% IM!) eks fintfen) Shp » kg s (resd ChA {3 1_',5)

o I : :
4% aeo T cw<deE contribution pour . ¢ (5-a

7 RC A (Bew) Shil -thi o {6+ 2y ChA

ot 1lton a pogé

?(n) : la (wr-B-cuii) Fi=kiimtur- ) (3.46)

w-banaip

Les ondes qul nous intéressent plus pafticuliérement pour la
diffusion sont dtune part celles déerivant une particule libre

et un état 1ié & deux particules et, d'autre part, celles
correspondant & trois particules libres, Les premiéres sont du

type

- lgr-kt [ri a0 Tkt op - -
e 1 I S RS S A 8)
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I1 y a quatre possibilités, suivant gque 1'onde est entrante ou

sortante et que 4 est positif ou négatif,

a) ¢,»0 onde sortante

kChp=9q, ar-Toy

‘? Sh'f’. . ”'T.l_k\

b} 4,30 onde entrante

hfl‘!ﬁ:q. A:-Eiq

B ok

¢) 4,¢<s onde entrante

Btnf: -9, s Eog

1
k Znp :-\}:fj‘
d) g <o onde sortante

hchﬁ:'-ﬁv p(:-f-t-!

k Shfz = — ‘[—1}_:—;{‘

(3.47)

arees = B
%

"
=
2

~tief

Ry s g, iy Yqrw

-1l

tB e areeed- L
% 1.

ki=q, -14 gq.' - .‘e?

Quant aux ondes décrivant trois particules libres ce sont des

ondes planes

e;(mrg.q.g\ . elks m(?-r)

avee P, = kowtp et

q, - h-‘r\mr .
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Or les seules ondes gue nous pouvons avoeir au vu de (3.45) sont

du type

eifag c.o-s(E‘ +ot )

~1z)
Fa3
2
N

wiz]

Ceci entraine que &=~y et T est aussi restreint &4 -Jey<l

Seules les possibilités 2% ot 3° Qe (3.45) subsistent ici:

a) =y -3 e e
Ri:q,-0qp,  pove
{3.,48)
b) Bh=-2 fsa's'{

ké:qg;;»gpﬂ |'-?°'>u

Avant de terminer ce paragraphe sur les formes asymptotiques des
fonctions d'ondes, il faut remarquer gque nous avens deux types
dfondes décrivant le mouvement de trois particules libres: les
ondes sphériques (3.%0)} et les ondes planes décrites ¢i - dessus.
Er fait ces deux types correspondent &4 des processus physiques
différents. Lors de la collision de trois particules libres, il
peut se passer le processus séquenciel suivant: les particules

4 et 2 font une diffusion sur leur couche d'énergie, la par-
ticule 3" étant spectatrice, puis les particules % et 3 diffusent
& leur tour, la particule f é&tant cette fois spectatrice, et
ainsi de suite, Dans un tel processus il n'y a jamais d'interaction
4 trois particules st les ondes asymptotiques seront des ondes
planes. Par contre, dés gqu'il y a une interzction & trois corps,
les impulsions se redistribuent de fagon quelcongue et 1'onde

asymptotique aat. sphérique., Ceci implique que les ondes planes



- 5i -

ne peuvent intervenir que dans le cas ol les trois particules sant

libres a ltentrée, en particulier elles ne peuvent pas intervenir

dans un probléme de fracture.

A . Nous nous

3+3 Solution du probléme de troie masses et

de troia potentieles égaux,
Nous allons maintenant résoudre les éguations de Faddeev (3,18)
dans la cae de troia masaeca égales et de trois potentiels égaux.
Dans ¢ce cas on & «: f3= = et 1,= A, = )

intéresserons prémidrement & la diffusion de 1la particule 3 sur

1tétat 1ié des particules

alors

1}

c}r«qu) - a’.h\((i') - aq ,

les éguations (3.18) deviennent

f'ﬁfq) LA k‘_h-_'—qfl
aw gt -f 3
1
u ; B “
(q)z == — o A £
! T 1 E-qf i1 fdx !“"T‘ “_“!]

b'i_-e“

2 1
fq) f - 4+ o —

g%y -

iﬁﬂ
£ b1s-q,)

-fdx T era) [ 100010y e

1 et 2 , I'inhomogénédité (3.19) est

{3.49)

)

1) 4710 6o

-3 de g (s'.n [F 8 i)f Tetn)]
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Etant donné ltunicité des solutione des équatione de Faddeev, on

montre facilement que

{ "o = {5 2 e (3,51)

Posone d'autre part

) 'J‘
ha = Vg & S-q,) (3.52)
I1 vient :
Jiqr= PN A !
Welar or Vegr-il SRR X R LIS ST
) _fEw ot [; he ]
M= jdu Weuqeql - (Eain) faa s how
(3.53)
(2]
AT N AT LI B N 20
LA el _;% - u 4u1+q‘-{t&uz]
N
avec E = q/- <+

Du feit du changement de fonction (3.52), les fonctions { at h
déerivent en fait l'onde diffusée, Ceci implique que / et h ne
doivent pea avoir de contributions asymptotiques entrantes. Dtautre
part, puiaqu'il atagit de la diffusion d'une particule libre eur
un état 1ié, on n'aure paa non plua de contribution du type (3.48),
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On s'attend done & ce que | et h aient des pdles pour :

%.2° q=9,t7 - 47 -f-
(3,54}
9, <o RCER A L ERCRRY:

Dtautre part. le terme inhomogéne suggére que l'on a aussi des

pbles en

q.'_,]'_. qn + |"‘:; _%._ (3-55)

Supposons, pour l'instant, que 1l'on a g,7¢, On fait l'essai

a, . g, . & + By
SR A R P R P R DT A

F

{{q):

(3.56)

hf'l)'- b', + b.‘_ y —= - 3
A1y Yoy, trh  qeiq i3 i f4

En introduisant cet essai dans les équations (3,53) on peut

intégrer par les résidus. En tenant compte de

b Lzgi-cd o Wa-e-d-d “-_‘;- (3.57)

S N q-q,

et en exprimant le fait que les égalités obtenues sont valables

quel que soit g, on obtient un systéme d'équations linéaires
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pour les a; et les b;, Ce systéme est de rang 8 et, en posant

a, = —2—- —A— Cl." et b‘-= ;a..' ‘—2" 5," (3.58)

lt'on obtient :

al_l ﬁ%+'.% ’

4'4;(%Jﬁ%YE%J%j G, = ¢

g fig +id Sy _Gasid

“F TitRa, Dy U F A, R
(3.59)

'_1 * ¢

b % 9,-i A2 b, =

b“o "-3“-——-1—1

L ht- 4 .6l

En tenant compte de (3,52), (3.17) et (1.41) on peut écrire la
solution de la diffusion de la particule 3 sur 1'état 1ié des

particules f et 2 , pour g >o:
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%77

(+) 1
P —_— ir -
LK;U(F: 9)= E I R4y (6 [ 3 54, 4,)

4 + 1 4

5 -& i €4
B ogif) qeqeip WA aedq g

P g, +t¢ i 4 P
0 rg_-;ﬁ%J(ﬁh_‘;%) PP + PR (3.60)

+ ﬁqu1;% 1 1
. A 1 ko2 + I
i4(Rq. - 1) gl 32 it -t d

1 \ﬁ‘?,&l‘% 1 4
- T = T +
I8 La(qa'lﬁ%) q,+1q +5‘$2 qlq-:7 +i 82
u 1 11

Pour trouver la solution ’F,;:‘ pour 4,<o 11 faut retourner aux équa-
tiona {3.53), On constate que ces égquations ne changent pas si
l'on change aimultanément les signes de 4, et de q . Ainsi si f,,.rg)
et I“\,_tq) sont des solutiona de (3,53) pour g, alors f.q_(-q)

et h_,rr—q) sont des solutions peur -4, , On vérifie alars, sur

la forme asymptotique, que l'on a

(s (o
q,<o l}{q_ (P.q) = l}f ‘ te,-4) (3.61)

lee fonctione d'onde W_:: et W,’: décrivant la diffusion de la
particule *1 sur 1ltétat 1ié (:,3) et de la particule = sur l'état
1ié (1,%) respectivement a'obtiennent de (3.60) et (3,61) par
simple permutation des indices.



- 59 -

Avant de paseer au probléme des états liée, il est intéreasant

de regarder ce que deviant la solution (3.60) lersqufon la pro-
longe pour des valeurs négativee de ¢,. En conaldérant les formea
aaymptbtiquea décritea plue haut, on conatate, en regardant par
exemple (3.47), que chauger le signe de 4, revient & traneformer
las onﬁes aortantes en ondee antrantas et vice versa, ou, autre-
ment dit, & changer le eens de propagation des ondee planes.
Toutefois on ne peut pas coaclure de cee remarques que l'exten-
aion de la eolution (3,60) 4 §,¢° ast un état du type ) . En
effet, 1a contribution aaymptotique {3.40) dounarait toujours des

ondes ephériquee acrtantea. En fait on vérifie que 1'on a:

W ok g, s d) tos ) g1 i*}
q,<0 : u"g‘.‘ B CRTY Y TINET) ( e ,‘,._)*m (,l:"_ (3.62)

Ctata liéa,

On aait que la fonction d'onda d'un état 1ié, a'il en existe un,
satiefeit lea équatione de Faddeev homogénaa, Dana ce caa on
montre facilemant que

s £ < - o .69

at que { satiafait 1'équation

v o
BA B Lk W J clat 1 Jlw) (3.64)

t 1.3
utsugrqi-3g

Catte équation eat une édquation aux valeurs propree pour £ , De
plua, on aait que 1'énergle de 1'état 1ié doit &tre inférieure
& l'énargie du aeuil de réaction

Eg < - '2‘1 ' {3.65)
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Pour obtenir la solution de (3.64) nous partirons de la solution
de diffusion {3,60) étendue aux valeurs complexes de q,. On a

la relation

E- q'- & (3.66)

Ainsi la valeur de q correspondant & un état 1lié devra Eire
imaginaire pure. Dtautre part, puisque la fonction d'onde d'un
état 11é satisfait des équations homogénes, il faut annuler 1le
coefficient de l'onde incidente. Il y a deux fagons d'obteair une
fonetion d'onde ayant les caractéristiques cherchées. On calcule

que, premiérement :

' f+}
faam (ﬁqo~1%) Q{ p g) =0 (3.67)
9 .t 1.
11 lﬁ

et deuxiémement :

. . -y 1)
%(p'q): Laans (qﬁ-«?:\) %?.(p,q]

L—u%)

(3.68)

ol A eat la conatante de normalisation.

On a donc un seul état 1ié pour 1l'énergie E,=-3",

On peut vérifier par un caleul explicite que les fonctions (3.,60)
et (3,68) aont bien les transformées de Fourier des soluticna
données par McGuire dans 1'eepace de configuration [McG 6%4].
Toutefole ce calcul eat plud fastidieux qu'intéressant et nous

ne le reproduirons pas ieci.
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3,% Remargues sur le cas général,

Pratiquement tous les efforts que nous avens faits pour trouver
des sclutions dans le cas de masses et de potentiels différents
ont échoués, Il nous faut par conséquent d;re quelques mots des
difficultés du probléme.

Iorsque l'on considére les égquations (3,1F) on est troublé par

la présence de coupures provenant de 1*amplitude de diffusion &
deux corps., Dodd le premier [Dod 70] a remarqué que ces coupures
étaient exactement compenaées par des termes semblables dans
1'amplitude de diffusion 3 trois corps dans le cas de trois masses
et de trois potentiels égaux. Notre point de vue des fonctions
dt'onde semble montrer qu'une telle compensation peut subsister
dans le ctas général, FEn effet, si 1'on admet 1l'hypothése 3.1, on
constate que des termes tontenant des fE-4° seront toujours fournis
par les résidus des pSles du propagateur, Nous voyons essentiel-
lement deux difficultés., Premiérement la localisation des pdles
des fonctions !ﬁ)nous est & priori inconnue. Seuls les pdles cor-
respondant & des ondes asymptotigquement entrantes ou sortantes
sont bien connus, Deuxiémement les fonctions figurant au numéra-
teur des termes de pfles peuvent 8tre des fonctions-analytiques
arbitraires et la grande simplicité, mais aussi le peu d'intérét,
des solutions obtenues dane le cas de masses et de potentiels
égaux réaide dans le fait que ces foncfions se réduisent 4 des

constantes,

2,5 Un cas particulier d'état 1lié,

Les solutioas des équations (3,18) doivent présenter une certaiue
continuité en fonction des paramétres (potentiele 9 et angles,
ctest-8-dire masses), Partant de cette idée, nous avons essayé
d*étendre la solution d'état 1ié au cas ou eeules les particules
1 et 1 sont semblables. Dans ce cas o=fi et p:v-1a (voir fig.
3,1}, d'sutre part nous poserons A T A" 2 et 9, = 4 . On

aura de nouveau
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’m(q) = #iﬂtq‘ ‘: ;[?)
(3.69)

e

st P 2 g

Les équatione (3.18) deviennent alors

‘l(q) . A _VE-N [d,____f_ [}(-Hku;qc&u]+ 3(:42»«.-:{:01-)]

th VE i _.'E‘ xbeqi.E
{3.70)
S yE-q° - 1 .
gy r &2 — = f - el
% ! T \‘5‘?"!-% fdx x"+q!_E 'L.XAWO( 1 ‘)

Seo

Noue svone découvert que l'on obtient une selution, qui est une
extsnsion trés aimple de (3,68), & condition qus 3, M et

gatisfassent la relation

Moz B 4 (3,71)
o

J(‘
En tenant compte que  fgu : (2'"—":""-1) 1Tt ¢ L 40U mumam,

et de ls relatien (1,7), (3,71} se traduit par ls relation suivsente
entrs les vérjtables potentielas: '

I Y (3.72)
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On obtient alors

1
= S e
l‘(?) 4t 4 _'::__ h““
(3.73)
_ . runia
4= gte At dutu
Aveec l'énergie de liaison
2&
EB = G entn 7 (3.?1"}
Ce qui donne pour la fonctioen d'onde totale :
A
Q’(P,q) T T {-—Z L% ( 1 1 )
8 Pt *ql'y:\la * qu*)"‘l;-ld * qxl* it
(3.75)
+ —,——}:—
% 1 M tyto

Dans l'eapace de configuration cette fonction d'onde est repré-
sentée dans chaque secteur par une surface réglée décéroissant
exponentiellement, les courbes de niveau ayant 1l'allure donnée

dans la Tigure 3.4,
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Fig. 3.4 Allure des courbes de niveau,

Nous n'avons malhepureusement pas eu le tomps d'essayer de trouver
les solutions de diffusion dans ce cas. Remarquons, en passant,
que, vu la complexité des caleuls, il serait indispensable d'aveir

4 disposition unm programme de manipulationsalgébriques formelles,
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Chapitre 4

Matrice S.

Bien que les foncticna d'onde contiennent toute l'information
concernant la diffusion, celle -ci n'y est pas apparente., Comme
on le voit dans l'appendice ¢, l'information directe aur la dif-
fusion est donnée par les élémenta de matrice de l'cpérateur S,
I1 faut signalar ici que dans le probléme & trois corps, comme
dans tout probléme 3 plusieurs canaux, il ntexiste pas d'opéra-
teur S global, mais un ensemble d'opérateurs S,oin 4 et b
représentent les différents canaux., Mais ces opérateurs, ainsi
que leurs éléments de matrice, peuvent &tre rangés dans une
supermatrice et, par abus de langage, on continue 3 parler de
matrice § .

Dans le cas que nous avons traité, les éléments de matrice
s'obtiennent trés facilement A partir dea formee asymptotiques
des fonctions dtonde de diffusion; en effet ils sont domnéa par
le rapport des coefficients des ondes sortantes au coefficient de
1’aonde entrante.

Dans ce chapitre nous allons donner les matrices &S correspondant

aux c¢ing situations suivantes :

= trois particules diacernablea
= trois bosons identiques

- 1iroia fefmions identiquea

- deux bosons ldentiques

- deux fermions identiquea.
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4,1 Trois particules discernables.

Dana ce cas 11 ¥y a quatre canaux, que 1l'on peut numéroter
ainsi:

o : +trois particules libres

1 : particulee 2 et 3 liées
2 : particulea 41 et 3 liéaa
3 : particules 4 et ¢ liéea

la matrice S sera donc formées de 1& blocs que noua pouvone

ordonner de la fagon suivante :

s.fa), 90 S, 9090 S, (8),4) s, (&99.) )
Sa 8),9)  Sn@lad 5, (85,4)  Sa 4]

: (4.1)
Catel, 7)) Gy 0,0 Suiele) S (640

(q."ﬁ) S\.e (({9"3) (335 (qe’,gl Snn ‘a’l 9)

[}
-

o g, désigne 1'impuleion relative de 1la particule libre et de
1'état 1ié et & déeigne la direction de 1'onde plane décrivant
lea troie particules libres, lec éYémente Sij, re¢=+%3 sont
eux - mémes des matrices 2>;<2, suivant les eignes de q, et "’o’ .
On dira que les 3%, repréaentent les diffusions élastiques, les
S,'J- + 24i¢ 40 + loa procescus d'échange,llea %s les procesasus
de formation et les 5,; les processus de fracture. Il va de soi
que, pour dee énergiec négatives 4} ¢ %1 -y le canal déecrivant
troie particules libres est fermé et gue dans ce cas la matrice
S se réduit & la sous - matrice formée par les $ij, i#o, Fto .
Pour calculer lee différents éléments de matrice reprenons la

fonction (}3’9“ (3.60). En utilisant le fait que
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Stys = (3 —4-) (#,2)

1) u-ig u+iy

on peut écrire la solution ‘ﬂ:: sous la forme

4} 3
i3 ‘4
- L IR A R
(it r) b o
I R N A S L IR T

+ = ﬁq"*"% ( ! + . ) (4.3)
B3 ae,- i3} \ goq-i AL )

i P fe
|
+ .‘E‘L“'i ( ! 4 ! )
- = e
SANINEEY it § 1 SICACER S
- Eq"”.% 4 n !
G o SR A . -3 1o i
3 'J('?."‘r;} ?I‘;Q.H?% , "1;:‘.‘.*";%

Fosons

-, -

(4.4)

aveec X.: |q |
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En utilisant les formes asymptotiques (3.35) et (3.47), suivant
que E = K!- %’ est négatif ou positif, on obtient directement

les élémenta de matrice

214

S33(]f.'++]: 4 4+ _._—MK,-;JE-

S5 {}(.'-1-) =0

(4,5)
) i3 (fikoeid)
Sy et 4) = 5y (e eed Bl-iad){nk-il)
S,; (Kn, '*) = S“(K,'- 6) Lo
Pour 4, <o on obtient en partant de (3.61)
iy (Mo =r) = Sy la,--)
(4.6}

et Sep (M=) 2 ShfHa,-+) =0

[
Dtautre part, puisque l'cn obtient les (/{-t par permutation des

indicea sur f,l;'m. ‘on obtient immédiatement que :
9.

(4.7
et Sier 8q 5 St Sy St Sy
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Pour E7oc on peut encore calculer les amplitudes de fracture S .
Pour c¢e faire il faut, en vertu de (3.40), remplacer dans {4.3)

9, par Rawd , g, par kAw (8 + £} et g par f?—&.u«(a*—"?"—). Le
calcul ne présente aucune difficulté mais il est partiduliérement
ennuyeux, Comme on le sait déja depuis le travail de McGuire

fMcG 64] on trouve que

Sof = o 7 (1}.8)

c'est-a-dire qu'il n'y 2 pas de fracture,

Comme nous n'aveons pas calculé la fonction de diffusion pour trois
particules libres 4 l'entrée, nous ne pouvons pas calculer S.. (8 8)
Toutefoie on sait [McG 64] que cette diffusion est constituée uni-
quement de processus séquenciels, dans lesguels interviennent au
rlus trois diffusions A deux corps {sur leur couche d'énergie, la
troieiéme particule étant spectatrice). Les conditions cinéma-

tiques pour de tels procesaus montrent que
See{8.8)=8 sauf si '=-3,-?*?1'5‘¥}9'7.3’§.9‘§ {4.9)

Enfin il n'y a pas non plus de processus de formation:

SLD ~ 0 (4. 10)
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En réaumé la matrice S5 a'éderit :

LIS o b o b ‘e

(o]
) 140 [ b e b
b o 1+a ¢ k o

0 (4#,11)
° b o dea 8 b
b o kb o A+a [+]

[~}
[+] b f-] b 9 4¢ 4

o] o o 500
1[3

ave a = . .
ves G (R, TRT) .

DAk d)
TR E TR YTy

b

On vérifie que cette matrice eet unitaire, Etant donnéeea structure,
la bloc supérieur gauche et le bloc S,, eont chacun unitaire et, de
plus, on constata.que le bloc 6><6 est de la forme

LR b b
A o 4, (4.12)
\b & 1ea

On peut donc se reatreindre & étudier la matrice 3 >< 3 ei - dessue.
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Nous avons représenté les élémsnts de matrice § , en fonction de

i'énergie cinétique £, .k} , dans la figure &4.1.

Fig, 4.1 Les éléments de matrice -5 en fonction de
lténergie cinétique E,+K' un unité de A"
A diffusion élastique: 1+0

B: échange : b

On peut diagonaliser la matrice (4,12). On obtient les trois

valeurs propres @

]+ trarib = {Mo iRV (51,0 3
’ (K- BT K, =i 2)
(4.13)
EK,H%

< P - b=
Il 33 e @H.-{%
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La matrice de diagonalisation est

z L Vi

!

v G - o (&, 1%)
- -1 2

Dans la figure 4,2 nous avons représenté les valeurs propres f'

et §, , en fonction de 1'énergie cinétigue E, = W .

: 25
5
10,
25 ]
)
1 o1
1) 025
A B
Fig. 4.2 1les valeurs propres de S en fonction de
1'énergie cinétigue FE,=K' en unité de X'
A: Y= t+a+1b '
B: I 1+4a-b
Remarquons que l'on a blen (], )= 4 , comme 1'implique 1l'unita-

rité de S . De plus, dans le cas A, l'interaction est maximale

au seuil da fracture E M1 3,
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4,2 Trois bosons identiques.

La fonction d'onde décrivant la diffusion de trois basone est

associée 4 la représentation triviale du groupe 653. Etant donné
o+

aue la fongtian U% gst paire par rapport & 1ltéchange des perti-

cules 4 et 2 , on aura simplement

Bl

"’ il [ 14

1. 1. 1 9.,

On obtient donc exactement le mélange de canaux donné par la
premiére ligne de la matrice de diagonalisation (4,14) et 1la

matrice S sera dans ce cas

s teaeih s (KriG3) (GK-id) 4 16
538 7 1b {'R.-iﬁ%)(ﬁk.-i%) (4.16)

Rappelons que cet élément de matrice cet représenté dans la
figure 4.2 A, _

On peut se convalnere facilegment, & ltaide des développements
présentées & la fin du chapitre 2, en partieulier des relations
(2.12), que les deux zutres mélanges de canaux donnés par le
matrice (4,14) correspondent & des particules dont les fonctians

dtonde se transforment sous la représsntation D¥, & deux dimsnsions,

de 65 .

4,3 Trois fermions identiquea.

La fonction d'onde décrivant la diffusion de trois fermions est
associde A4 la représentation alternée du groups (5,. Ctest dire
qu'elle doit Etre impaire par rapport & l'échange de n'importe
quel couple de particules. Ainsi, dans ltespace de configuration,

le fonction d'onde doit étre nulle sur le support des potentiels,
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Le saut de la dérivée normale étant proportionnel a la valeur de
la fonction, on conclu que la fonction d'onde est continuement

différentiable, et solution de 1'équation de Helmolz

o+ &) Y, =o° (4,17)

Ainei ¥, sera égale 4 la fonction dfonde incidente

Y, = ¢., (4,18)

En particulier %; =e pour E<o, le seul cas ok la fonction
d'onde n'est pae nulle est celul de trois particules libres

incidenteec et dane ce cac elleec n'interagiscent jamaia.

4,4 Deux particules identiguea,

Dane ce paragraphe nous considérons que les particules f et 2
acnt identiquee. Noua devons distinguer deux cas suivant que ces

particules sont des bosone ou des fermions,

Deux bosona.

Les fonctions d'onde doivent &ire paires par rapport & 1*échange
dee particulee 1 et : , I1 y a deux étets asymptotiques possibles:

1% 1les particulae 1 et 1 sont liées, 1la fonction d'onde est

) te} .
q’l’frz)e = L}; (“"-19)
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2° 1e particule 3 eet liée avec 1'une des deux autres, la

fonction d'onde est

w £ _

(!,'!)310

& -

S D I

N

Deux fermions.

Dane ce cas les fonctions dfonde doivent Etre impaires par rapport
4 1téchange des particules 1 et 2 . Comme il n'y a pas d*état 1ié
de deux farmions avec un potentiel en puits $ , il n'y a qu'un

étet asymptotique; la fonction d'onde correspondante est :

()

, i "
(V[;.ﬂ)r- R (LK: - L,U?f ) (k. 21)

%

Les trois fonctlona (4,19 - 20 - 21) sont orthogonales et l'on
obtient la matrice 5 pour les deux cas en effectuant la transfor-

mation :
c o W v [N b fe 1 “
}
-2 D b e b e
v o b b 1e8 iog _r;/
A+ T b -] \

= itk LETFE™ © /‘ ("4’.2?)
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L1é1ément de matrice décrivent 1'échange et celui déerivant la
diffusion élestique (3,712)8 =-» {3,72)B sont représentés, en fonction
de 1ténergie cinétique E.=k' , dans la figure 4.3, Quant & .
1'é1ément de matrice décrivant la diffusion élastique (+:)8-> (n2)d
on le trouve dene la figure %.,1 A et celui déerivent la diffusion

élestique pour deux fermione dans la figure 4,2 B.

Fig, 4,3 Eléments de matrice S en fonction de
1ténergie cinétique £ -k' en unité de 3t
A: diffusion élastique (3, mE -3, B 41ark
B: échange : %h

Fn réeumé on & pour

- Deux bogone :

. GH.e 2
f41)B-3 [13}n ’ G(K-"’ﬁy

(&,23)

) _o il 1Bk
Sb.r-:a-.m)a B Smls~=t!,l:)ﬁ h B~y (AK,-rI)
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. (Exeint
Samie-nne Gk -iWAY(AK-i]) (4,23)

- Deux fermions

Flk."t'%

- ]
LE] H.-J-i

(4,24)

S(S,.:\s-n 1,1 F
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" En guiee de conecluaion,

Bian que nous n'ayona que peu de résultats nouveaux, nous pensons
avoir montré que le fait de s'intéresser aux fonctions d'onde,
plut8t qu'd l'opérateur de diffusion directement, précente plusieurs
avantages. Premiérement, notre intuition est beancoup mieux & méme
de saleir les proceeesus physiques élémentaires latervanant dans le
modéle, grice & 1'étude des formes aeymptotiques des fonctions
d'onde. D'autra part, pour le cas daa particnles identiques, il
aat facile de tenir conmpte des propriétéa de symétria des fonctions
d'onde, sane eymétricer directement les équations, Nous profitons
de mentionner ici que les différentes amplitudes pour des parti-
cules identiques, que nous avons données dans le chapitre 4%, ne

se trouvent pas, & notre connaissance, dans la littérature,

Quant & la eulte qui pourrait &tre donnée a ce travail, nous
penaons qu'il faut particuliérement mettre 1'accent sur lee points
auivants,

Premiérement, on peut espérer obtenir lec eolutione de diffusion
dans le cas ou las masses et lez potentiels satiafont la ralation
(3,71). Il n'est pas certain gque ce cas conduiee & une ampiitude
de fracture non nnlla, mais il a l'avantage d'introduire un seuil
inélastique différant du seuil de réaction. Toutefois, comme nous
ltavons mentionné & la fin du chapitre 3, il serait néceasaire
d'avoir & disposition un langage de manipulations algébriques tel
que FORMAC ou SYMBAL.

Una extension plus immédiate de ce travail consisterait en la
comparalison des résultats exacfs obtenus avec ceux fournia par
certaines approximations, Il serait intéressaot d'inclure dans

une telle étude lee résultats récenta de McGuire et Hurst [MeG 72],
qui ont réaclu, de fagon générale, le probléme unidimensionnel

de troila particules impénétrables avec interaction de contact.



- 79 -
Appendice A

Transformation de coordonnées.

Considérons trois particules de masses m; , de coordonnées X
et d'impulsions k

4
, {i= 7, 2,3), Introduisons de nouvelles
coordonnées en posant:

21"
R- ("") {Maxg % myx s myxy)

n

12
o) e

(A.-1)
(Am ), memn
9;- ,—I 3 ni
M= myem amy , My mam,
On tire ailsément les relations inverses:
P m Iy { g )"'.l
X.:(«ﬁ-) R - 1.."?!??) ?‘ ST, Ty
13
FERYY my ! m. Y (A.-2)
Xt"(ﬁ') R '{zﬂ,n) <, ’(zm,n,) £
Y ™ VA
x,:(?—) R +(1-“:”) S
L'énergie cinétique s'écrit dans ces coordennées:
T".i(m.i:*'ma;’z*ml"’:) (A, =3)
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s T
Introduisons lea moments conjugués & * sg

Py=3 s (-Imd_mﬁ,),: ( m. k-, k) (a.-4)

9,150 (mm) " (nky ()

A un facteur prés, R est 1a coordennée et K 1'impulsion du
centre de masse, r la coordonnée et P, 1l'impulsion relative
des particules f et 2 dans leur centre de masse, .8, la coordon-
née et q, 1'impulsion relative de lz particule 3 et du sous -
systéme (1,20 , Cet ensemble de variables convient bien lorsque la
sous -~ seystéme (+1) est dietingué (par exemple lorsqu'il est 11i4).
On peut introduire des variabies analogues par permutation ecir-
culaire des indices dans (A,.-1) et (A,-4), dans le cas ol l'on
veut distinguer les aocus - systémes (2.3) et {3.,1).

Remarcuens que, deng ces variables, 1'énergile cinétigue prend une

forme particuliérement simple:

T K+ B gl A2l (A.-5)

On a d'autre part les relations:

Pa
q,,) (A.-6)

5 R P o
! R )

ﬂt;'— ﬂ',, - .
4, ',
_fewon : Jfmomy *
n, n, n,ny ]

Les autree matricee as déduisent de ¢elle - ci par permutation

circulaira dea indicee.
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I1 faut remarquer que ces transformations sont orthogonales, et
que les différents repéres sont simplement tournés d'un angle o

1tun par rapport 4 l'autre. On a

A ;o e
cos «;; (= "';')
(A.-7)
. t
Sun D(j*' H (m" n ) '
n, n
Ona  F¢o; ¢m et oy, o+ oy 4 o370,
La figure A.]l montre la disposition relative des différents
repéres pour le cas ™My¢ M. am;
)
n i
‘. J
i
\ '
\ I
v
\ ' //'
v -
—_—— " “u//
----- ]
AR A "
P g /A
P ! { ot 3 ~8
-~ i
-~ 1A
5 Ao
! \
' \
1
n

Fig. A.1  Disposition relative dea différents
repéres pour m,{z1)< my(a3)<m,;{=8)}
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Appendice B

Le probléme 3 deux corps avee potenticl b

Considérons le probléme & une dimension de deux particules de
masses m, et m, , de coordonnées ¥, et ¥ et d'impulsions k. et
R, , interagissant par un potentiel Vix X) : -A dix,~ 1),

Lténuation de Schrddinger correspondante est:

" .t a'l. —- .
[";;, AR i “““"')] Cox) 2 E Dion) (8.1

Introduisons de nouvelles coordonnées, correspondant & celles de

1'appendice A pour le probléme 3 trois corps.

1y A
p’“ (—ﬁ-) {wva, e/, *l} ) r\=[_7._r‘:_]_) (7‘:"')
{B.=2)
VA A i
ke (55) " tee ) N o DAL
L'équation de Schr¥dinger devient alors:

N 2" e, ) s r— ,

[ AT (,—,"—) A.ém] SRy BT SRS (B, -3)
Fosons E:{R,r): e;kﬁ wir) pour éliminer le mouvement du
centre de masse. On aobtient:

[—”'— -3 dtr)] Yiry = E Yir) {B.-4)
dry

ol lton a posé: 3:(i%;ﬁyﬁj et E: E'-K*
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Considérons cette derniére équation pour E=:=k'»0 , En dehors de

l'origine, support du potentiel, elle se réduit a

X \
(;TdFa k) Wiy =0 (B.~5)

Mnsi ltespace est divisé en deux parties, gauche et droite. dans
lesguelles W est une superposition de deux ondes planes e et
e '*" , Drautre part, on sait que la dérivée au sens des distri-
butions d'une fonction ayant une discontinuité de premiére espéce
en ==, est égale & sa dérivée comme Tonction plus son saut en x.

wultipliant d¢x -x,) :

x

j;'); {F} = {i'ﬁ‘} * (P("uw)-f(x.w)) dix-x,) (B, -6)

Ainsi les conditions de raccord entre les parties gauche et droite

sont les suivantes:

-~ La fonction Y est continue

L}}(o-) = Wreay = Wie) (8.-72)

- La dérivée de W a un saut proportionnel & Yio)

cXJRNFLI ]
S_X-/Ot 22 lew 7 -4 Wlﬂ) (B- 7b)

Cherchons alers la solution de diffusion correspondant 4 une

onde incidente plane se propageant de gauche 3 droite,
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Posons

W, iriv rgo
+ ¥
¥ - {

Wyiry ryo

(B-8)

A gauche ( ree) la solution est une superposition de 1'onde
incidente et de 1l'onde réfléchie, tandis qu'a droite 1l n'y a

que l'onde transmise., On aura:

Q%(r): elh' + @ e';k'

r

ok
Witn= Te

Les conditions de raccord donnent:

Cn obtient:

(8.-9)

{B,-10a)

(B, -10h)

(B,-11)
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I1 est facile de se convaincre gque 1l'on obtient le méme résultat
pour T et ¢ si l'on part d'une onde incidente se propageant de

droite & gauche, On peut donc écrire la solution générale sous la

forme

. A
thr ¢ g i
e - Lkr ftreo
'h_‘_i
Fidl
AR (B,-12}
_L eiEbf Ev >0
R-v 2

ol pztk , Rz (E
Dans la base gauche - droite, utilisde jusqu'ici, la matrice S

stésrit:

& 3
k-.d k-2
ES T
Ste) = _, - (B.-13)
T R
kai2 w-i2
t [N

Elle eet diagonale dans la base des états de parité définie,

[eorhr sibe ]

el U Sy Ut s {B,=14)

avec
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Ainsi les ondes impaires n'interagissent pas, ce qui se comprend
aicément si 1'on ee souvient que l*'interaction &e tradult par un
saut de la dérivée de la fonction d'onde proportionnel & sa

valeur & 1l'origine, valeur toujours nulle pour une onde impaire.

En introduisant lee déphasages, on obtient:

2 o

€ o
S(r) = (B,-15)
liét
] [
6. = fire J!, —;AT

(B,-16)

La figure B.1l donne l'allure des déphasageé en fonction du

rapport E/%‘. .
&
"
9]
& e
o [ 5
b [ 0 ™ 20 -
2] i FESS
“®

Fig, B,1 Allure des déphasages en fonction

de E/ &
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La structure analytinue de (k) montre qu'il y a un état 1ié

pour 470 (anti - 1ié pour A<¢ } d'énergie

La fonetion d'onde de cet état 1ié est:

|
G [T e 1 (B.-17)
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Appendice €

Rappel de théorie de la diffusion

Ce bref rappel de théorie de la diffueion est avant tout destiné
4 fixer les idéee et les notations; il n'a pas la prétention
dtétre rigouréux, ni celle d'étre complet. Pour un exposé complet
de la théorie nous renvoyons au livre de Newton [New 66].

Soit H 1'hamiltonien déecrivant le syatéme coneidéré. On suppose
gue H peut se aéparer ern une partie 1libre H, et une partie

dtinteraction H'

(C.-1)

Il y a essentiellement deux maniéres dtaborder la théorie de la
diffuaion. Dans la premiére, dite théorie dépendante du temps, les
étata et les opérateurs dépendent explicitement du temps, tandis
que dane la eeconde, la théorie indépendante du temps, les états
et les opérateurs dépendent de l'énergie. Le passage d'un forma-

lisme A lt'autre ee fait par la transformetion de Fourier

gtaif‘[ dt e'®t o

o

L'intégrale ci - dessus étant régulariaée de fagon adéquate. En
dehors de quelques remargues sur la caractérisation des états,
nous utiliserona ici le formalisme indépendant du temps, qui se

préte plus directement aux applicationa.
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le probléme de la diffusion se définit ainsi:

Etant donné un faisceau inecident, préparé en dehors
de la zone d'interaction et décrit par un état propre
¥, de 1l'hamiltonien libre H. , chercher 1'amplitude
de probabilité de trouver un état propre ¥.de H.

aprés que le systéme ait diffusé,

Pour cela on définit les fonctions de Green retardées

60 (€)= Lim  (Evic- Y

-0

(C,-2a)
66 L (Esic- W)
et avancées
Gote) = L (€ it - A
(Coe=2b)

67 (€) = Liw (E-it=-H)'
£

YT

Dans le formalisme dépendant du temps on & les propriétés

G:“‘) = G*{l‘) o pour & <0

G:“'\ : Gtd) oz e pevs t 20

Les fonctions de Green (G satisfont 1'équation de Lippmann -
Schwinger
Giey: Gleey + ey MGl (E
(c.-3)
. GHEY + Glte) WGT(E)



- 90 -

On définit deux types d'état de diffusion: ¥ et ¢ . Ces états

satisfont l'équation de Lippmann - Schwinger

WI‘,‘E,x) = LP, (E‘d] + 6:“_:) H’ whlu:‘ut)
(c,-ta)
s W(ra)s Ge) H W (i,«)

Y0 Wt Gote) KW )
{C.-4b)

= Wieo) + Ge) H O WiE )

Y,(E ,») est un état propre de l'hamiltonien libre H. caractérisé
par la valeur propre of d'un certain opérateur A qui commute

avee¢ H,. La caractérisation de ¥ st beaucoup plus claire dans
la théorle dépendante du temps que dans celle que nous avons
adoptée ici, e'est pourguei nous nous permettrons, pendant quelques
instants, de parler en termes de passé et de futur.

Wm(v‘.,t'l est la solution exacte du probléme, qui dans le passé
lointain était égale & la solution libre Wixt) , tandis que
WYha,t) est la solution exacte du Pro'hléme, qui dans le futur
lointain sera égale & la solution libre W.t«,t),

CAinsi @™
bien déterminé, tandis que W (Es)déerit le cas oG 1'état sortant

{£,x] décrit le cas ol l'on a préparé un &tat incident '
V¥, est "contrgle”,

De (C.-lta) on tire:

W, M+ L 'E—,"fr:;”‘) ¥, te, )

£-rae

s Ui et

STt (Eeir-H+n") P ie,0)
Lot -
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- N t'ﬁ_
i E::. Eeite H LP-fE,at]
{C.-5a)
Qv Y, te,«)
1topérateur de Mpgller 0" est défins par
G . (E
= L(Am- [ -
Q [-ser  M,riL =M (C.-Ea)
trouve de méme:
(o '_ . it e
¥ (E,8) = Liam Taow w,fE.-!J : e (C.-5b)
f-s04 -ig - H
A L (C.-6t)

E-re4 H-';!'H

peut montrer que les opérateurs de Mgller sent isoméirigues,

effet, calculons en utilisant (C,-4a):
(WM(E(,JB)‘ gy IE‘.M)
Y e, p), @ 0) ¢ (E,Ti{'_u H @l 0,9 1E, )
s (Wiza ), Yot ) » (Wlen), goicmy, B @ he. )

r {4".[55',&), H'E,‘-%ﬁwmffa,ﬂ’))
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1

i
1€,
SRR v, )

= (W tEa ) Wt ) + {#

T W
s Wie ), Wy ¥ e, )

4

B {q’:lfﬂfa' . '-J{,ts,,}«]) + _EJ:L:I‘{-_EA (U’: (Eﬁ“ﬂ,}‘ H’wmﬂ'h-l))

¢ (4 (Ea,0) , W W (EL 0))

E,,-it—i:',

Et finalement
(W™, 1), tp"‘(f‘,aJ) < (‘H,(s,_,n),tl{m,«)) (c.-7)
Il en est évidemment de méme iJour ¥ et on a bien
2 at . g (c. -8)

b
les fonctions d'ondes ¥ et Y, satisfaisant les égquations de
Schrédinger HWY

)

cE W™ et H.W:-E Y ona

Hﬂh}% . ﬂ(ﬂ% . n,'”E Y - ot KW (c.-9)

Les états % étamt supposés former un ensemble total, on en déduit

Hn™ - n®94, (C.-10)
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Ltopérateur de diffusion 5,

La réponse 3 la gquestion fondamentale de la diffusion est‘ donnée
par les ampritudes ( ¥''(Esn). W"](E‘,d)) . Or

(WU 8, Wie, 1) s (7 te,8), R 1E,2)
= (Wee, ), Jl"'r.rz"’l;{(e,,m)) .(c.-n)

2 (Yie,8), S H".(E.,-«\)

Ainsi le probléme revient A trouver les éléments de matrice, dans

la base des états libres, W,, de ltopérateur de diffusion

S: potpm (c.-12)

S ost unitaire. En effet, en vertu de la totalité des états
propres de H,, on peut édcrire

[£3] t 2 g at
n' a*w R aE T wie, yhte o 0P

j" ) e’
de I W e W (e, ) (c.-13)

1- A

oil AN 'L:. LV;) ot

ba est le projecteur sur le sous - espace
engendré par les états liés de H , Or de {C,-10) on tire

i T

H, N Nl oy
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3t
et Ho D" Wie ) = B 0T Wie )

ce qui entraine que si E est dans le spectre de H , mais pas

dans celui de H,, on a

+
n® Wie x) =0

et donc

it

ORI N (C,-14)

Calculons alors:

Hfﬂrﬂ - ﬂf.)*{ﬂ"ﬂ)ﬂ,,l

s's = a0
_ j)fn'th\ . ﬂ

s ct . .QHT.QM ILI‘)’_QI-J . Rr-lf (1-A) 0"

= n"'n” .- 4

Dfautre part:

_l—-].'.l+ﬂ{‘lup . ﬂf"fH_DhJ " Hﬂnl-l'nf‘l
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¢'est =& -dire

[ S H.] -0 (c.-15)

Puisgue S comrute avec M., les éléments de matrice (C.-11) sont
multiples de 5 (E.-E,) . D'autre part, puisgue S$=4 lorsqu'il n'y
a pas de diffusion, c'est - & - dire lorsgue &= H,, on est conduit

3 poser:

(Wreem), SWHE ) = (Yies®, WiE, =) ~imi 385, E) T (B} (C,-16)

De (C.-%) on tire

W) - W ) s ami SiE w) HOY i ) (©.-17)

En introduisant ce résultat dans (C.-11), or obtient:

(Woe,m, s wee. ) = (9%, 0)-w"te, e ¥oig 8y, ¥oYE )

= (W"’(EB,BJ. w!..([_\.x)J - 2T BiE, - Fa) | Wi, 8 e, &-‘)

En vertu de l'isométrie des opérateurs de Mpller, il vient, par

comparaison avec {(C.-16)

Tew (EY: (Wtep), 0" ¥ ) (C.-18a)
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On obtient de méme

Taw (6) = (Ve ), H ¥, (6.0) (C.-18b)

En introduimant (C,-%) dans {(C,~18) il vient:

Tat8) = (¥ ea) [H+ 0 ey H'] Wour,00) (c.-19)

Ainsi  T,.(€) est 1*élément de matrice, dans la base des états

libres, de lfopérateur

T (&) H' + H GTte) H (C.-20)

"

En utilisant les équations de Lippmann - Schwinger (C,-3) pour & '

on obtient

TIE) = H + TIE) G {e} H'
) (c.=-21)

= H'+ H' 67e) THE)

Au lieu des éléments de matrice Ia«(E) (C.-19) on peut définir des

axtensions hors couche d'énergie de T

Tn:." (Ea €)= {Wlgam) TUED Y, (e, )
(C.-ZZ)

Tod (Eg €20 = (W(Epp), TIEL) Wie, 4)
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ou encore

Mo (Ea i) = [ W(Ea,m), T(E) W, (E. x) (€, =23)

Pour ces extensions hors couche d'énergie 1'équation de Lippmann -
Schwinger (C.-21} donne lieu & des équations intégrales, ce qui
n'est pas le c¢as pour la matrice Tae!8) sur la couche d'énergie,
Taw{E) est obtenu en posant E-E.=Es dans les extensions

{C.-22) aprés calcul.

Application au probléme de 1l'appendice B.

Placons nous dans le centre de masse et dans les coordonnées

définies par (B,-2). Solent W {(k* )= Yo .

états propres de lthamiltonien libre H,, On fixe la norme &

avee p-tk , les

( %, . U’OP,) = Sip-p) = Sk, (Cc.-2h)
En terme de fonctions d'ondes on a:
. 4 ipr . _ .
Worne == et W) = bR (c.-25)

Soit tip,ptEY = (U, TwE ¢ ) (C.-26)
On a

(Lﬁp . H,LEF,) = L fd/ g'i'r H’eiﬁ"



En utilisant le failt que

{(C.-27)

{c.-28)

1téquation de Lippmann - Schwinger pour Tt€) (C,-21) donne

1téquation intégrale

Flp pg) = - 2 *dep"dp"‘ Eop ) (W, Gler ¥, o, 0e )

Y

-
o2 o2 [y tteetie)
7 ar ) °F Tt

On assaye la forme suivante pour & :
Etp,p"E) = T(E)
L'équation intégrale ¢i - dessus devient alors:

4

Yieyz -4 A Tmfap —i—
- Do Evi-pt

;TI’ v

(C.-29)

{C.-30)

(C.-31)



Or on a judr—i—— somp
E+ep-pt

-

et finalement

Etp, P ;EY = TiE) = - ;f-,— JE_ 7 (c.-32)
€ -1 7
La valeur limite de & sur la couche d'énergie est
" . _ A R
Elek, e’k - k) = - &= Ty {c.-33)

I} faut remarquer que la matrice £ pour ce probléme ne dépend
que de la grandeur de 1'impulsion et non de sa direction, Ce phé-
noméne est & raprocher de l'isotropie de la diffusion, & trois
dimensions, par un diffuseur de trés petite dimension.

En introduisant la solution obtenue pour t dans 1'équation

{C.-16), on obtient la forme suivante pour la matrice §:

(w, s®)= (¥, ¥) Sami A(E'- ") Eim P k)
= S(p-p’} Wi ':ik [ Stp-p1y« Nprp')] TiEY) {c,-34)

!
= é“?'l!‘)[é((' + ( T’ + AI S) * AJ

En écrivant le terme entre crochets sous forme matricielle,

k I Y
IsEl ki
(W,F S l*f,.) = Sowd | T (C.-35)
[ [
R kel d

on reconnait bien la forme de STk) obtenue dans ltappendice B.
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