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“Il n’est pas nécessaire qu’un probleme de maths ait des applications
pratiques pour qu’il soit intéressant et il peut étre tres agréable pour
Uesprit d’essayer de résoudre des questions apparemment futiles.”

Axel Thue

Introduction

Le présent travail est subdivisé en trois parties relativement indépendantes ayant pour
point commun d’établir des congruences pour diverses suites classiques de nombres et de
polynomes. Il reprend et complete les articles [15],[16] et [17]. Le premier chapitre utilise
quelques méthodes d’analyse p-adique, notamment le théoreme des accroissements finis,
mais les techniques employées sont surtout issues du calcul symbolique, appelé parfois calcul
ombral. Les origines de cette théorie sont assez floues. Utilisé sans grande rigueur depuis
le début du XIXeme siecle, le calcul symbolique a été développé par John Blissard vers
1860 mais il a fallu attendre pres d'un siecle pour que E.T. Bell en donne des fondations
rigoureuses (vers 1940) et pour que Gian-Carlo Rota [35][36] en fasse une théorie vraiment
convaincante (vers 1970). L’idée de base consiste a relier une suite o = (a,)n>0 (dans un
anneau A commutatif unitaire integre, éventuellement un anneau de polynomes) a la base
canonique (z"),>¢ de A[z| par une application linéaire ® : " —— «,, appelée ombre de
a (le terme est du a Sylvester). L’étude de la suite « se fait alors au travers de celle de
son ombre. Certaines propriétés, comme les congruences, se transportent tres bien par ®.
Par exemple, si f(z) = g(z) mod mA[z], alors ®(f(z)) = ®(g(z)) mod m.A. Ceci explique
notre intérét pour le calcul symbolique dans la théorie des congruences.

lére partie : Polynomes d’Fuler et de Bernoulli généralisés

Tout a véritablement commencé en été 1999 lorsque Maxime Zuber énonca une conjecture
dans une lettre adressée a Alain Robert. Sur la base de son travail de doctorat [40], il
pressentait que les polynomes d’Euler généralisés E’ (), définis par la fonction génératrice

T xn . 2 " xt
ZE"@)E_ <el‘+1) <

n>0

vérifient des congruences de type Honda : E}, (t) = E; (t7) mod npZ,[t] pour tous les entiers
n,r = 0 et tout nombre premier p impair. Cette affirmation ayant été démontrée, un



deuxieme défi fut lancé : trouver une congruence analogue pour les polynomes de Bernoulli
généralisés B (t) définis par la relation

RPN T T
2 Bi)Ty = (ex—1) e’

n>0

Deux ans apres ces premiers résultats, en les reprenant dans le but d’en faire un article, il
apparait que les congruences obtenues pour ces deux suites généralisées découlent directe-
ment des cas particuliers (r = 1) découverts par Zuber. L’argument consiste a montrer que
pour un nombre premier p fixé, les suites (a,),>o dans Z, qui vérifient

np .
Umtnp = Gmtrn, MOd 7Zp pour tous les entiers m,n > 0

constituent un anneau pour l'addition usuelle et le produit de convolution binomial.

La version p-adique du théoreme des accroissements finis, que I'on doit a Alain Robert [31],
tient le role principal dans ce premier chapitre et permet au passage d’affiner élégamment
plusieurs résultats connus sur les nombres de Bernoulli ordinaires.

2eme partie : Nombres et polynomes de Bell

La série k = ) n! converge dans Z, (puisque son terme général tend p-adiquement vers
zéro) mais la valeur n’est a ce jour pas encore connue. Une conjecture dit qu’il s’agirait
d’un nombre irrationnel, voire d'un nombre transcendant. Pour notre part, nous cherchons
a montrer que x est une unité p-adique (i.e. x est multiplicativement inversible dans Z,)
pour tout nombre premier p # 2. En d’autres termes, nous nous intéressons a la

Conjecture de Kurepa (“Left Factorial Hypothesis”)
Aucun nombre premier impair p ne divise la somme k, =0+ 11 +---+ (p — 1)

Comme souvent en théorie des nombres, cet énoncé est d’une grande simplicité mais la
démonstration ne semble pas facile pour autant puisqu’elle résiste depuis preés de trente
ans a plusieurs mathématiciens, des disciples de Kurepa issus des pays de I'Est pour la
plupart. Peu connu en Europe occidentale, Puro Kurepa (1907-1993) a eu en réalité une
énorme influence sur le développement des mathématiques en Yougoslavie et a contribué
dans divers domaines, notamment en théorie des ensembles, topologie générale, théorie des
nombres et algebre [19].

Cette deuxieme partie fait suite aux travaux d’Anne Gertsch Hamadene [9] qui établit entre
autre un lien entre s, et les nombres de Bell. Nous reprenons le cadre du calcul ombral dans
lequel elle s’était placée afin d’étudier plus généralement les polynémes de Bell B, (x). Nous



montrons tout d’abord que ces polynomes engendrent de maniere naturelle une famille de
produits scalaires et construisons les systemes de polynomes orthogonaux associés. Nous
établissons ensuite

n

B (2) = 3 ()0 4 oo B(o) wod 22

k=0

pour tout nombre premier p et tous les entiers m,n,v > 0. Nous généralisons ainsi de
nombreuses congruences bien connues pour les polynomes et nombres de Bell (Comtet-
Zuber [8], Touchard, Radoux [21][22][23], Carlitz [3]) et déduisons des congruences pour
les nombres de Stirling des deux especes [13] ainsi que pour les polynémes de Bell a deux
variables [20]. Nous donnons également une généralisation des congruences de Radoux [22],
redécouvertes par Kahale [18], ainsi que de la “formule de trace” de Barsky-Benzaghou [4].
Les polynomes de Bell sont prolongés de maniere naturelle a des indices négatifs. Nous
obtenons en particulier B_(z7!) =2 k>0 klz* ce qui établit un lien avec les ensembles

p—1
E(p) = {1 <a<p—1 : pne divise pas k,(a) = Zk!ak}
k=0

et la conjecture de Kurepa revient a dire que 1 € FE(p) pour tout p premier # 2. Afin
d’éclaircir les travaux de Dragovitch [9], nous montrons finalement que pour toute unité
p-adique a € Z,, les séries

va(a) =Y Kla* (K" + a(—=1)"Busi(—a"))  (n>0)

k>0

sont des sommes finies (dans Z,) et décrivent donc des entiers lorsque a = £1.
3eme partie : Déterminants de Hankel et polynomes orthogonaux

Au cours de la deuxieme partie, nous avons rencontré des matrices dites de Hankel, de la

forme
ao al o« .. an
(631 a2 HRR @ 7P |
H, =
Oy Opyy -0 (057

A partir des divers articles de Christian Radoux [27][28], nous étudions de maniere plus
détaillée de telles matrices et donnons une méthode pour évaluer leurs déterminants en
admettant certaines conditions sur la fonction génératrice exponentielle (ou ordinaire) as-
sociée a la suite (ay,),>0. Plusieurs cas particuliers bien connus sont ainsi déduits dans un



contexte unifié (polynémes de Bell et d’'Hermite, polynémes de dérangement et d’involu-
tion, nombres de Catalan, de Motzkin et d’'Euler ... ). Lorsque les matrices de Hankel
associées a une méme suite dans R ont des déterminants tous positifs, elles engendrent
alors un produit scalaire et donnent donc lieu a un systeme de polyndomes orthogonaux.
Nous nous inspirons de ce fait pour définir des “produits scalaires généralisés” ainsi que
des “systemes de polynomes orthogonaux associés”, et montrons comment ces polynomes
peuvent servir a établir des congruences pour la suite des moments (ay,),>0. En guise d’il-
lustration, nous retrouvons des congruences déja établies dans les deux premiers chapitres
pour les nombres d’Euler et les polynomes de Bell. La méthode proposée dans ce chapitre
nous parait tres prometteuse pour établir de nouvelles congruences et traiter la conjecture
de Kurepa par les nombres de Bell. Apres avoir rappelé que les déterminants de Han-
kel permettent également de savoir si la fonction génératrice > 2" décrit ou non une
fonction rationnelle [2], nous faisons le lien entre les résultats obtenus et les “chaines a
accroissements pondérés” pour leur donner une signification combinatoire.
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Partie 1

Polynomes d’Euler et de Bernoulli
généralisés

“Est rigoureuse toute démonstration, qui, chez tout lecteur suffisam-
ment instruit et préparé, suscite un état d’évidence qui entraine
l’adhésion.”

René Thom



4 POLYNOMES D’EULER ET DE BERNOULLI GENERALISES

1.1 Définitions et premieres propriétés

On désigne par p un nombre premier quelconque et par Z, ’anneau des entiers p-adiques,
complété de Z pour la valeur absolue p-adique | - | normalisée par |p| = p~!. Comme on
n’aura affaire qu’a des entiers p-adiques rationnels, on pourra remplacer Z, par ’anneau
des nombres p-entiers formé des rationnels (irréductibles) dont le dénominateur n’est pas
divisible par p. Cet anneau est dénoté par Z,) = Z, N Q.

Les polynomes d’Euler E7(t) d’ordre r € N sont définis par la fonction génératrice

n

2 N\, N
en(a,1) == (em - 1) DA
8 !

nz

et les polynomes de Bernoulli Bl (t) d’ordre r sont définis par

n

by () = (eai 1)’}3” - ZB;(t)% .

n>

On a EX(t) = BY(t) = t" et en prenant r = 1, on retrouve les polynomes d’Euler E,(t)
et de Bernoulli B,,(t) ordinaires. Les notations standards sont Eff)(t) et B,(f)(t) mais nous
laissons tomber le parenthésage de r (en prenant soin de ne pas considérer par exemple
E’(t) comme une puissance de E,(t)). Les premiers polynomes sont

=1 Bj(t) = 1
Ef(t) =t—3 Bj(t)=t—1

By(t) =2 —rt 4 "1 By(t) = £ — rt + =D

E5(t) =13 - 3¢ ¢ 37»(2—1)75 _ (r—g»)r2 By(t) = 3 — 342 r(32—1)t B 7«2(;_1)

Signalons au passage que les polynomes de Bernoulli peuvent étre exprimés récursivement
par une intégrale de Volkenborn : pour tout nombre premier p, on a

B! (t B (t 1 BT (t m_ 1
B0 = [ By = i PO BUEDE e BOEIEZ])
7

m—s00 m
» p

En effet, la fonction génératrice des intégrales proposées est donnée formellement par

n T 7"+1
/ (Z B(t+ x)z—>dx = ( z ) GZt/ e“dx = ( © ) e
Z, n! e —1 Z, e —1

et coincide avec celle de la suite B’*1(¢). On pourra se référer a [31] ou [37] pour de
plus amples informations sur les intégrales de Volkenborn et sur les nombres de Bernoulli
ordinaires B, = BL(0) avec cette optique.




1.1. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES 5

Les relations  Ze,(z,t) = ze,(2,t) et 2b.(x,t) = zb,(z,t) montrent déja que

{ Ej(t) =0, E}(t) =nE)_,(t) } resp. { Bi(t)' =0, Bl (t) =nB]_,(t) }

Autrement dit, les polynomes (E] (t))n>0 et (B} (t))n>o forment des familles d’Appell et
leurs séries de Taylor en un point a sont données par

n

g0 =3 (7)o - o ren B0=3 () B -

k=0 k=0

De maniere plus générale, en identifiant les termes de méme degré dans les égalités
errs(r,a+0b) =e.(x,a)es(x,b) resp. bryis(r,a+b) =b.(x,a)bs(z,b),

nous obtenons

n
n n

=Y () E@EL0 e B =3 (}) BB
k=0 k=0
et le choix s = 0, b =t — a confirme les développements de Taylor. De la relation

br(2x, a+b> = < 20 )re:”(“*b) = < ’ >re“m( 2 )rebx = b,(x,a)e.(z,b)

2 e2r — 1 er — 1 er 4+ 1

découle une formule qui relie les deux familles de polynomes :

() =53 ()@

k=0

(on remarquera que le choix a = b =t est particulierement intéressant). Les identités

T 2er T 2 T
) et — ( € ) ot — ( ) e:v(rft) _ €T<SL’,7’ —t)

e +1 et +1

er(=a,t) = (e—w 1

b(—x,t) = 7 et = (28 e " = i e = b (z,r —t)
(=) -G -0

e T —1 et —1 et —1

donnent lieu aux relations

(=D)"E’(t)=E!(r—1t) resp. (=1)"B(t)= B.(r—t).

Elles montrent en particulier que E’(r/2) et B! (r/2) sont nuls pour tout indice n impair.
Nous pouvons encore remarquer que les formules

T 2 r—1
(, 1 (, :< ) zt( x 1 :2< ) mt:2 . ,
er(z,t 4+ 1) + e (x,t) 1) ¢ (e"+1) =1 e er_1(x,t)
bt +1) = bty = (50 (e~ ) =) et = aba(et)
’ ’ er —1 er — 1 ’
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fournissent respectivement
En(t+1) + Ey(t) =27 (t) et Bi(t+1) = By(t) =nBTi(t) = B, (1)

Par sommes téléscopiques, on en déduit

OB = B0 S E0 T 1)+ 00) = YD1 ),

BZ-H(N) - B£+1(0)
k+1 k+1

Mentionnons finalement une derniere propriété plus particuliere que nous invoquerons a
plusieurs reprises par la suite. Il s’agit de I’identité de Raabe (pour les nombres de Bernoulli
ordinaires)

a—1
k
Bp(a) =a™! g B, (1 + —),
a
k=0

que 'on démontre simplement en comparant les fonctions génératrices.

1.2 Théoreme des accroissements finis

Le théoreme p-adique des accroissements finis découvert par A. Robert [31] occupe une
place primordiale dans ce premier chapitre. Nous en rappelons I’énoncé pour les polynomes.

Théoréeme (TAF). On considére un espace de Banach ultramétrique (E,|-|) sur un
corps complet K, un polynome f(t) € E[t] a coefficients dans E et deux éléments h,a € E
avec |a| < 1. On munit E[t] de la norme de Gauss || Y at®||gy = max{|ax| : & > 0}.

L. si |h] < [p[V*7Y, alors |f(a+h) = f(a)| < |hl- | leg

. . . _ 2
2. sip est impair et [h] < [p|V/@=2 alors | f(a+h) — f(a) = hf'(a)| < %] [1f" ]|z
la méme conclusion étant valable dans le cas p = 2 dés que |h| < |22

De maniere plus générale, le théoreme est valable pour le sous-anneau de E[[t]] regroupant
les séries formelles dont les coefficients tendent (pour la norme |- |) vers 0 : cet ensemble
est le complété de E[t] pour la norme de Gauss.

En guise de premier exemple, fixons-nous un entier p-adique a € Z, et considérons le
polynome

f(t) = (r(z)t +aP +a?)"  avec r(x)= (x+a)pp— v ar et n>1.




1.2. THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS 7

Comme r(z) € Zlz] C Q,lz], les coefficients de f(t) se trouvent dans le Q,-espace de
Banach E = {g(z) € Q,[z] : degg < np} C Qp[z]. Le TAF du premier ordre dit alors que

[f(p) = FO) < Ipl - LF T = |pl - [lnr () (r(2)t + 2 + a?)" || < [np].

Cela signifie que f(p) — f(0) = (z + a)™ — (2P + a)™ se trouve dans npZ,[x], ce qui pour
a =1 revient a dire (en identifiant les coefficients) que

(Zﬁ) = (Z) mod npZ, et (Zp) = 0 mod npZ, sipfk.

Alors que la deuxiéme congruence est évidente, la premiere sera d’une tres grande utilité
pour la suite. On peut évidemment affiner ces résultats avec le TAF d’ordre 2 : en prenant
a = 1, on obtient

n(n —1)p?

(14 2)™ — (14 2)* = np(1 + 2°)" 'r(z) mod 5

Lp|x]
et en identifiant les coefficients devant z*?, on trouve alors (Zﬁ) = (}) mod "("%UPQZP.
G.S. Kazandzidis améliore encore cette congruence pour p impair en montrant qu’elle est

M(mz) Z,, (voir [31] ou [32] pour une preuve).

valable modulo 3 b1

Nous avons déja remarqué que les polynomes d’Euler et de Bernoulli généralisés formaient
des suites d’Appell. Le résultat suivant, que I'on doit & M. Zuber [40], est donc le bienvenu
pour établir des congruences.

Théoréme 1. Pour une famille de polynomes d’Appell (A, (t))n>0 dans Z,[t], les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1) App(t) = An(t?) mod npZy[t] pour tout n > 0,

2) il existe a € Z,, pour lequel A,,(a) = A,(a?) mod npZ, pour tout n > 0,

3) il existe a € Z, pour lequel A,y(a) = A,(a) mod npZ, pour tout n = 0.

PREUVE. La démonstration originale de [40] est élémentaire mais nous en présentons ici
une simplification qui évite d’introduire “I'identité de Spitzer” et “le théoreme de Barsky”.
L’implication 1) = 2) est évidente et 2) = 3) se démontre avec le TAF en utilisant la
propriété d’Appell : |A,(a?) — A, (a)| < |a? — a| - [|[nA,-1]| < |np| pour tout n > 1. On
démontre 3) = 1) a 'aide du développement de Taylor au point a : on a

Anp(t) = pf: (Zp)Ak() - "”’“+Z( )Akp t— a) ke

0<k<np

et par 'exemple qui suit I’énoncé du TAF, on peut écrire

n

Anp(t) = Z <Z> App(a)(t — a)"* mod npZ,|t].

k=0
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Ce méme exemple montre que (t —a)'? = (t” — a)! mod IpZ,|t] (ceci est aussi confirmé par
la proposition 1 du chapitre suivant). De plus, il est clair que dans A = Z,[t] (comme dans
tout anneau commutatif qui contient 7Z), si deux éléments « et 3 sont congrus modulo
kpA, alors (Z)a et (Z)ﬁ sont congrus modulo npA. Cette évidence permet d’écrire

n

A=Y (Z) Ap(a)(t? — a)"* = A, (") mod npZ,[t],

k=0

et la derniere implication est démontrée. Remarquons qu’a partir d’'une famille d’Appell
quelconque dans Z,[t], nous avons été ramenés a voir que la famille d’Appell particuliere
fn(t) = (t —a)™ (avec a € Z,) vérifiait les assertions équivalentes du théoreme. [

1.3 Polynémes d’Euler généralisés

Les coefficients de E!(t), donnés par (")E!(0) = ()27 L ((1+ €*)™")

n
m dx™

, appartien-
=0

nent visiblement a Z[3] donc, pour p premier impair, on a EL(t) € Z[%][tfc Z,t]. Les
congruences établies dans [40] se généralisent de la maniere suivante.

Proposition 2. Si p est impair, alors E], (t) = E;(t?) mod npZy[t] pour tout n > 0.

PREUVE. L’assertion est vérifiée pour 7 = 0 (on a méme I'égalité E; (t) = t"" = E)(t")) et
par induction, supposons qu’elle le soit pour 7 — 1 > 0. Pour tout entier p-adique k € Z,,
on a donc

ElNk) = E)N(KP) = BN (k) mod npZ,,

n

la deuxieme congruence découlant du TAF : |Er =1 (kP)—EI-Y (k)| < [kP—k|-|[nE. "] < |np).
Ainsi, pour un entier fixé N > 1, nous avons

=
=

2 (=D)MESN k) =2 (1) EL (k) mod npZ,,
0 0

B
Il
B
Il

autrement dit (—1)VE; (N) — EJ, (0) = (-1)NE;(N) — E}(0) modulo npZ,, ou encore
(=DNE,(N) = EL(N)] = E7,(0) = E;(0) mod npZ,.

Si on considere un entier N = r + Ip (avec [ € Z), le TAF fournit alors £} (N) = E}, ()
et E7(N) = E;(r) modulo npZ,. On obtient ainsi

E;,(0) = E,(0) = (=1)V[E;,(N) = ER(N)] = (=1)"[E,,(r) — E}(r)] mod npZ,
et par le fait que E!(r) = (—=1)"E"(0), il suit

E;,(0) = E(0) = (=1)V[(=1)"E,(0) — (—=1)"E;(0)] mod npZ,.
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Comme p est impair, on peut choisir [ € N de maniere a ce que N = r + Ip et n soient de
parité différente (il suffit de prendre [ = 0 ou 1 selon la parité de n + r 4 1). Cela nous
conduit a la congruence

E;,(0) — E,(0) = (=) [E7,(0) — E,(0)] = —[E7,(0) — E,(0)] mod npZ,.

On a donc E},(0) = E}(0) mod npZ, pour tout entier n > 0 (pour r > 0 fixé) et on

n
conclut par le théoreme. [

Proposition 3. Soient p un nombre premier impair, a € Z, et n,r = 0. Alors
Enp(a) = By (a) mod npZ, pour tout m = 0.
PREUVE. Le cas m = 0 découle de la proposition précédente et de 'inégalité
B (a”) — Ep(a)] < a” —al - [[nEy || < |np| pour n > 1.
D’autre part, en dérivant e, (x,t) par rapport a x, on trouve

te® +1) —re” r gt (t—r)e"+1)+r
(6:1: + 1)r+1 o (6:1: + 1)7‘+1

Ope,(z,t) = 2"e™ = (t—r)e.(z,t) + gerﬂ(:c, t),

autrement dit E7 (a) = (a —r)E}(a) + $E. ™ (a). La proposition se démontre alors par
induction sur m, a ’aide de cette formule. [

En particulier, pour tout a € Z,, la suite (E(a)),>1 est (p — 1)-périodique modulo pZ, :

m

Erio-n(@) = Ef,_yy1,(a) = B, 1y, (@) = B}, (a) mod pZ, pour tout m > 1.

1.4 Nombres de Bernoulli

La version p-adique du théoreme des accroissements finis permet d’améliorer aisément
plusieurs résultats connus sur les nombres de Bernoulli ordinaires.

Théoréme 4. Pourn > 1, le nombre de Bernoulli ordinaire B, = B(0) vérifie

p—1 .

—1

pB, = k" = 0 SZ' (p—1)fn mod @Zp.
— p—1 si(p=1)|n 2

PREUVE. L’assertion est vérifiée pour n = 1 (B; = —1/2) et, procédant par induction,
supposons qu’elle le soit pour tout indice strictement inférieur a n > 2. On considere alors
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le polynome f(t) = B*;:jrll € Q,[t], dont les deux premieres dérivées sont f'(t) = B, (t) et

f"(t) =nB,_1(t). Le TAF permet d’écrire

‘Bn-l-l(p) - Bn+1
n+1

—pB,| = |f(p) = f(0) = pf'(0)] <

Pl
2

np
171 = |%2| - IpBaa (0)]

Par hypothese d’induction et le fait que By =1 € Z,, on a

Han,l(t)H :maX{Kn; 1)ka‘ ck=0,1,... ,n— 1} <1

et il suit que

-1
Bn+1 (p) - Bn+1 . n
pBy = = = pBa = )k

se trouve dans (np/2)Z,. Nous concluons comme dans [33] : le lemme de Hensel assure

Pexistence (et 'unicité) d’éléments (i, ..., (-1 € Z5 tels que le_l =1 et (, = k mod pZ,.
En appliquant le TAF au polynome f(t) = t", on trouve |(} — k"| < |G — k| - [|f]| < |npl,
autrement dit, (i = k™ mod npZ,. L'ensemble {Cy,... (-1} C Z) des racines (p — 1 )emes

de I'unité formant un groupe cyclique, il est engendré par les puissances d’un élément (,
de sorte que, modulo (np/2)Z, (et méme modulo npZ,), la somme

—_
l\’)

bS]
—
bS]

p—

_ n(p—-1)
G =S (yp=120

k" S S
0 1-¢

1

B
Il
T

1

W

est nulle si n n’est pas un multiple de p — 1 et vaut p — 1 sinon. [

De ce théoreme découlent les résultats de Kummer et de Clausen-von Staudt

e Si p — 1 ne divise pas n, alors B,, € nZ, et plus précisément B, (a) € nZ, pour tout
a € Zy,. On a aussi pB,, = —1 mod pZ, lorsque p — 1 divise n pair > 2.

1
e B, + Z — est un nombre entier (pour tout n pair).
p
(p—1)|n

. . . Brnip—
De plus, on sait que si p— 1 ne divise pas m > 2, alors m’”*p’:f = 7’"

également di a Kummer, peut étre amélioré comme suit :

mod pZ,. Ce résultat,

Théoreme 5. Sim > 1 et p— 1 ne divise pas m + n, alors on a la congruence

Brinp(@) _ Bpin(a . .
+np() = +n(@) mod npZ, pour tout entier p-adique a € Z,.
m + np m+n

Bininp(t) — Bnin(t)
m -+ np m-+n
décrit une fonction Z,, — Z, et, pour un entier N > 1 donné, la derniere propriété énoncée

PREUVE. Comme p — 1 ne divise pas m + n, le polynome R(t) :=
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dans le premier paragraphe fournit
|R(N) — R(0)| = ‘ (ke gy Cmax{|E™ — k' - k=0,...,N —1}.

En posant # = 0 dans la congruence déja établie (z + k)™ = (2P + k)" mod npZ,[z],
on voit que k"™ = k™ mod npZ, (on peut également démontrer ce fait en appliquant le
TAF au polynome f(t) = t" € Q,[t]), et il suit que R(N) = R(0) mod npZ,. Ceci étant
valable pour tout entier N > 0, 'application R : Z, — Z,/npZ, est constante (par
densité de N dans Z,). Considérons une unité p-adique a € Zy; afin que les termes 1 + g
(k > 0) se trouvent dans Z,. En utilisant I'identité de Raabe et a nouveau le fait que
a"’ = a" mod npZ,, nous obtenons alors

a—1
k
R(0) = R(a) = a™ "y R(1 + 5) = ™" R(0) mod npZ,,
k=0

c’est-a~dire (a™™™ — 1)R(0) = 0 mod npZ,. Choisissons pour a € {1,2,...,p — 1} un
générateur du groupe multiplicatif (Z/pZ)*. De cette fagon, a™™™ — 1 est inversible dans
Z, (puisque p — 1 ne divise pas m + n) et Papplication R est identiquement nulle. [

La stratégie utilisée dans cette preuve permet d’établir d’autres congruences intéressantes.

Théoréme 6. Sic est divisible par (p — 1)p® (s = 0) et p — 1 ne divise pas m, alors

- n - Bm c\a min{m—1,n(s
Z (k) (=1)" k Bmhe(a) e prinlm-Ln(stDlz

— m + kc
pour tout entier p-adique a € Z, et tout n € N.

PREUVE. Comme p — 1 divise ¢ mais pas m, le polynome

o0 =3 () -y el

k=0
décrit une fonction Z, — Z,. Pour tout entier N > 1, on peut écrire

n N-1

Q(N) — Q(O) = Z (Z) (—1)”*]‘3 i lm*1+kc _ Z lm71<lc . 1)11

k=0 =0

et on raisonne sur les indices intervenant dans cette derniere somme : si [ est divisible
par p, alors [™~! € p™~!Z. Dans le cas contraire, on a ! = 1 mod pZ et le TAF d’or-
dre 1 (appliqué au polynome f(t) = t®=Y) donne |I° — 1| < |cp|, donc en particulier
I° = 1 mod p**'Z et (I1° — 1)* € p"+DZ. Au total, ces considérations montrent que la
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réduction Q : Z, — Z,/p™im=in(+D}7,est constante (par densité de N dans Z,).
Choisissons un entier b € {1,2,...,p— 1} générateur de (Z/pZ)* et considérons une puis-
sance a = b? avec ord,(¢) = min{m — 1,n(s + 1)}. On a ainsi |a® — 1| < |gep| et donc
a® = 1 mod pmintm—1Lns+D}7 1 identité de Raabe nous donne alors

a—1
Q(O) = Q(CL) = amfl ZQ(l + g) = amQ(o) mod pmin{mfl,n(erl)}Zp
=0

et comme (@™ — 1) est inversible dans Z, (puisque p — 1 ne divise pas m), il suit que
Papplication () est identiquement nulle. [

Ce résultat se place dans le contexte général suivant que P.T. Young utilise dans [39] : on
dénote par K une extension finie de @, et on considere la cloture intégrale de Z,, dans K,
qui coincide avec la boule unité A = B¢ (0) := {a € K : |a| < 1}. Etant donné un entier
positif ¢ > 0 et une suite (a,)n>0 dans A, on regarde alors les puissances de 'opérateur
A, qui agit sur (a,)n>0 par Acly, = Amic — Ay Afin de ne pas oublier le caractere linéaire
de cet opérateur, il est commode d’introduire 1'application linéaire ® : A[x] — A définie
sur la base canonique par ®(z") = a,, : on a ainsi A.P(f(x)) = ®((z¢ —1)f(x)) pour tout
polynéme f(z) € Alx] (puisque ceci est par définition le cas pour tous les polynomes de la
base canonique) et par itération, on trouve

n n m m (&) n 6 n n—
Acam = Acq)(x ) = (I)(SL’ (x - 1) ) = Z (/{7) <_1> kaerkC'
k=0
On obtient ainsi une forme générale de 1’expression considérée dans le théoreme 6.
Théoréme 7. Etant donnée une série formelle f(T) € A[[T — 1]], les éléments
am am 1
an = g @) e G g () =230 1(¢e)

=0
CP:l

=0
sont dans A et pour tout entier ¢ > 0 divisible par (p — 1)p® (s = 0), on a

Ala,, € pritmnGHY A resp.  A"G,, € pttHA

PREUVE. Alors que Young utilise des intégrales et des mesures p-adiques, nous donnons
quelques indications pour une preuve directe. Par linéarité, on se ramene a ne traiter que
le cas f(T) = (T — 1)! pour un entier [ > 0 fixé. On trouve ainsi

d(z™) == ay, = i <li) (- *meZ c A
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(notons que a,, est nul lorsque m < [ puisque f(e*) = (e* — 1)! admet le développement
(x + 5’;—? + g—? + -+ -)1) et par linéarité, on obtient

ALy = O(a™ (2 = 1)") =) (/i) (—1)FE™ (ke —1)™.

k=0

Les éléments ®(2™) := G,, et A", se développent comme ci-dessus, a la différence que les
sommes portent sur les indices k qui ne sont pas divisibles par p (on utilise ici le fait que
Zcpzl ¢* vaut p si p divise k, et est nul sinon). On conclut alors comme dans la preuve du
théoreme 6 en raisonnant sur chaque indice intervenant dans ces sommes. [

Avant d'illustrer ce résultat avec A = Z,, (= boule-unité de Q,), rappelons que le caracteére
de Teichmiller wy, : Z; — Q, associe a chaque unité p-adique a € Z; l'unique racine
(p — 1)-itme de 'unité w,(a) qui lui est congrue modulo pZ,. On sait que wy(a) € Z, est
la limite de la suite (a”"),>o.

Remarque : Nous avons déja rencontré les éléments w,(1),... ,w,(p — 1) dans la preuve
du théoreme 4. De méme, pour démontrer le théoreme 6, nous avons utilisé a = b? avec
ord,(q) assez grand (et b générateur de (Z/pZ)*). En fait, ¢ peut simplement étre une
puissance (assez grande) de p et w,(b) apparait de maniere naturelle comme “cas limite”.

Exemple 1

Considérons tout d’abord un nombre premier p # 2 et deux entiers a,r > 0. La fonction
f(T)=T(2/(T +1))" peut alors s’écrire comme un élément de Z,[[T — 1]] puisque c’est
le cas pour T"et 2/(T'+1) = >, ,(—=1/2)"(T —1)". Le théoreme est donc valable pour les
éléments a,, = E! (a) (pour tout entier > 0 et tout a € Z, par densité de N dans Z,).

Exemple 2

On considere ici un nombre premier p quelconque et un entier b > 1 non divisible par p.
b

On remarque tout d’abord que b(Ti_l) € 1+ (T —1)Z,|T —1]. Son inverse est donc donné
(T — 1) , ' b 1
1 € 1+ (T — 1)Z,[|T — 1]] et la fonction rationnelle f(7) = ™1 T 1

est un élément de Z,[[T" — 1]]. Avec les notations du théoreme, on obtient alors

par

By B i1
am = (0" = 1) et Gy = (1 - p™) (M - 1)
R (1=t — 1yt
Le raisonnement est valable pour tout entier b > 1 non divisible par p et la conclusion
du théoreme est donc vérifiée (par densité) pour toute unité p-adique b € Z. En prenant
b= w(a) ou a est un générateur de (Z/pZ)*, on trouve

n m n Bm no m n m 7Bm
Aty = (@~ 0ar{ 22 ara, = (o - paz{a - pm Dy
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Dans le cas oll p — 1 ne divise pas m + 1, on a (w(a)™*' — 1) € ZX, et donc

B - B
An{ m+ } e mm{m,n(s-{—l)}Z ) An{ 1—pm m+ } e n(s—l—l)Z
“Um+1 b . TP L -p )m +1 P P

chaque fois que ¢ est divisible par (p — 1)p®. On trouve un cas particulier du théoreme 6.

1.5 Polynémes de Bernoulli généralisés

L’ensemble des séries de Hurwitz a coefficients dans 7Z,,

xn

H, = {f(:p):Zanm avec anEZp},

est un anneau commutatif qui contient Z, et qui est stable par dérivation. Son introduction
dans notre contexte est tres naturelle puisque le résultat de Kummer (qui découle directe-
ment du théoreme 4) implique 2*5 € H,. On a également e*® € H, pour tout entier
p-adique a € Z, et comme H, est stable par multiplication, on trouve pr(ﬁ)re‘” € H,,
autrement dit p"B(a) € Z, pour tout indice n > 0. Dans [5], Carlitz démontre plus

précisément le résultat d’intégralité suivant :

Théoréeme 8. Soit o(r) = 0,(r) > 1 le nombre de digits non nuls dans le développement
p-adique de r > 1. Alors p°™ BT (a) est un entier p-adique pour tout a € Zy, etn = 0.

PREUVE. Le théoreme 4 affirme que

ZP n Y Z(Zk")— mod pH,

n>0

et comme (p_l) = (pp_l ) = (—=1)*»"*"* mod pZ (pour k =0,1,... ,p— 1), on peut écrire

k —1-k
pT . p—1 (kx)™ >
— - 1— k 1-k ka:
2= (0 e B S (7 ) oyt moa g,
n>0 k=0 k=0
T _ 1 p—1
ou encore ’ T = (e ) + ho(x) avec ho(z) € H,.
et — p

D’autre part, pour r = Ip™ avec | € {1,2,...,p — 1} et m € N, lordre p-adique de
(r(p —1))! est exactement

l(p—l)(pm1+pm2+-~-+p+1)+Ll(p;1)J —Ipr -1 +(1-1)=lpm—1=r—1.
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Ceci montre (avec I'introduction des nombres de Stirling de deuxieéme espece [10]) que

e SO S P I

k>0

appartient a H, chaque fois que o(r) = 1 (comme H, est stable par multiplication, ceci
est d’ailleurs valable pour tous les entiers r > 1). Par induction sur m > 1, nous pouvons
alors écrire

m

()" = (S5 i

p—l p (ex _ l)pfl k;pm71

ou hy(z)= Z <7> Bm—1(2)P™% (pour m > 1) est un élément de H,,.
k=0 k p

Finalement, pour [ = 1,2,... ,p — 1, on trouve p( - )lpm € 'H, et comme H, est stable

par multiplication, il suit que p”™) (ﬁ) “ € 'H, pour tout entier r > let a € Z,. [

Le TAF permet de raffiner le théoreme dans certaines circonstances : lorsque n est impair,
on a B'’(rp) = —BI?(0) et

20707 BP(0)] = | - [ BRF(0) = BiP(rp)| < p"7 - nrp B, ()] < [nrl,

autrement dit 2p°™~1B"P(0) € nrZ,. En fait, nous n’aurons pas besoin de résultats
d’intégralité aussi précis et on pourra se contenter de savoir que p” B] (a) se trouve dans Z,
pour tout a € Z, et n > 0.

Le théoreme 4 implique que pB,, = pB,, mod (np/2)Z,. Le théoreme ci-dessus pourrait
nous tenter de généraliser ce fait avec la congruence

p" B (0) = p°) B (0) mod ”—sz

p

mais des essais numériques montrent que ce n’est pas le cas en toute généralité.
Proposition 9. Pour tout indice n > 0, on a p" B} (t) = p"B,,(t*) mod %Zp[t].

PREUVE. L’assertion est vérifiée pour r = 0 et des qu’elle I'est pour un ordre r > 0, le TAF

fournit p" B, (k) = p" B, (k?) = p" B, (k) mod (np/2)Z, pour tout entier p-adique k € Z,.
De méme, en appliquant le TAF au polynome f(t) = p" 1B/ (¢)/(n+ 1), on trouve

p BTN 0) = prz B (k) mod %Zp.

Par induction, ceci nous montre que p"*' B/ #(0) = p"*' B, *1(0) mod (np/2)Z, (pour tout
entier n > 0) et on conclut a 'aide du théoreme 1, également valable si on considere les
congruences modulo (np/2)Z, au lieu de npZ,. O
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Proposition 10. Pour tous les entiers m,n > 0 et tout a € Z,, on a la congruence

T T rpr np
p Bm—l—np(a) =D Bm—l—n(a) mod 7Zp
PREUVE. L’assertion est évidente pour r = 0 et par la proposition précédente (et le TAF),

elle est également vérifiée pour m = 0. La relation

p—1
B i@ +p) = Bliiya(a)
r—1 Brfl k) = r—1"~"m+1+n m+1+4n
P % min(0+ k) =p m+1+n

s’écrit de maniere plus explicite sous la forme

p—1 1 m+1+n mlin
Y Bt b =S (T B
k=1

— m+1+n
m+1+n pk_l
=P Bl (a)+ Y7 (et n)(mtn = 1) (m+ 240 = k)= p B, (a).
k=2 )

Comme p"'/k! € (p/2)Z, (pour k > 2) et p" B ... (a) € Z,, on voit ainsi que la somme
PSPl Brl (a4 k) est congrue, modulo (np/2)Z,, &

m-+n
m+14n pkil

P Bhala) + Y2 mlm—1)---(m+2 = ) p Bl 4(a).
k=2

En d’autres termes, on a (modulo (np/2)Z,)

p—1 1 m-+1 m41
P Ba@ =0 S Btat = S (T B
k=0 k=2

On peut remplacer n par np en gardant la congruence modulo (np/2)Z,. Il en résulte que
P (B ympla) — B}y, (a)) est congru (toujours modulo (np/2)Z,) a

p—1 m+1

T— T— T— m —"_ 1 - a T T
Zp 1[Bm:np<a+k)_8m:n<a+k)}_Z( k )pk 1p[ i1k np(@) — m—l—l—k—f—n(a)}'
k=0 k=2

On démontre alors la proposition par induction lexicographique sur (r,m). O

1.6 Synthese

Les congruences établies dans les propositions de ce chapitre généralisent celles que M.
Zuber démontre dans [40] en considérant r = 1 et @ = 0. En admettant ses résultats, nous
aurions pu les présenter plus directement comme suit.
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Théoreme 11. Notons 0 = 0, la dérivation formelle par rapport a x. L’ensemble
7, := {f(a:) eH, : I f(x)=0"f(x) mod %HP pour tout entier n = 0 }

est alors un sous-anneau de H,.

PREUVE. C’est évidemment un sous-groupe additif et pour f,g € Z,, on a (par I'exemple
qui suit I’énoncé du TAF et le fait que H,, est un Z,-module stable par dérivation)

i) = X (7)orw o atw

= Z (7)o st 000
k>0
' > (Z) & f(x) - " *g(x)

9" f(x)g(x) mod (np/2)H,,
ce qui montre que Z, est bien stable par multiplication. [

Les éléments de 7, sont exactement les séries de Hurwitz f(z) = 3 a,%; € H,, qui vérifient
np :
Uptnp = Omtn, MOd 7Zp pour tous les entiers m,n > 0.

Les suites (a,)n>0 de Z, qui ont la propriété ci-dessus forment d’ailleurs un anneau isomor-
phe a Z,, pour I'addition usuelle et le produit de convolution binomial. En d’autres termes,
si I'on considere les ensembles

E, = {(an)n>0 € ZII? D Qptnp = Qy, mod (np/2)Z, pour tout n > 0},

nous venons de montrer que (1,59 Ey, est un sous-anneau de Z, (pour T'addition et le
produit de convolution binomial). Ce résultat ne semble pas évident a établir sans 'aide
des fonctions génératrices exponentielles (via H, et Z,), alors qu'il est facile de montrer
directement que Fj est un anneau.

Dans [40] il est montré que 2/(e* + 1) € Z,, pour p impair et que pz/(e” — 1) € Z,. Pour
a € 7, fixé, on a également e** € 7, et comme Z,, est stable par multiplication, on a

2 T r
( ) e’ € I, (pour p impair) et pr< ) e €1,

et +1 et —1

On reconnait les propositions 3 et 10, a partir desquelles on peut déduire les propositions
2 et 9 (grace au théoreme 1).






Partie 2

Nombres et polynomes de Bell

“L’oeuvre d’un mathématicien est surtout un enchevétrement de con-
jectures, d’analogies, de souhaits et de frustrations. La démonstration,
loin d’étre le noyau de la découverte, n’est souvent que le moyen de
s’assurer que notre esprit ne nous joue pas des tours.”

Gian Carlo Rota
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2.1 Définitions

Nous désignerons par A un anneau unitaire commutatif integre qui contient Z. Cela peut
étre aussi bien Z, Z,, ou Zgy = QNZ, (pour un certain nombre premier p) que les anneaux
polynomiaux associés Z[t], Z,[t] ou Z)[t]. Les polynomes de Pochhammer

(@)o=1, (@)n=2(@-1)--(x-(n-1) (n=1)
constituent une base du A-module libre Afz] et on peut considérer I'application linéaire
O Alx] — Alzx], (z), — a™.
On définit alors les polynomes et nombres de Bell par

B,(z) = ®(z") resp. B,=B,(1)= @(x")’

z=1"

Les nombres de Stirling de deuxiéme espece {Z} donnent de maniere explicite

nio=we)=o(3 (J1en) =X i} e 5= ()

k=0

donc B, (z) € Z[x] et B,, € Z. Les premieres valeurs sont les suivantes :

B, | polynome de Bell B, ()
1

1
1 x
2 |x+a2?
5 |xz+32%+ad
x+ T2 + 623 + 2*
52 |z + 1522 + 2527 + 102t + 2°
203 |z + 3122 + 9022 + 652* + 1525 + 2°
877 | @ + 632? + 3012® + 350z* + 1402° + 2125 + 7
4140 | z + 1272% + 96623 + 17012 + 10502° + 26625 + 2827 + 28
21147 | x + 25522 + 302523 + 7770z* + 69512° + 264625 + 46227 + 362° + 2°

© 0 N O Ot W NN R O S
—_
(S

En analyse combinatoire, on définit B,, comme le nombre de partitions d’'un ensemble a
n éléments en sous-ensembles non vides. C’est aussi le nombre de relations d’équivalence
sur un ensemble a n éléments et plus précisément, {Z} est le nombre de telles relations
qui admettent exactement k classes d’équivalence. On peut également voir B,, comme le
nombre de vecteurs (as, ... ,a,) dans N" tels que a; = i ou a; = a; pour un certain j < ¢
et {Z} comme le nombre de tels vecteurs admettant exactement £ composantes distinctes.
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2.2 Premieres propriétés
Pour tous les entiers m,n > 0, on a la relation
2" O((2)m) = 2" = B((2)min) = 2((@)n(x = 1)m),
et par linéarité, on obtient
2" ®(f(z)) = ®((x)nf(z —n)) pour tout polynome f(z) € Alx]. (%)
En particulier, avec n = 1, cela donne
x®(f(x)) = ®(xf(x — 1)) pour tout polynome f(x) € Alz]

et en prenant f(x) = (z + 1)", on trouve la relation de récurrence

o) =53 () 800 5= (1)

On peut également écrire

k>0 ’ k>n ’ k>n ’ k>0

ce qui montre par linéarité

=e” Z a:k pour tout polynéme f(z) € Alz]. (xx)
k>0

En considérant en particulier f(x) = 2™, on obtient la formule de Dobinski

n

n —X 1 "

k>0 k>0

Ceci fournit une interprétation probabiliste des polynomes de Bell : étant donné A > 0,
B,(A\) = E(X™) est le moment d’ordre n d’une variable aléatoire X : @ — N de loi
Pr(X = k) = e *M*/k! (variable aléatoire de Poisson de parametre \). De cette formule
découle également la fonction génératrice exponentielle

Z" 2"
2 el 2 elef-])
g Bn(x)n! =e ) g Bnn! =e

n>0 n>0

ainsi que lidentité binomiale B,(x +vy) = (Z) Bi(2)Bn_k(y).
k=0
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2.3 Rudiments de “calcul ombral”

Etant placé dans le contexte du calcul ombral, il convient de rappeler les premiers concepts
de cette théorie [31],[36], tout en les illustrant avec le cas considéré dans ce chapitre.
On appelle base polynomiale (de A[x]) une suite de polynomes P,(z) € Alz| vérifiant
deg P,(x) = n (en particulier, Py(x) € A est une constante non nulle) et on dit qu'une
telle suite est associée d un opérateur § : Alx] — Alx] si

Py(z) =1et P,(0) =0 pour tout n > 0 [normalisation]

dP,(z) = nP,_1(z) chaque fois que n > 0.  [propriété de Scheffer]
Par exemple, la base canonique (z"),>o est associée a 'opérateur de dérivation

0: Alz] — Alz], f(z) — f'(z)
et la base de Pochhammer ((z),)n>0 est associée a 'opérateur de différence finie
Vi Alr] — Alz], f(z)— flz+1) = f(2).

L’application @, qui relie ces deux bases, relie de maniere naturelle les opérateurs associés :
on remarque que ®(V¥(x),) = ®((n)p(2)n_r) = (n)x@((2)n_1) = (n)xz"* correspond 4 la

k-ieme dérivée de ®((z),). Par linéarité, il suit alors ®V* = 9*®, c’est-a-dire

O(VFf(x)) = 0"®(f(x)) pour tout polynome f(z) € Alz].
Le cas particulier 0B, (z) = 0®(2™) = dVa" = &((z + 1)™ — a™) fournit la relation
1
B,(z) = ~Bns1(x) = Bu(w) ie. Buyi(x) = 2(Ba(2) + By(2))

(que T'on trouve également en dérivant formellement l'identité de Dobinski). En intro-
duisant 'opérateur de multiplication X : A[zx] — A[x], f(z) — xf(z), on peut écrire

Bu(x) = X(1+0)B,_y(x) =~ = (X(1+0))"(1)

(on note indifféremment “1” le polynéme constant et I'opérateur identité). Nous voyons
apparaitre de maniere naturelle 1'algébre de Weyl W = A[[0, X]] définie formellement par
la relation [0, X] = 0X — X0 = 1. Plus généralement, pour une série formelle F'(x) € A[[z]]
dont la dérivée est F'(z) € Al[z]], on a

[F(3),X] = F'(d) et [0, F(X)] = F(X).

L’application qui & un opérateur T : A[z] — A[z] associe le commutateur 7" = [T, X| =
TX — XT est appelée dérivation de Pincherle et on peut vérifier que (T'S) =T'S + TS'.
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Remarquons encore que les polynémes de Bell sont associés a 'opérateur A = log(1 + 0)
car By(z) = 1 et pour tout n > 1, on a B,(0) = 0 ainsi que

AB,(z) = log(1 + 0)®(z") = ®log(1 + V)a" = &(nz" ') = nB,_1(x),

I’avant-derniere égalité provenant de la relation e? = 1+ V, qui traduit un développement
de Taylor et que I'on peut facilement vérifier avec la base canonique :

exp(0)x :Z Tk :ZFx F—(z4+1)"=(1+V)a"
k>0 k>0

Un opérateur linéaire 0 : Alz] — A[z] est appelé delta-opérateursi §(z) € A\ {0} est une

constante non nulle et s’il commute avec les opérateurs de translation

T, Alz] — Alz], 7.f(x)=f(z+a) (a€A).

Ces conditions impliquent que d(a) est nul pour toute constante a € A et d’autre part,
que deg(df(x)) = deg f(x) — 1 pour tout polynéme non constant f(z) € Alx]. A un tel
opérateur ¢ est associée une unique base polynomiale (P, (z)),>0. Tout opérateur T qui
commute aux translations peut alors s’écrire

T = Zan% avec a,, = [TP,(z)]s=0 € A

n>0

(en particulier ag = 0 et a; # 0 si T est un delta-opérateur) et tout polynome f(x) € Alz]
admet le développement

f) =3 "W p )

n>0

Cela généralise les développements de Taylor et de Mahler, et montre que les polynomes
P,(x) vérifient I'identité binomiale. Réciproquement, toute base polynomiale de type bi-
nomial peut étre associée a un delta-opérateur.

On peut résumer les différentes bases rencontrées avec les delta-opérateurs associés par le
diagramme commutatif suivant :

_ L0
(@) @ o ® B.(2) V = e -1
lv O la O lA 0 = log(1+V)
(@)1 —— na"' —25 nB, i (z) A = log(l+9)
—— —_—— PVE = 9%
Mahler Taylor Dk — ARG
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On peut de méme envisager des “opérateurs d’enchainement”, qui permettent de passer
d’un polynome au suivant a 'intérieur d’'une base donnée :

(@)nt1 —T g

B T flr)r—axf(x—1)
[« 2 Ik x5 f@)— af@
" ork = Xk

(@) ——

La relation y = 7¢? = 7(1 + V) montre que 2" = (7e?)*(1) = (7(1 + V))"(1) et en
appliquant ®, on retrouve le fait que B, (z) = (xe®)"(1) = (x(1 + 9))*(1).

On vérifie également que (7V)e” (z), = (n+7)e”(x),, pour tout entier n > 0. On en déduit
X =e 7 (TV)e” et donc ™ = e 7(7V)"e™(1). On retrouve alors l'identité de Dobinski :

Bn(z) = e X(x0)"eX(1) = e “(x0)"e" =e° Z %xk
E>0

Nous allons définir maintenant des polynomes de Bell a indices négatifs de sorte a res-
pecter le diagramme de la page précédente. On commence par prolonger les polynomes de
Pochhammer : comme (x),.1 = (x — n)(z), avec (z)g = 1, il convient de poser

1 1 1
T)_ , ()2 = sy ()= ————
(@)1= 77 (x)- (z+ 1)(z +2) () (z + 1)y
et on vérifie que V(z)_,, = —n(z)_,_1. Pour que le diagramme commute, on doit respecter
la relation 2" ®(f(z)) = ®((x),f(z —n)). On peut ainsi écrire

B((x) ) = & "D((@)0(x — 1) _p) = x”@((z)nﬁ> — (1) = 2"

ce qui prolonge de maniere naturelle ®((z),) = z". A l'aide des nombres de Stirling de
premiéere espece [10], on montre (par induction avec la relation [m = [k“] —k [ k ]) que

I

k>0 k>0
et il ne reste ainsi plus qu’a poser
k
B_,(7)=®(x ") = -k > 0).
n(z) = (™) Z {n] x (pour n > 0)
k>0
On peut unifier la définition des polynoémes de Bell a indices positifs et négatifs par
n —-n k
B, (1) = { } k = k,n€Z.
(x) ICEZZ L3 avec k i pour k,n

Les “polynomes de Bell & indices négatifs” sont en fait des séries formelles dans Z[[z~]].
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2.4 Produits scalaires et polynomes orthogonaux

Dans ce paragraphe, on suppose que A est un sous-anneau de R. Ainsi, pour a > 0 fixé,
I’application symétrique bilinéaire

(F.9) — @u(f()g(@) = (gl = e 3 TEIE

k>0
est un produit scalaire sur 4[z|. Nous pouvons nous restreindre a un sous-ensemble
Vi = {polynémes € A[z] de degré < N} C Alx].

Il s’agit d’'un A-module libre de rang N + 1 < oo et la matrice de Gram associée au
produit scalaire (- |-), : Vy x Vy — R par rapport a la base {1,z,... 2"V} est donnée
par (Biy;(a))o<ij<n @ pour deux polynomes f(z) = > apz® et g(z) = > bya”® dans Vy,
nous avons

O(f(x)g(x)) = (ap ay ... an) - Hy(x) - (bo by ... by)"
avec Hy(z) = (Bi+;(%))o<i j<n-

Nous nous proposons de trouver la famille de polynémes unitaires P,(z) = P, (), avec
deg P, »(x) = n, qui sont orthogonaux pour le produit scalaire (- |- ), issu de ®,. L’orthog-
onalité de P, ,(z) face aux polynomes de V,,_; se traduit par le fait que @, ((2)mPun(z))
est nul pour m =0,1,... ,n — 1. Mais nous avons

o ((2)mPan(2)) = a"®o(Pon(x +m)) = am@a<i (") 9 Pan(a)

— g zm: (?) OVrP, (2)  =am zm: (Z‘) (P, ()

et en considérant successivement les entiers m = 0,1,... ,n— 1, il suit que x = a annule le
polynéme ®(P,,(x)) ainsi que ses n — 1 premieres dérivées. Autrement dit (x —a)™ divise
O (P, (7)) mais comme ces polynomes sont unitaires et de méme degré, il sont identiques.
Au total, on obtient le développement de Mahler

Tr=a r=a

Panle) = 07 (@ =) = 3 (1) oy Ho)e

k=0

En prenant m = n dans la relation précédente, on trouve de méme

|Pan(@)2 = (Pan(@l@))a = a* Y () 0 @(Pun(a))

k=0

= a"0"®(Fy (1))

r=a r=a

Comme @ (P, ,(z)) est un polynome unitaire de degré n, sa n-ieme dérivée vaut n! en tout
point, et on a donc || P, (z)]]? = a"n!.
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D’autre part, le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt permet d’écrire

Bo(a) Bi(a) --- By(a)
1 Bi(a)  Ba(a) -+ Byia(a)
Py = im0 |
det Hy_1(a) By_1(a) By(a) -+ Bay_i(a)
) ... N

On voit que ||Pyn(@)|? = (Pun(2)|Pun(2))a = (Pan(x)]|2N), = det Hy(a)/ det Hy_1(a)
et il s’ensuit

det Hy(a) = || Pon(@)llz - det Hy—1(a) = [P (@)lla - [Pav-1(@)lla -+ 1 Pao()]la,

c’est-a-dire det Hy(a) = a¥VN+1/20111 ... NI. Ceci étant valable pour tout entier a > 0,
on en déduit le

Théoreme. La matrice Hy(x) = (Byy;(x))o<ij<n admet le déterminant

N
det Hy(z) = (H k;!) SN(N+1)/2
k=0

L’encyclopédie [38] attribue ce “curieux” résultat a A. Lenard (1986) au détriment de P.
Delsarte [6] qui le démontrait en 1978 (c¢’était alors une conjecture de C. Radoux).
Terminologie

On dit que Hy(z) est la matrice de Hankel d’ordre N construite avec les polynomes de
Bell et on remarque que pour a > 0, la matrice de Hankel Hy(a) correspond a la matrice
de Gram associée au produit scalaire issu de ®, : 2" —— B,(a). Les polynomes P, ()
sont appelés polynomes de Poisson-Charlier. Nous préférons ces polynomes unitaires aux
polynomes normalisés P, ,(z)/vnla™ que certaines personnes prennent pour définition.

Remarque 1 (Preuve de Delsarte)

Dans la base canonique {1,z,... ,z"} de V,, nous pouvons exprimer (avec les nombres de
Stirling de premiere espece [10])

Pt = () + (- (2w ()= 52 () [ = (7,

(en particulier (") =1et (})=0si k >n ) et former la matrice triangulaire

<8> 0o --- 0

QN(a) - <<Ji’>a)0<m<N - <0> <1> 0
(o) (1) - (W)
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de déterminant det Qn(a) = 1. Les conditions d’orthogonalité de la suite (P, (z))n>0 se
traduisent par la relation matricielle Qy(a)Hy(a)Qn(a)! = Diag(0!a®, 1lal, ..., Nla") et
le théoreme est immédiat en prenant le déterminant.

Remarque 2

Pour p premier impair, le théoreme fournit

p—1 p—1 (p—1)/2 (r—1)/2
Hy (1) = [[& =[] = J[ ¥ -0 = ] D
k=1 k=1 k=1 k=1

_ (_1)@21)/8[(2%1)!}” _ (_1)@21)/8(?%1)! mod pZ.

En particulier, H,_1(1) est une racine carrée de —1 dans Z/pZ lorsque p =1 mod 4.

Remarque 3

Lorsque @ > 0, les polynomes de Poisson-Charlier P, ,(x) (n > 0) forment un systeme
orthogonal (pour le produit scalaire issu de ®,) et vérifient de ce fait certaines relations de
récurrence (qui restent valables pour tout a € R) :

1) Ponti(z) =2P,(x—1) —aP, (),
2) Pioti(z)=(r—n—a)P,,(z) —naP, ().
PREUVE. Par calcul direct, on trouve
Pon(z) =07 (z —a)") = 7N (z(x —a)"™") —a®™((z — a)"7)
=2Pyp1(z—1)—a®d ' ((z —a)" ') = 2P, 1(x — 1) — aP, ().
Variante : comme la base de Pochhammer est associée a V, on voit que
P.o(r)=1 et VP,,(zv)=nP,,,—1(x) pourn>1

(en particulier (Pan(:v))n>0 est une suite de Scheffer par rapport a l'opérateur V). Pour
tout entier m > 0, on a donc mPam 1(n) = Pyym(n+1) — P, n(n) et la premiere relation
de récurrence en découle pour x = m si I'on remarque que P, ,(m) = (—a)" ™ F,m(n).
Avec ce premier résultat, on calcule directement (pour n > 1)

(5= 1 @) Pyn(2) — 10Pup 1(2) = (& — @) Pan(t) = 1(Pan(z) + Py +(2))

(x —a)Pyp(x) —nePyp_1(x—1)
=2(Pyn(r) —nPyp_1(xr — 1)) — aP,,(x)
= 2Py p(x — 1) — aPyp(2) 2 Pyt (2)

et la deuxiéme relation de récurrence est ainsi démontrée. [
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Remarque 4

L’orthogonalité des polynomes de Charlier P, ,(x) pour le produit scalaire engendré par
®, (lorsque a > 0) découle immédiatement de la propriété

(f(a)g(x) = Y (0" 0f(2)) (@ Dg(x).

k>0

valable pour tous les polynomes f(x), g(z) € Alz].

PREUVE. Les polynomes de Pochhammer (), étant de type binomial (puisqu’ils sont
associés a un delta-opérateur), on a

n

B((#)n(@),) = 2" @((w+ m)) = "2 (Y- () @acslmli) =2 3 () &
k=0 k>0
autrement dit  ®((2)(2)n) = Y %(n)kx"ﬂm)kxm*k = %(8kq)(x)m)(8kq>(:c)n) et
k>0 k>0

on conclut alors par bilinéarité. [l

On en déduit immédiatement 1'identité de Radouz [28] :

Burin(#) = Y 77(0 B.u(2))(9" Bu(a))

k>0

et le fait que les polynomes de Charlier généralisés

(dans Alz] avec A = Z[z] ou Z,[z]) vérifient

.(Pen(2) Pon()) = ) %(5”“(93 —2)")(0" (x — 2)")

k>0

0 sinon

nlz"  sim=n
r=z N
On dit alors que les polynoémes unitaires P, ,(x) € A[z] constituent un systéme orthogonal
pour opérateur ombral @, : Alz] — A, f(z) — ®(f(x))| __ et que ce dernier est un
produit scalaire généralisé. Une théorie plus générale sera donnée dans la troisieme partie
de ce travail.
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2.5 Opérateurs de convolution 7

A partir d’un élément a € A et d'une suite P : N — A[z], on peut construire une nouvelle
suite 7*P : N — Alx] en posant
- n — 13 n»
(T°P)ufa) = T*Palw) =Y () a" " Pil) = “(P(a) + )",
k=0
Il s’agit de la convolution exponentielle des suites (a"),>0 et (Pn(x))n>0, dont la fonction
génératrice exponentielle est donnée par

2k 2k
T Pi(w) 7y =€ > Pi(w) 7.
k>0 k>0
On vérifie que TV = 1 (opérateur “Identité”) et 72T = T+, Ainsi, si on note S = F(N, A)
I'ensemble des suites dans A et S* = {applications A-linéaires S — S} 'ensemble des
endomorphismes de § (qui est un A-module libre), on a un homomorphisme (de groupes)

T: A — &
a +— T°: § — S
P +— Tep

Il est clair que les opérateurs de convolution préservent les bases polynomiales et on peut
établir le diagramme commutatif suivant (entre les différentes bases rencontrées) :

P

" —  B,()

(@) —— oz

TGHT_Q O TQHT_G O TGHT_G

Pu(x) —— (z—a)" —"— B,,(z)
(Les polynomes B, ,(z) = T~*B,(z) sont rattachés aux polynomes de Bell a deux variables
introduits par A. Mazouz dans [20] et que 1'on reconsidérera ultérieurement). Les bases
polynomiales de la premiere ligne vérifient I’égalité binomiale (car elles sont associées a des

delta-opérateurs), alors que les bases de la deuxieme vérifient une relation du type

Possa(z+9) =Y () Paal@) Proi(y).

k=0

PREUVE. En effet, si I'on applique 7~ & une relation binomiale, on obtient

T Poa+y) =T Y () Pe@)Puscy) = Y () Purl@) Pasly).

Par symétrie, on peut permuter z et y et il ne reste qu’a appliquer 7—° pour obtenir
le résultat désiré (a permutation de x et y pres). On peut également raisonner avec les
fonctions génératrices exponentielles. [
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Remarque 1

On peut montrer [36] qu'une suite P, ,(x) a deux indices (a € A et n > 0) vérifie la relation
ci-dessus (on parle alors de “cross-suite”) si, et seulement si, il existe une suite (P, (z)),>o de
type binomial et un groupe a un parametre d’opérateurs Q* qui commutent aux translations
et tels que P, ,(v) = Q*P,(z). Par exemple, on a T%2" = (x + a)" = 7,2" (rappelons que
par abus de notation, 7% agit sur une base polynomiale (ici la base canonique) de Alx]
alors que 7, agit sur un seul polynéme). Les polynomes généralisés d’Euler E’(x) et de
Bernoulli BJ(z), considérés dans le chapitre précédent, sont également des cross-suites.

Remarque 2
La relation P, ,(x +y) = (Z) (Y)n—kPax(x) (pour les polynomes de Charlier) fournit
k=0

(Pam(@+ )| Pane+ 80 =33 (7 () (@nt(@ct(Pas(@) | Pas(a))a

k>0 120
my /n .
=2 ( i ) (2) ()m—i(B) i’
i>0
cette derniere somme étant finie puisqu’elle porte sur les indices i = 0,1,... ,min(m,n).

Remarque 3

Les sommes de factorielles sont en étroite relation avec les polynémes orthogonaux P, ,, () :
par le théoreme de Pythagore, on peut écrire

p—1 p—1 p—1 9
kp(a) ==Y Kld* = " [|[Par(@)]2 = || Y Pusl)
k=0 k=0 k=0 “

ce que 'on peut encore expliciter

st =t S - (22,

SRS

a

Il s’ensuit la congruence ry(a) = [|@7(z —a— 1)P 7|2 = || Pay1p-1(2)]|? mod pZ.
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2.6 Quelques résultats utiles

Dans le but d’établir des congruences pour les polynomes de Bell, nous démontrons tout
d’abord trois résultats tres élémentaires mais d’une grande utilité. Le premier généralise
un résultat de [8].

Proposition 1. On considere un nombre premier p, deux entiers m,n = 0 ainsi que
deux éléments o, § € A, ou A est un anneau commutatif qui contient Z,. Si ord,(m) > 1
et « = mod mA, alors o™ = " mod mn.A.

PREUVE. Par hypothese, on peut écrire a = 3 + m+y avec v € A et comme p divise m,

p
af = Z (i) B Embak = g7 4+ mpAy avec 7 € A.
k=0

On a donc a? = P mod mpA et par induction
A ﬁpk mod mp* A pour tout entier k > 0.
En écrivant n = [p* avec [ non divisible par p, on obtient ainsi
a" = (o) = (8”") = 5" mod mp* A.

Comme [ est une unité dans Z,, c’est également une unité dans A et mp* A = mnA. O

Remarques :

- La proposition reste valable pour un anneau commutatif A qui contient Z, a condition
que l'entier n soit une puissance de p (car les unités de Z sont | = +1).

- On utilisera souvent cette proposition avec A = Z,[z] :
si ord,(m) > 1 et f(x) = g(z) mod mZ,[z], alors f(x)" = g(x)" mod mnZ,|x].

Le prochain résultat montre comment la propriété z™az™ = ™™ se traduit dans la base
de Pochhammer.

Proposition 2. Soient p un nombre premier et m,n > 0 deux entiers. Si ord,(m) > 1,

alors
mn

(D)@ = (@i mod (27 Z,fa],

en particulier

m2

() = (2)mn mod (?>Zp[x].

PREUVE. La formule (x) du premier paragraphe affirme que 2"®f(z) = ®((z),f(x —n))
pour tout polynéme f(z) € Z,[z] et en considérant f(z) = (z + n),, nous obtenons
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2"®((z + n)y) = ®((2)m(x),). Les polynomes de Pochhammer étant de type binomial,
nous pouvons ainsi écrire

O((2)n(2)n) = 2"((2 + 1)) = x”@(i (’]’Z) (n)k@)mfk) _ i Ay gk

avec Ay = (’z) (n), = (’z) (Z) k!. On remarque alors que pour k > 1, le coefficient

m(m-—1\n (n—1 mn(k—1)! fm—1Y\ (n—1
Ay = — — kl = ————
E\k—1)k\k—-1 k kE—1 k—1
appartient a (mn/p)Z, puisque p(k — 1)!/k € Z,. On obtient donc (avec le terme k = 0)

P(()m(x)y) = 2™ = ®((x)m4n) mod (mn/p)Zy[z]. Ceci démontre la premiere affirma-
tion et la deuxieme en découle par induction sur n > 1. [

Le résultat suivant a déja été utilisé dans [8], il améliore la deuxiéme assertion de la
proposition ci-dessus lorsque m = p.

Proposition 3. Pour tout entier n > 0 et tout nombre premier p, nous avons

(2P — x)" = (), mod (%)Zp[x].
PREUVE. Les polynomes f(z) = (z), et g(z) = 2P — = étant unitaires, de méme degré
et possédant les mémes racines dans Z/pZ, on a évidemment (x), = 2? — z mod pZ[z].
D’autre part, un développement de Taylor fournit f(z — kp) = f(z) — kpf'(x) mod p*Z[z]
pour tout entier k > 0, de sorte que

(@ = [T = kb = 1@ =922 i) oyt mod p2ial.

k=0

Au total, on obtient (x),2 = () mod (p*/2)Zy[x], c’est-a-dire (z)4 = (x); mod 2Z[x] et

(2)p> = () mod p*Z[x] pour p premier impair (ceci améliore légerement la proposition

2 qui fournit cette méme congruence modulo pZ,[z]). On conclut alors inductivement a
I’aide des deux propositions précédentes :

v v—1 v—1 v—2

(2P — )" = (a:)gp" = ((x)p)™" = (:L’)Zf = (;1:);31,’ = = (1)1 = (T)nprtt,
chacune de ces congruences étant valable modulo (np**1/2)Z,z]. O

En remarquant que (1 —z)(1 —2x)--- (1= (np—1)x) = 2™ (1/x),y, cette proposition peut
s’énoncer de maniere équivalente

(1—2)(1—22) (1 — (np— )a) = (1 — 2~ mod (%)zp[x].
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Elle admet en outre la généralisation suivante :

Proposition 4. On considere un nombre premier p, deux entiers m,n > 0 et un
polynome f(x) € Zy[z]. Si ord,(m) > 1, alors
mn

H f(z—km) = f(x)" mod <7>Zp[x].

0<k<n

PREUVE. La congruence est évidente lorsque ord,(n) = 0 (car elle est vérifiée modulo
mZsy,[z]) et des qu’elle est valable pour un entier n > 1, on a

bS]

np—1 p—1 n—1 -1

H flz —km) Hfo—lp—i—/{:) )= f(x—km)”mod( 5 )Zp[:c].

k=0 k=0 [=0 0

i

Si ord,(m) > 1, un développpement de Taylor permet d’écrire

F(z — km) = f(x) — kmf'(x) mod mpZ,[z],

p—1

et il suit que H flz —km) = f(x)P — f'(:c)f(x)p’lmz@ = f(x)? mod (mp/2)Z,|z].
k=0
Par la premiere proposition, on a alors

-1

(TT fa—km))" = (F@))" = f(2) mod (“52)Z,fal,

0

bS]

b
Il

ce qui démontre ’assertion pour I'entier np. [

Corollaire 1. En considérant f(z) = (x)m, avec ord,(m) > 1, on obtient
mn

() mn = H (x — km),, = () mod <7>Zp[x].

0<k<n

Avec m = p, on retrouve la proposition 3 (en utilisant la premiere proposition et le fait
que (), = 2P — x mod pZ,[z]).

Corollaire 2. Soit n un entier divisible par p premier et E(n) = (Z/nZ)* l’ensemble
des classes inversibles modulo n. Pour tout polynome f(x) € Z,|x], on a alors

H flz—k ( H f(z ) iy mod (g)Zp[x]

keE(n) kEE(p)

ot p(n) = #E(n) est la fonction d’Euler.
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PREUVE. Ecrivons n = Np” avec ord,(N) = 0 et v > 1. Par le théoréme chinois, on a

H flz—k) H H f(zx —ap” — bN) H H f:p—bN ) mod p"Z,[z]

keE(n) a€E(N) beE(p¥) a€E(N) beE(p

et comme N est une unité p-adique, il suit que
o(N)
H flz—k —( H fa:— ) mod p“Z,|x].
keE(n ke€E(p
Or la proposition ci-dessus montre que
pl/

H flz—k) H H f(x— —Ipr ) = H f(z —m)P mod (5)Zp[x]
keE(p¥) 0<I<pmeE(p meE(pv—1)
et par induction avec la proposition 1, il s’ensuit

P p P

H flz—k) E( H f(x—m)) E---E( H f(x—m)) mod (5>Zp[x].

keE(p¥) meE(py—1) meE(p)

On conclut alors avec la proposition 1 et la relation p(N)p”~! = ¢(n)/(p—1). O

Avec f(x) = x, on obtient la congruence de Bauer (théoreme 126 de [13]) :
[] (@& = (@' = 17"/ mod (g)zp[x]
keE(n)

pour tout entier n divisible par p premier.

2.7 Congruences

Nous allons établir une nouvelle congruence pour les polynomes de Bell, généralisant du
méme coup celles de Touchard, Radoux ([21],[22],[23],[8]), Comtet-Zuber ([8],[9]) et Carlitz
pour les nombres de Bell. Les trois premieres propositions de §2.6 joueront un role capital.

Nous désignons toujours par p un nombre premier quelconque, sans distinguer le cas p = 2
du cas p impair. La proposition 3 fournit avec la relation (%) de §2.2

(¥ — 2)" [(2)) = ¥((@)pf (2)) = &7 (@ + np)) = 2" D(f(x)) mod () Z,[a]

pour tout entier n > 0. Cette formule peut étre généralisée comme suit :

Théoreme 5. Pour tous les entiersn >0 etv > 1, on a

O((2" —2)"f(z)) = (2F + 4+ 2P )"®(f(z)) mod (%)Zp[x].
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PREUVE. Nous avons de maniére évidente

n

(prrpr 4 g +xpy+l)n‘1>(f(x)) = Z (k;

k=0

) x(nfk)p”"'1 (l‘p + :EPQ 4+ ;L'py)kq)(f(l‘))

En supposant que le théoreme est vérifié pour v > 1 et par le fait que
ord, (}) = ordy(n) —ord,(k) pour k=1,...,n,
on voit que ceci est congru, modulo (np/2)Z,[x], &

> (et e — ot s =030 (1) @ -0 @ )t p o)

=0 k=0

Comme (2P — z)" + (2/" — x) = 2”" — 2 mod pZ,[z], on a par la proposition 1
((z" —2)"" + (2" —2))" = (2" — 2)" mod npZy|z]
et le théoreme est ainsi démontré pour v+ 1. [

Pour tout polynéme f(z) € Z,[z], nous avons

B f()) = @((@ — o)+ ) @) = @( 3 (1) @ = @).

Par le résultat ci-dessus et le fait que ord, (}) > ord,(n) — ord,(k) (pour k = 1,....n),

on obtient, modulo (np/2)Z,[z], la congruence

O (2" f(x))

Xn: (Z) (" + a7 4 -4 27 )R f ().

k=0

Par exemple, en considérant f(x) = 2™, on trouve

Théoreme 6. Pour tous les entiersn,m >0 etv > 1, on a

Buinpe(2) = > (Z) (" + 27 + -+ 27 )" Byyon(x) mod (%)Zp[x].
k=0

Variante de preuve : le théoréeme découle de l'identité de Radoux (remarque 4 de §2.4)

Bin(w) = Y 75 (0" Bu(@)) (0 Bu(a)).

k>0
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du fait que 8*B,,(r) € k!Z[z] et du résultat suivant :

Théoreme 7. Pour tous les entiers n,k >0 et v =1, on a

O By (1) = S (" (2P + 2 + -+ 2"V B,_y(x) mod I Zy|z].
=50 (o ()2

PREUVE. Par la relation 0*® = ®V* et le théoréme 5, la somme de droite est

i (7;) (xp+:cp2+~ 2P ) (VR = @(i <Tll) (a:py—x)lvk:c"’l) mod <%>Zp[x]-

Grace a la proposition 1, nous pouvons remarquer que

(@ + 1" = (@+1))f(z+1) = (@ —2)'f(z)
(@ —2)'f(z+1) = (@ —2)'f(2)
(2P — 2)!'V f(z) mod IpZ,|x]

V(@ — 2)'f (@)

et par itération, on trouve V*((x¥" — ) f(z)) = (27" — 2)!'V* f(x) mod IpZ,[z]. Avec cette
constatation, nous obtenons

n

z": (?) (a? +a? 4 - a? ) BV ) = (I)Vk(z (?) (a7 — x)lx"*l) = V"

=0 =0

modulo (np/2)Z,[x], et Passertion est ainsi démontrée. [

En introduisant une nouvelle variable z, le théoreme 6 peut étre écrit plus simplement

d, (2" f(x)) = O, ((x + 2P + Pt 2P)" f(z)) mod (%)Zp[z]

pour tout polynéme f(x) € Zy[z]. Voici un énoncé équivalent :

Corollaire 1. Pour tous les entiers n,m >0 etv > 1, on a

n
n

Biin(z) = a <k> (1) *(a? 4+ 2 + - 4 27 ) " * B e () mod (%)Zp[x]

PREUVE. Soit A un anneau commutatif qui contient Z. La formule d’inversion binomiale
affirme que pour un élément « et deux suites (an)n>0, (bn)n>0 dans A, on a l'équivalence

a, = z": (Z) Q" *h, = b, = Z": (Z) (—a)" Fay.

k=0 k=0
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Avec les opérateurs de convolution, elle se reformule “a, = T°b, <= b, = T %a,” et
découle de la propriété ToT? = T°+#. On peut remarquer que cette équivalence est encore
valable si 'on remplace ’égalité par des congruences modulo (np/2).A. En effet, si on
suppose que ai = T%b;, mod (kp/2).A pour tout k > 0, alors, modulo (np/2).4, on obtient

(T~%a), = i (Z) (—a)"*ay = i (Z) (=)™ (T, = (T~°T°b),, = by.

Le corollaire est alors obtenu en considérant I’élément o = (2P + a4+ 2?") et les
suites a,(z) = Bpinpr (), bp(x) = Byn(x) dans A = Z,[z] (m et v sont fixés). O

On sait que les nombres de Bell vérifient une certaine périodicité dans tout corps fini
(Carlitz, [3]). Le théoréme 6 permet de généraliser ce fait.

Corollaire 2. Soient m,n >0, a€Z et w,=1+p+p*+---+p’~ . Alors

a"By,(a) mod (np/2)Z, si ordy(a) =0
Bpin(a) mod (np/2)Z, sip divise a

Brinw, (@) = {

PREUVE. Un entier a € Z étant fixé, le théoreme se formule (avec la proposition 1)

v n
O, (2" f(x)) = Pu((z + va)" f(z)) mod (7P>Zp,
ce qui nous permet d’écrire B, ynw, (a) sous la forme

O, (z" 2P P ) = P, ([z(x +a)(z+2a) - - (x4 (p — 1)a)]"2™) mod (%)Zp.

— Si p ne divise pas a, alors x(z +a)--- (z + (p — 1)a) = 2P —  mod pZ[z| car les deux

polynémes sont unitaires, de méme degré et ont les mémes racines dans Z/pZ. Par la

proposition 1, on obtient (z(x +a)---(x + (p — 1)a))" = (a? — )™ mod npZ,|x] et donc
O, (™) = B, (2P — 2)"2™) = a Py (2™) = a™ B,,(a) mod (%)ZP.

On conclut alors par le petit théoreme de Fermat (et la proposition 1).

— Si p divise a, alors (z(z +a)(x +2a)--- (x + (p — 1)a))" = 2™ mod npZ,[z], et donc

By (7 70) = Dy ("75™) = Byyynpla) = Z (i) " Brsn-sla) mod ()2,

Pour k& > 0, on a a*” = 0 mod kpZ, (proposition 1) donc (}) a*” = 0 mod npZ,, ce qui
nous permet de conclure également dans ce cas. [

Ainsi, si a n’est pas divisible par p, la suite (B, (a))m>o0 est périodique (modulo p) et la
période divise nw, ol n est 'ordre (multiplicatif) de a dans Z/pZ.
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Congruences pour les polynémes de Bell

Soit p un nombre premier impair et w, =1+ p+p*+ -+ p?~1. Alors

1) Bipnpr () =

\E

<Z> (2P + 27" 4 -+ 2”)V" B, (2) mod npZ,[x]
0

T

n
2) Bm—l—np(x) = (k)) x(n_k)me—Hc(x) mod anp[x]

k=0
3) B (a) = a"By,(a) mod npZ, si ord,(a) =0
)T\ Bugm(@) mod npZ,  si p divise a

n

4)  Byla) (Z) 2" 9P By () mod npZ,[x]

bl
o

5)  Buip(a) = (a7 + 17 4+ 27 ) Bu(w) + By (2) mod pZ[r]

6) Bpip(x) = 2P By (x) + Bpya(x) mod pZx]

Congruences pour les nombres de Bell

1) Biinpr = Z (Z) V" *B,,,x mod npZy,
k=0

) Binp = Z <Z) B+ mod npZ,
k=0

3 Carlitz : Biinw, = Bp, mod npZ,

4"y Comtet — Zuber : By, = B,4+1 mod npZ,

5")  Radoux . Bmypr = Big1 +vB,, mod pZ

6') Touchard . Bm+ip = By + By mod pZ
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2.8 Lecasp=2

Le théoreme 6 est valable modulo nZs[z| lorsque p = 2. On perd donc un facteur 2 par
rapport aux congruences obtenues modulo npZ,[z] lorsque p est un premier impair. Notre
objectif est de récupérer ce facteur et établir des congruences modulo 2nZs[z]. Afin de
simplifier les énoncés, nous introduisons tout d’abord une nouvelle notation : Pour deux
entiers k > 0 et n € Z, on pose

n sin est divisible par k,
§e(n) =

0 sinon.

On a évidemment &(—n) = —&x(n) et la moyenne
i) = 3 3 6u(n) = L60) + Gl + 60 (0)

fournit le nombre de diviseurs (positifs) de n. Lorsque p = 2, la proposition 3 (qui tient
une place importante dans la preuve du théoréme 6) se formule de la maniere suivante :

Proposition 8. Pour tout entier n >0, on a
(22 — 2)" = (2)2n + E2(n)(2)2n—2 + E4(n)(2)2n—s mod 2nZy[x].

PREUVE. On a 22 — x = (), et on vérifie que (22 — x)? = (1)4+ 2(x)2 mod 4Z[z]. Par les
propositions 1 et 2, on trouve alors

(2? — ) = ()4 + 2(2)2)? = (2)] + 4(2)4(2)2 + 4(2)5 = (2)s + 4()s + 4(x), mod 8Z[z].

On continue de démontrer la proposition pour les puissances de 2 en procédant par induc-
tion sur v = ords(n) = 2. A nouveau par la proposition 1, on a par hypothese

(2% — x)QV+1 = ((:E)QVH + 27 ((z)gr+1-2 + (x)2u+1_4)>2 mod 2" 27Z[x]
et comme 2% est divisible par 2“2 (puisque v > 2), on peut écrire
(22 = 2)"" = (@)21 + 271 (@) grnr (%) grs1 o + (2)2v+1_4) mod 2"*Z[z].
La proposition 2 fournit alors
(22 — )" = (2)gvre + 277! ((2)aw+2_2 + (2)av+2_4) mod 2" ?Z[z]

et 'assertion est a fortiori vérifiée pour toute puissance de 2. Pour conclure dans le cas
général, on considere un nombre n impair et la proposition 1 qui donne

(2% — )" = ((2)gr+1 + &(2°)(@)gv+1-9 + &4(2V)(2)gv+1-4) " mod 2" Zy[x].
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Comme les produits £(2)&(2Y), £2(27)€4(27) et £4(27)€4(27) sont tous divisibles par 2v*!
(quel que soit v > 0), il suit

(2 — )" = (2)5or + (@) 524 (£(29) (@) av+1- + €4(27) (2)av+1_4) mod 2T Zsx].

Finalement, la proposition 2 (avec les relations n&y(2Y) = &(2"n) et n&4(2) = £4(2Vn)
pour n impair) montre que

(2% — )%™ = (@) gor1p + E2(27N) (3)gvt1 o + £4(20) (2)gv+1—s moOd 27T Zy[2]
et la proposition est completement démontrée. [
A Taide de la relation (%) de §2.2, il suit immédiatement que
(2% — 1) f(2) = (82" + & ()2 + &4(n)a*)@(f(x)) mod 2nZ[a]

pour tout polynome f(z) € Z[z| et tout entier n > 0. En appliquant cette congruence a
P m+2n ) 2 namy — & (n> 2 . N\k,mi+n—k
(272 = B((2® — 4+ 2)"2™) Zk(x )k ,
k=0
on obtient finalement le

Théoreme 9. Pour tous les entiers m,n = 0, les polynomes de Bell vérifient

Brion(z) = Z <Z> (2% + &(B) 2?2 + &4(k)2®* ) Brgn—i(z) mod 2nZ,[x].

Nous pouvons simplifier ’expression de droite en étudiant modulo 2nZs[x] la somme

Sman(@) =Y () (€(R)7* 2 + Eu(K)a™ ) B yni(a).

k=0

I s’agit du “terme correctif” qui doit intervenir dans la congruence 2) de §2.7 lorsque
p = 2. Comme il est nul pour n = 0 et n = 1, on considérera pour la suite n > 2. Les
termes non nuls de cette somme sont obtenus sur I’ensemble d’indices E = {k pair > 0} :

nn—1) (n—2 _ _
Sunle) = 30 P (17 2) (@0 + €0 B,
keE
Si k est pair, alors k — 1 est une unité dans Z,, 1/(k — 1) = 1 mod 2Z,, et donc

Sman(z) =n(n —1) Z (Z : ;) (372'“’2 + @x%‘l) Biin—k(x) mod 2nZs|x].
kelE
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On voit déja que Sy, »(z) = 0 mod 2nZs|x] lorsque n est impair et les congruences 2)4)6)2’)
47) et 67) de §2.7 restent valables pour p = 2 dans ce cas.

Lorsque n est pair, on a n(n — 1) =n mod 2n (car n — 1 = 1 mod 2) et on peut écrire

n—2 l
Smn(T) = nz (2l B 2) (:c‘“*z + 527()1,414) Biin—o(x) mod 2nZs|x]
I>1

ou encore, par le théoreme de Lucas,

Smn(T) =n Z ((nl__Qi/Q) (:c‘“*z + 5QT(Z):C‘“‘l) Biin—2(x) mod 2nZs|x].
1>1

Il ne semble pas évident de trouver un énoncé plus facile mais en considérant = = 1, les
calculs deviennent beaucoup plus simples.

Théoréme 10. Modulo 2nZ,, les nombres de Bell vérifient (pour tout entier m > 0)

~(n n  sin est pair et m # 2+ [n/4] mod 3
Bm+2n_2( >Bm+kESm7n(].)E{ p §é [/]

= 0 sinon

PREUVE. Par ce qui précede, on peut supposer que n est pair et le théoreme revient a dire

que la somme
S =3 (n—2)/2 & (1)
e~ ( -1 ) (14277 Basaca

>

est paire uniquement si m = 2 + [n/4] mod 3. Dans cette somme, les indices [ pairs four-
nissent des termes pairs, de méme que si m+n— 2l = 2 mod 3 car la formule de Touchard
(valable pour p = 2) montre que By € 2Z uniquement si s = 2 mod 3. L’ensemble des
indices “intéressants” est donc F' = {l impair # 2m + 2n — 1 mod 3} et le théoreme de
Lucas donne

S = ; <(nl_—21)/2> _ ; ([((7;_—12))//;1]) _ k; ([(" _k;2)/4]) mod 2

avec G ={k : k# m+n —1 mod 3}. Le lemme suivant montre que la derniere somme
est paire uniquement si

-2 —2
mEZ[n4 }—n+1£2<[n4 ]+n+2) :2[571;6} mod 3,

c’est-a dire ssim = 2+[n/4] mod 3 comme on le voit en testant les classes n = 0,2, 4,6, 8, 10
modulo 12 (il est clair que la classe de 2 [%] modulo 3 ne dépend que de la classe de n
modulo 12, et on a supposé que n est pair). O
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Le résultat utilisé dans la preuve du théoreme est :

Lemme. La somme o(i,n):= Y.  (}) est paire uniquement si i = 2n mod 3.

k%t mod 3

PREUVE. Soit £ une racine primitive 3-ieme de 'unité. Alors Fy[¢] = {0,1,£,62 =€+ 1}
est une extension galoisienne (de degré 2) de 5. Le groupe de Galois est engendré par
'automorphisme de Frobenius o —— o2 et la trace est donnée par

Tr : Fy€] — Fy, a0 — a + o

Comme £* = 1, la trace de £* ne dépend que de la classe de & modulo 3, mais on a
Tréf=Tr(l) =0, Tré =+ 2 =1et Tré2 =2+ =¢€2+ € =1, ce qui se résume par

Teeh — { 0 sik est divisible par 3,

1 sinon.

Ainsi dans Fy, on voit que
> ()= () me = (2 ()€ ) =mie g =g
k#i mod 3 A k

est nul uniquement lorsque 2n —¢ =0 mod 3. [

Nous avons adapté et généralisé un raisonnement de O. Hadas qui établit dans [12] I’équi-
valent de la congruence de Comtet-Zuber dans le cas p = 2. Il travaille avec 1'algebre de
Weyl dont nous avons parlé dans §2.3, mais pour notre part, il suffit de considérer m = 0
dans le théoreme ...

Corollaire (Congruence a la Comtet-Zuber pour p = 2) Modulo 2nZ,, on a

5 _{Bn+1+n sin=0,2,8ou 10 mod 12
2n —

B sinon

2.9 Polynoémes de Bell généralisés

Les polynomes de Bell a deux variables définis par A. Mazouz [20] sont

Bu(w,y) =3 () v " Bula) = T"Bu(a),
k=0
On remarque que B, (1, z) est le n-ieme polynoéme de Bell-Carlitz (noté BE(z) dans [9]), que
B, (x,0) est le n-ieme polynome de Bell B, (x) et que les nombres de Bell peuvent s’écrire
B, = B,(1,0), B,y+1 = B,(1,1). Nous pouvons établir quelques congruences intéressantes :
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Proposition 11. Pour tous les parametres m,n, i = 0, v > 1 et a € Z, les polynomes
de Bell-Mazouz vérifient

]') Bnp”(l‘ay) = Bn(ZL',l‘p + "L‘p2 +- 4+ :L‘py + ypy) mod (%)Zp[x’ y]

n

2) By (a, pa) = Z <Z) (va)" % B yx(a, pa) mod (%)ZP.

PREUVE. On remarque tout d’abord que B, (z,y) = ®((z +y
agissant sur la variable x). D’autre part, il est clair que (z + )
et la proposition 1 montre que

)™) (I'application linéaire ®
P = (2P 4 yP) mod pZ,[z,y]

v—2

(x +y)™ = (aF + yp)"pk1 = (:L’p2 + yp2)"p == (2 +¢")" mod npZy|z, yl.

On peut ainsi écrire B, (z,y) = ®((x + y)™") = ®((2?” +y?")") mod npZ,[z,y] et par le
théoreme 6, il en résulte modulo (np/2)Z,[z, y]

n

By (x,y) = (I)( i (Z) y("—k)P”xkp”> = q)( (Z) y(n—k)p” (x+ 27+ -+ Zp”)k)

k=0 k=0

Y
Z=T

c’est-a-dire Bypv(x,y) = <I>((x 4P 4 2P 4 yl’”)") = Bp(z, 2P + -+ 27 4+ y?").

Z=T

La deuxieme assertion s’obtient également avec le théoreme 6 :
B (0, 10) = B (&4 1™ ) = &y (e (& -+ ua)™) = B, ((x +va+ pa)" (w + ua)”)
chacune de ces congruences étant valable modulo (np/2)Z,. O

Remarques : La premitre assertion fournit B, (z) = BS(v + 2?") mod (np/2)Z,[z] et
avec v = 1, on retrouve une congruence de type Comtet-Zuber établie dans [9]. Quant a
la deuxieme, elle généralise la congruence 1’) pour les nombres de Bell (prendre a = 1 et
i =0), et donne en particulier B,,»(a, pa) = By (a, (v + p)a) mod (np/2)Z,.

2.10 Nombres de Stirling

Les polynomes de Bell a indices positifs sont des fonctions génératrices ordinaires de nom-
bres de Stirling de deuxieme espece, alors que ceux a indices négatifs sont des fonctions
génératrices paraordinaires de nombres de Stirling de premieére espece (voir §2.3). Les con-
gruences qui mettent en jeu les polynomes de Bell permettent donc d’obtenir des congru-
ences entre les nombres de Stirling des deux especes.
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Par exemple, pour m > 0 et p premier impair, la congruence 5) s’écrit
m~+pY m m+1
m 4+ p¥ i {m} itp i+p? Hp m+1 ;
E = E E d pZ
i=0 { i }x i=0 ‘ S Foret ‘ 7o vl

et si 'on compare les coefficients devant ¥, on trouve

0 T (L T R WY ST OO L P

en rappelant que ;} est nul si j < 0 <7 ousij> i En utilisant la relation {JZ} = [*Jf],

—1

/—/H

on obtient pour 0 < m < p” :

e N R v B A

(on retrouve évidemment ce résultat si 'on écrit la congruence 5) en développant des

polynémes de Bell a indices négatifs ... ) et comme [;} estnulsij<0<iouj>1ona
p’—m k 5
= mod pZ pour tout k,m=20,1,...,p".
pr —k m

Dans une certaine mesure, on peut améliorer ce résultat a 1’aide de la congruence 2). Pour
m > 0, elle s’écrit

e m + np - n w m+j
. T = _ , =P mod npZ,[x]
S ()" p

et en comparant les coefficients devant z*, on trouve

(R O -5 O e

Avec n = p”, on obtient en particulier
{pu—l—l_m} pY (py) { pu_m_j } q V+1Z
= E , _ mod p .
prtl— k ~\J P —k— p

Si0<k-m<p—1,onap’t—k—jp>p’—m—jpourtout j=0,1,...,p" —1 (car
pr=p etk -m=p'(1-p)+tk-m<(1-p)(p'—1)<(1-p)j=j—jp) et donc

Pt —m —m k .
{p"“—k:}z{—k}: [m] mod p*™'Z (v = 0).

On retrouve ainsi un résultat de [8].
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2.11 Congruences de Radoux

Dans [22], C. Radoux établit qu'une période de la suite (B,),>o (mod p) comporte
- une séquence (maximale) de p — 1 zéros consécutifs,

- une séquence de p nombres identiques consécutifs non nuls.

Dans [24] et [25], il localise exactement les deux séquences et N. Kahale les retrouvera quinze
ans plus tard dans [18]. Le calcul ombral permet de généraliser facilement ces résultats.
Dans ce paragraphe, nous considérons un nombre premier p # 2.

Proposition 12. Pour 7, = (p* —w,)/(p—1) =1+ 2p+3p*+-- -+ (p— 1)pP"2, on a
B.yw=B=---=DB,,,1=0 mod pZ

p

—1
alo/r's que BTp = (_1)(p2+4p75)/8 (—)' mod pZ

PREUVE. L'opérateur ¢ = ®; permet d’écrire B, = p(x™) = ¢(f(z)) avec
fl)=2(x+1)*(x+2)° - (x+p—2)P"

Pour tout entier n > 0, on a (), = (v + n), mod pZ|z] et donc (toujours modulo pZ[z|)

(@)pflz4+n+1) = (x+n+p—1),f(e+n+1) = (z+n+p—1)Pf(z+n)
= (@+n—1f(x+n) = [(2),+z+ (n—1D]f(z+n).
En appliquant ¢ = @y, il vient alors (grace a (x) de §2.2)

p(flz+n+1)=e(f(@+n) +e(fz+n+1))+(n = 1De(f(z +n)) mod pZ

ou encore ny(f(zx+mn)) =0 mod pZ. En particulier, on a ¢(f(x+n)) = 0 mod pZ chaque
fois que l'entier n est inversible modulo p. On en tire que

Boen = (3 {1 @t @) = {1 Y et@nt@) = 3 { ! Yolsta+ b

est nul (modulo p) lorsque n = 1,2,... ,p—1. La congruence de Touchard permet d’étendre
ce résultat pour n =p+1,p+2,...,2(p — 1) et montre que

B 1p=B;, + B;,+1 = B;, mod pZ.

On voit ainsi que les matrices (de taille p X p)

B B o Bou B, 0 o
Brp—i—l BTI.,—I—Z B’rp—l—p t 0
0

BTerp*l BTp+P e BTP+2(p*1) 0 B, 0
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sont congrues modulo pM,,(Z) (c’est-a-dire que les coefficients correspondants sont congrus
modulo pZ). Le déterminant de la premiere matrice est, modulo pZ, celui de la matrice
de Hankel H, 1(1) (on applique la congruence de Touchard a la derniere colonne, on
ramene cette colonne en premiere position, sans changer le signe puisque p est impair, et on
continue inductivement), alors que le déterminant de la deuxieme matrice vaut exactement
(-1)®»=D/2B_ . Au total, on a donc

—1
Bw;z(_1yv4v2¢xf@,x1)z(—qyf+@*aﬂ(?7?—)!Inodpz
et la proposition est ainsi démontrée. [

De nouvelles séquences intéressantes peuvent étre obtenues en permutant de maniere cy-
clique les digits dans l’expression p-adique de 7, : formellement, on considere ’application

01 ag+ap+ ap’ + -+ ap 1P’ = an + asp + asp’ + -+ ap 1 pP T+ agp”
Il s’agit d’une permutation sur 'ensemble {0,1,...,p? — 1}, qui admet pour points fixes

les multiples de w, =1+ p+p*+ -+ p?~! (modulo p? — 1).

Théoréme 13. Considérons un entier m € {0,1,...,p — 1} et posons 7,(m) = c™7,.
Alors pourn=20,1,... ,p—14+m, on a la congruence

B (m)4n = {;:L} B;, mod pZ.

PREUVE. Le nombre 7,(m) a été “construit” de maniere a respecter la congruence
By m)+n = gp(az”””(m)) = (2" f(x —m)) mod pZ

avec f(z) = z(z + 1)*(x +2)*- - (z + p — 2)’"! comme dans la preuve précédente. En
développant x™ dans la base de Pochhammer, il vient

Bomn = 3 { Y ol@nsto—m) = {1 Yolsta+ k= m)).

Or nous avons montré que ¢(f(x + k —m)) = 0 mod pZ chaque fois que kK — m n’est pas
divisible par p. Par choix de m et n, il n’y a qu'un seul terme ¢(f(z 4+ k —m)) intéressant
(i.e. a priori non nul modulo p) dans la somme ci-dessus : il est donné pour k =m. O

Avec m = 1, on obtient une séquence explicite de p nombres identiques dans la suite des
nombres de Bell modulo p : comme {(1)} =0et {?} =1 pour n > 1, on trouve

Brp(l) =0 et Bfrp(l)-i-l = BTp(1)+2 =...= BTp(1)+p = BTP mod pZ
En prenant m = 2, on trouve de méme
B2 =0 et By 2)4n = (2t — 1)B,, mod pZ pourn=1,... ,p+ 1

_ m(m+1) B’T

Pour n =m 41 avec m € {0,1,... ,p—1}, on a B m)4ms1 = 5 mod pZ.
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2.12 Fonction génératrice ordinaire

Pour préparer le prochain paragraphe, nous établissons une congruence pour la fonction
génératrice ordinaire des polynomes de Bell [3] et montrons que cette derniere est “com-
patible” avec le prolongement des polynomes de Bell aux indices négatifs établi dans §2.3.
Par définition, cette fonction génératrice est donnée par

=Y Bu(x)2" =1+ <I><xzz (562)">

n>0 n>0

en rappelant que ® agit sur x mais pas sur z. Avec la propriété (x) de §2.2, il vient alors

F(:U,Z):1+xz®(z((x+1)z)"):1+xzq)(1;)

— 22— Xz
n>0

(apres avoir reconnu une série géométrique) et donc

Fla,z) =1+ 1x—zz (I)(l —xz/l(l —z)) =1t lx—zz ©<Z>:O (lx—zz>n>

nz

Ceci peut se résumer par la relation
F(z,2) = 14z - h(2)F(x, h(z))

10
-1 1

ou h(z) = 1 © st I'homographie de matrice ( ) Les composées de h(z) sont

—Z

h*(2) =

- et pour tout entier m > 1, on établit par induction
—kz

F(z,z) = 2 2P h(2)h3(2) - hF(2) + 2™ h(2)R*(2) - - - K™ (2) F (2, h™(2)).

Comme h™(z) = z mod mZ,|[z]], on obtient modulo mZ,|x][[z]] (apres avoir réarrangé les
termes dans la somme)

) = xm YFR()R(2) - R ) F amh(2)R2(2) - TN (2) 2 F (x, 2)
et donc (1 —2)(1 —2z)---(1 — (m — 1)2)F(x, z) est congru (modulo mZ,|x][[z]]) &
- [(2)" " (1 + k)1 + (k= 1)2) - (1 + 2)] + (z2)"F(, 2).

3

i

Le cas ou m = np avec p premier est particulierement intéressant car la proposition 3 (ou
plutot 'énoncé équivalent qui en suit la preuve) affirme que

(1—2)1—22)-(1—(nmp—1)2) = (1 — 221" mod (Zp)zp[z].
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Tout ceci conduit finalement au

Théoréme 14. Modulo (np/2)Z,[x][[z]], la fonction génératrice F(x, z) vérifie

3

(1=2"1" = (z2)")F(z,2) = (22)"P 1R (1 4+ 2) (1 + 22) - (1 + k2).
k=0

Le terme de droite est un polynome de degré np—1 en z. Ainsi, en comparant les coefficients
de 2™t (avec m > 0), on voit que

“/n " B np
> () (U Busnp-sp(@) =2 Bu(a) = 0 mod ()2, [x). (+)
k=0
D’autre part, les nombres de Stirling de premiere espece permettent d’expliciter
k+1
k+1
(I+2)(1+22) - (L+kz) =) { 7 ] P
1=0
et en comparant les coefficients de 2"~ (avec m > 0), on trouve
“/n LTk np
Z <k:) (=1)*Byp-m—sp-1)(2) = Z [m] 2™~ mod <7)Zp[:v]
k=0 k=0

(en rappelant que [:J est nul si 0 < k < m). Dans cette derniere relation, on peut exiger
que 0 < m < n pour s’assurer que les indices np — m — k(p — 1) qui interviennent pour

k =0,...,n solent tous positifs. On montre alors que ["fi:l] € (np/2)Z, pour tout | > 1
(et m=0,1,...,n) simplement en comparant les coefficients dans la congruence
! np + 1
(8 = a0 = (oo = ) = (@t = 3 | "] (2t
m=0
modulo (np/2)Z,[x]. Il en résulte que la suite ( [:J )k>o converge p-adiquement vers 0

lorsque k — oo et que (pour 0 < m < n)

i [ § } 2k = g > [ 7’:; } 1 = 2B (@) mod () Z,[[e7])

m
k=0

La congruence (x) ci-dessus est donc valable modulo (np/2)Z,[[z,z~']] lorsque m > —n,
ce qui n’est pas étonnant puisqu’elle traduit le fait que

70(x") = &((@)p(@ — np)™) = O((2” — 2)"a") mod () Zl[e, 7]
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grace a la relation (%) de §2.2 et la proposition 3. Elle fournit la limite (& considérer au
sens p-adique)

n

. _ n k
Bu(w) = lima™ )" (k) (=1 Bonsmp—r(p—1) ()

k=0
et les polynomes de Bell ont été prolongés a des indices négatifs de sorte a respecter
cette relation. On peut ainsi considérer des entiers m < 0 dans les congruences établies

(en remplagant Z,[z| par Z,[[z,z~']]). Par exemple, la congruence de Carlitz montre que
B, = lim B, +» pour tout m € Z.

n—-">0

2.13 Sur les traces de Barsky-Benzaghou

Dans ce paragraphe, nous généralisons la ” formule de trace” de D. Barsky et B. Benzaghou
[4], valable pour un nombre premier p impair. Nous venons de montrer (théoreme 14) que
la fonction génératrice ordinaire F'(x, z) vérifie (pour p premier impair)

np—1

(Q=z""H" —(z2)") F(z,2) = Z (22)" 7R (14 2)(1+22) - - - (1 +k2z) mod npZ,|[z][[z]].

En particulier, pour une unité p-adique a € Z, on obtient

F(a,z) = ga,j(z) 73_:1 P (% + 1) (% + 2) e (% + k:) a"" % mod npZ,|[]]

avec gon(2) = (1—2P71)"—a"2". Cette congruence se traduit par une égalité dans 'anneau
2, [[A) /b2y 1] = Aupll2]) avee Auy = Z,/npZ, = Z/p 1L si ordy(n) = v.

Le polynome g,,(z) admet np racines distinctes dans une extension A assez grande de
A,p, au méme titre que son polyndme réciproque g, ,(2) = 2" gon(1/2) = (2 — 2)" — a™.
Plus précisément, si 9 est une racine fixée de g;1(z) = 2P — z — 1, alors modulo npZ,[] les
racines de g,n(z) sont ad, ad + 1, ..., a¥ + (np — 1) : la proposition 1 montre en effet que

Gan(a¥ + k) = [(aﬁ + k)P — (a¥ + k:)}n —a" = [(aﬁp + k) — (a + k:)}n —a" =0.

L’anneau A, = A,,[V] contient toutes les racines de g,,(2) et on vérifie qu’il contient
également toutes celles de g, ,(z) puisque a est une unité dans Z,. Nous avons ainsi dans
Ay l[2]] la décomposition

F(a,z) = Z Mai(g) avec fig,(0) = lim (2 — 0)F(a, 2).

V4 z—0
ga,n(0)=0
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On peut expliciter dans A, ) les coefficients
np—1

R Zenp 1( )(%+2>...(%+k)anﬂk

mais comme (af)™ = (1 — 671" et g, (0) = n(1 — 6P~")" 710"~ pour toute racine de
Gan(2), il suit

,uan

o= 55 ) ) G

Ceci nous permet d’exprimer (toujours dans A;, )

. FM(q,2) Lhan(0) .
Bim(a) = zlinoT T 9;n+1 - Z 0 H/”L“v"(l/‘g)
ga,n(0)=0 Fa,n(8)=0
sous la forme
epfl 1 np—1
o> 0O+ 1)(O0+2) (O +E)a
Fan(6)=0 (L

En remarquant que, dans A, toute racine de g,,,(2) peut s’écrire af) ol § est une racine
de g1,(2) = (2 — 2)™ — 1, on arrive finalement au

Théoréme 15. Pour toute unité p-adique a € Z, on a dans Zy[V]/npZ,[V)

By(a) = — Z(ae)mWT_l % 00 +a (O +2a7") - (0 + ka™b),

k=0

la premiére somme portant sur les racines 8 du polynome g,(2) = g1.,(2) = (2P —2)" —1.

Remarque
Dans A7, toute racine de g,(z) = (2# — 2)" — 1 vérifie 0" = (6 4 v)" pour tout entier
v > 1. En effet, dans Aj; , ces racines sont exactement o, 0 + 1, ... ;0 +np — 1 ou ¥ est

une racine fixée de g;(z) = 2P — z — 1. La proposition 1 montre alors que
W+ 0" =W+ D" =@+ (1+1)""" mod npZ,|[V]

et par itération, on obtient (J 4+ )" = (9 + (I +v))" mod npZ,[¥]. O
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Conséquences
1) Pour toute racine de g,(z) et tout entier v > 1, on a dans Aj

n

(@)™ = (a0 +v)" =Y () (va)"™*(ad)"

k=0

" /n
et par le théoreme il suit B,y (a) = Z <k
k=0

deux termes sont des entiers, cette congruence est valable modulo npZ,. Nous retrouvons
ainsi la congruence 1) (pour les polynomes de Bell) évaluée en = = a.

) (va)" "By, (a) mod npZ,[¥]. Comme les

2) Par la remarque ci-dessus (et les propositions 1-4), toute racine 6 de g,(z) = (2 —2)"—1
vérifie dans A%,

1=(0"—0)" = ((0),)" = (00 +1)---(0+p—1))" = (0-67---6"")" = 6.

Le nombre w, = 1+ p + p*> + -+ + pP~! apparait ici de manitre naturelle et comme
a™r = a™ mod npZy,, le théoreme donne B4y, (a) = "By, (a) mod npZ,[d]. On retrouve
ainsi la congruence 3) dans le cas ol ord,(a) = 0.

Un cas particulier intéressant

La “formule de trace” est obtenue en considérant n = a = 1. Nous désignons toujours par ¢
une racine fixée de g1(2) = 2# —z—1. Dans ce cas, Ay = Ap[J] = F [0] = F)[z] /(2P —2—1)
est une extension cyclique de F,, (= A,) de degré p. Il s’agit d’une extension galoisienne de
type Artin-Schreier, dont le groupe de Galois Gal(F,[V] : F,), isomorphe au groupe additif
Z]pZ, est engendré par I’automorphisme de Frobenius : F,[0] — F,[0], o+ a?.

Le théoreme montre que dans [F,[J], on a

Z o 129 0+1)0+2)---(0+k)= Z o 1Zgl+p+p+ +p¥

or=6+1 0P=0+1
L’exposant de # dans la deuxieme somme est 1 + p + p?> + --- + pF = p(k%l)l_l et par la
congruence de Carlitz, seule sa classe modulo w, est intéressante. Nous allons montrer que
p — 1 est inversible modulo w,, et plus généralement

Lemme. Sin > 1 est inversible modulo p, alors p™ — 1 est inversible modulo w, et son
wmverse admet le développement p-adique

o+ a1p + a2p2 4+ -+ ozp,lpp_l

ou oy, € {0,1,...,p— 1} vérifie nay, = k+ 1 mod p (en particulier a,—y = 0).
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PREUVE. Comme (p — 1)w, = p? — 1, seule la classe de n modulo p est importante et on
peut supposer que 1 <n < p—1. Le polynome cyclotomique w(z) = 1+x+2?+- -+ P!
est le polynome minimal de chacune de ses racines (en l'occurence les racines primitives
p-itmes de 'unité). Il n’a donc aucune racine commune avec le polynéme z" — 1 et lui
est relativement premier dans Z[z|. Par Bézout, on conclut alors que w(p) et p™ — 1 sont
relativement premiers dans Z et donc que p" — 1 est inversible modulo w,. Pour expliciter
son inverse, considérons maintenant le polynome

P 1N/ p—1 _
T(x):w'(x):1+2x+3x2+---+(p—1)x1’_2:(x ) _pr w(:c)

z—1 r—1
Nous avons alors

PN (" = 1) =" (e p Y —w(p™)) = p" = p"w(p") = 1 mod w,

compte tenu du fait que p™ =1 mod p” — 1 et que
wp) =1 +p"+p" 4+ pP I =14 p PP = w, mod PP — 1.
Modulo wy, I'inverse de p" — 1 est donc
P = p T 2 T 3 T e (p— 1)p T
et le développement p-adique s’ensuit en comparant les coefficients. [

Dénotons par 7, = 7(p) = 1 +2p +3p® + -+ + (p — 1)pP~2 Pinverse de p — 1 modulo w,,.
Par ce qui précede, on peut alors écrire (dans IF,[¢])

1
Z gm— 1— TPZGTP(HU Z g 1- Tppz 9_'_(k_'_1))rp

3(0)= 3(0)=0 k=0

La deuxieme somme » (6 + (k + 1))™ ne dépend pas de la racine 6 considérée puisqu’elle
vaut D oz 07 = Tr(J™) ou Tr : F,[J] — F, désigne la trace de F,p[J] sur F, que
I'automorphisme de Frobenius permet de définir par Tr(a) = a+ o + -+ + a?'. On
obtient ainsi simplement

B, = —Tr(9" ") Tr(¥™) (dans F,).

Par exemple, comme 97! est racine du polynome 2P + 2P~! — 1, on a Tr(9~!) = —1 et
en prenant m = 7, dans la relation ci-dessus, on trouve B, = Tr(¥») dont on connait
la valeur dans F, = Z,/pZ, grace a la congruence de Radoux (voir §2.11). Nous pouvons
résumer tout ceci comme Barsky et Benzaghou [4] :

Théoréme 16. Soit p un nombre premier # 2, ¥ une racine de g(x) = ¥ —x — 1 et
T =1+2p+3p*+---+ (p—1)p*~ 2 Alors B,, = —Tr(¢"'"™)B, dans F,.
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Le théoreme 13, qui généralise les résultats de Radoux (proposition 12), se retrouve a partir
de la formule de trace et du résultat suivant :

Proposition 17. On a Tr ((19)n_1) = 0 chaque fois que p ne divise pas n > 1. De
méme, si on peut écrire n = ng +mp + -+ + ny,_1pP~ ' (mod w,) avec une somme de
digits Sp(n) = ng +ny + - - - + n,—1 inférieure ou égale a p — 2, alors Tr(¥™) = 0.

PREUVE. La relation évidente (9), = (0 —n+n)- (0 —1)p1 = (0 — 1) +n(d — 1)1
montre que Tr ((¢),) = Tr (¢ —1),) + nTr ((¢ — 1),-1) et on conclut en remarquant que
Tr (¢ — 1)x) = Tr ((¥)x) pour tout entier k& > 0. La deuxiéme assertion provient alors
simplement du fait que ¥ = 9™ (J 4+ 1)™ -+ (J 4+ p— 1)"-! peut étre écrit dans la base de
Pochhammer sous la forme ag + a1 (9)1 + -+ - + ag,m) (V) s,). U

La proposition montre en particulier que Tr(9") est nul pour n =0, 1,... ,p—2, et fournit
ainsi la séquence des p — 1 zéros consécutifs dans la suite des nombres de Bell modulo p.
De maniere plus générale, en reprenant les notations de §2.11, on peut remarquer que

m(m+1) — 7,(m) = —p* ™! mod w,
(il suffit de le vérifier pour m = 0). Ainsi, pour m =0,1,... ,p—1,on a
T(m) =Ty =w, —pP " =P P = T p P+ pP ™ mod w,

et on pose par commodité s = p — m — 1. Le théoreme 13 découle alors de la formule de
trace et du fait que

Tr(ﬁn+p+p2+~~~+ps) = _ { n } = — { " } mod pZ,
p—1—s m
pour tout s € {0,1,...,p—1} et n € {0,1,...,2p — 2 — s} (autrement dit pour tout
me{0,1,...,p—1}etne{0,1,... ,p—1+m}.
PREUVE. En développant 9" dans la base de Pochhammer, on obtient

n

Tr(ﬁn+p+p2+---+ps) _ Z { . } Tr(ﬁp+p2+---+ps (D))

k=0

et comme 9 = + [ dans F,[9], on peut écrire

Tr(ﬂn+p+p2+...+ps> _ Z {Z} Tr((ﬁ + 1)(19 + 2) .. (19 + S) (ﬁ)k)

S {1 T+ 5)00) = 3 {0} me(@)0).

Par choix de n et s, la proposition 17 montre que toutes les traces intervenant dans la

somme ci-dessus sont nulles sauf éventuellement pour £ = p — s — 1 = m, auquel cas
Tr((9)spp) = Te(r " ) =Te(@ 7 ) = Te(W+p— 1)) =Te(0") = -1. O
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2.14 Somme de factorielles

L’étude des polynomes de Bell a été motivée par le probleme ouvert suivant

Conjecture (Kurepa). Sip est un nombre premier impair, alors la somme
Kp: =00+ 11+ 214+ (p—1)!
n'est pas divisible par p, en d’autres termes |kp|, = 1.

Un entier n # 2 est divisible par m = 4 ou par un nombre premier impair m = p. Si &,
était divisible par n, alors k,, serait divisible par m et comme ce n’est pas le cas pour
m = 4 (puisque k4 = 10 = 2 mod 4), la conjecture est donc équivalente a chacun des
énoncés suivants :

1) la somme kp, = 0!+ 114+ --- + (n — 1)! est divisible par n uniquement lorsque n = 2,
2) sin # 2, tout diviseur impair de K, est strictement plus grand que n et 4 1 Kk,

3) le plus petit diviseur commun de n! et de k, est (nl, k,) = 2.

La congruence (p — k — 1)! = (=1)*(p — 1)!/k! mod p montre que

—

p—1 p—1 p—

=S k= (p-1-k)= (1) ;!1)! mod p.

0

B
Il
o
B
Il
o
b
Il

On reconnait tout a droite le début de la série de Taylor de (p—1)!/e : il ne manque qu’une
série dont le terme général a, = (=1)*(p — 1)!/k! = (=1)%/(p(p+1)---k) (avec k > p)
décroit en valeur absolue vers 0. Cette série alternée peut étre encadrée par

1 1 1
—1 pa, = —1 et —]_ pa + —1 p+1a, = Q —_— Q= — — = ——
( ) P /p ( ) P ( ) p+1 p+1 p p(p—i— 1) » Pt

et se situe donc strictement entre —1 et 0. Au total, on obtient la formule

- {(p—l)!

P e

]—l—lmode

mais ceci ne se révele pas d'une grande utilité pour un calcul effectif lorsque p est grand.
On sait [9] que &, est relié aux nombres de Bell par la congruence k, = B,_; — 1 mod p.
De maniére plus générale, on peut remarquer (voir §2.3) que

1 k
Ba(=) =2 H =S (k- 1)lat =23 Mk € 2, [[a]]
t k>0 k>1 k>0
Ainsi, pour tout entier a non divisible par p, la congruence 6) fournit

p—1
Z kla* = Z kla* =a'B_1(a ) =a*(B,_1(a™") — By(a™))a” mod p
k=0

k>0
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et comme a” = a mod p, il s’ensuit
p—1
Z kla* = B, 1(a™") — 1 mod pZ.
k=0

Avec a =1 et a = —1, on obtient en particulier

bS]
A

¥
A

kl=B, 1 —1modp et Z(—l)kk! = B,_1(—1) — 1 mod p.
0 k=0

i

Par addition et soustraction, on trouve respectivement
2000+ 2!+ -+ (p— 1)) =Bp_1+ By_1(—1) — 2 mod p,
21 +3'+---+(p—2)!) = By—1 — B,—1(—1) mod p.
On peut encore remarquer que comme les congruences de Radoux et Touchard fournissent
Bpn_1=14+nB_1=14+n(By,_1 —1) mod pZ,
la conjecture de Kurepa devient équivalente a la propriété suivante :
4) sip (premier impair) ne divise pas n, alors p ne divise pas non plus Byn_q1 — 1.

Les polynomes de Bell sont encore reliés a des sommes de factorielles par le résultat suivant,
qui précise des travaux de Dragovitch [9)].

Théoréme 18. Soient a € Z, \ pZ, une unité p-adique et n > 1. Alors la série

vp(a) == Z kla* (™ + a(—=1)"Bui1(—a™))
k>0
(qui converge dans Z,) est une somme finie.

m

PREUVE. En appliquant l'opérateur linéaire (x 4+ m),, — a~"™ a la fonction

e ey = () cr e o

on trouve

3 (%) lo{jl}<—a-1>m:<—1>" (1) Bil=a) = (1) B (a7,

=0 m=

On peut donc écrire 2" + (—1)"aB,;1(—a™ ') = Z QU (7 + M), avec Z a "am =0.



56 NOMBRES ET POLYNOMES DE BELL

Pour étre un peu plus précis, on peut d’ailleurs expliciter

n+1

m 1} (=)™ pour m >1

0= (~DPaBsa(-a™) 4 (1" et ap =

en permutant les deux sommes dans (x). On obtient alors

n

vp(a) = Zk'akZam k+m)y, Zamz (k+m)! amZak_mk:!

k>0 m=0 k>0 m=0 k>m

Le domaine de sommation (pour les deux sommes) est donné par la zone hachurée suivante

que 'on peut partager en deux parties. On voit ainsi que

n k
Zk' Z apmat ™ + Zk‘ak Z apa” " = Zk! Z aat™m
m= k=0 m=0

k>n

est une somme finie. [

En particulier, les sommes v, (£1) décrivent des entiers, et on a par exemple

n | 0a(1) = SRR+ (<1 Bogs (<1) | va(~1) = S R(= DR + (~1)"1B, 1)

1 Sklk=—1 SEN(=1)F(k+2)=1

2 SEI(E*+1) =1 SkN(=1)k(k*—5) = -3
3 SER-1)=1 SEN(-1)FE3+15) =9
4 Skl(k* —2) = =5 SkI(=1)k(k* —52) = =31

5 SENEP+9)=5 STEN=1)*(K® +203) = 121




Partie 3

Déterminants de Hankel et
polynomes orthogonaux

“Une bonne partie des mathématiques devenues utiles se sont
développées sans aucun désir d’étre utiles, dans une situation ot per-
sonne ne pouvait savoir dans quels domaines elles le deviendraient.”

John von Neumann
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3.1 Premiere approche

Dans le chapitre précédent, nous avons été amenés a considérer des matrices dites de
Hankel, de la forme

ao al “ .. an

1 a2 ER @ 79 |
H, =

Oy Opyy -0 (057

construites a 1’aide des polynomes de Bell, et dont les déterminants se sont révélés d’une
grande importance pour établir certaines congruences (voir §2.11). Nous développons dans
cette derniere partie un contexte général qui montre comment de tels déterminants peuvent
étre calculés, sous certaines conditions, et comment ils permettent d’établir des congruences
pour la suite initiale (a,)n>o en associant une famille de polynémes orthogonaux. Nous
considérons en toute généralité un anneau A unitaire, commutatif et integre. Le groupe
additif sous-jacent agit alors par convolution binomiale sur I’ensemble

F(N, A) = {fonctions o : N — A} = {suites (a,)n>0 C A} :
Pour a € A et a € F(N, A), on définit T« € F(N, A) par
"\ /n
T o), = a"Fa
(=3 (k) k

et on vérifie que TT° = Tt (a,b € A). Cette action préserve les déterminants de Hankel :

Proposition 1. Si H,, est la matrice de Hankel (d’ordre n) associée a o € F(N, A),
alors la matrice de Hankel (d’ordre n) associée a la convolution T« € F(N, A) est

H,, = SH,S' oi S=S,(a) = (<Z> ai—ﬂ’> .
J 0<i,j<n
En particulier, det H, ,, = det H,, ne dépend pas de a € A.
PREUVE. Par calcul direct, nous avons

SHSt ZsijSZlHlk—Z< )a] k2(>a’ Atk
k=0

k>0 1>0
En posant m = k + 1 et en utilisant la formule de convolution de Vandermonde, on obtient
SHst ZZ( )( )az—l—]—mamzz ( +])az+j—mam’
m>=0 k=0 m=0 m

autrement dit (SHSY);; = (T°q)ir; = (Han)ij. O
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Remarquons que, pour tout élément a € A, la matrice S,(a) est triangulaire inférieure et
qu’elle vérifie S, (a)S,(b) = S,(a + b), en particulier S, (a) = S,(1)® lorsque a € Z. Les
divers articles de C. Radoux [27],[28],[29] conduisent au résultat général suivant.

Proposition 2. Notons F(z) = Eanzn—r!t la série génératrice exponentielle associée a
une suite « € F(N, A) et 0 = 0, l'opérateur de dérivation par rapport a la variable z.
S’il existe des séries formelles Fy(z) € Al[z]] et des éléments di, € A tels que

1) [8"Fk(z)}z:0 = 0 chaque fois que k > n,
2) 2 duFy(y)Fi(z) = Fy + 2),

k>0

alors les déterminants de Hankel sont donnés par det H, H dy, 8ka( )}
k=0

=0’

PREUVE. A l'aide de I'identité binomiale, on peut écrire

Fy+2) Z 04n = Z O‘ernm%
n=0 ) m,n=0 ) ’

alors que les développements de Taylor

- Zaan(O)i—T et Fi(z) =Y O F(0)—

n>0 ’ m>=0

permettent d’expliciter

S A F(y)Fi(z) = > > dy 0"Fi(0) 9" F(0) %%

k>0 m,n>0 k>0

Par identification, la deuxieme condition exprime le fait que

Cin = > dy [8"Fk(z)] B [ampk@)}

z=0

(remarquons que la somme est finie, elle porte sur les indices & = 0,1,... ,min(m,n)).
Ainsi la matrice de Hankel H,, = (iyj)o<ij<n admet une décomposition H,, = L, D, L},
ou D,, = Diag(dy,ds,... ,d,) est une matrice diagonale et L, = (aiFJ'(Z)‘z:o)oq,ﬂn une
matrice triangulaire inférieure, par la condition 1). La proposition est alors évidente. [

Un cas particulier important

Si A est un anneau de polynomes, on peut considérer des suites (P,(x)),>o telles que
deg P,(x) = n. La fonction génératrice exponentielle est alors F(z,z) = Y., Pa(2)%
et dans de nombreux cas, on peut prendre Fy(z,z) = 0*F(x,z) ol 0, est Popérateur de
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dérivation par rapport a x. La premiere condition de la proposition est alors automatique-
ment vérifiée :

[@n@@ﬂ :{@%F@@}

est nul des que k > n. Ainsi, sl existe des polynomes dj(x) vérifiant

> du(@) A F (2, y) 5 F(w, 2) = F(z,y + 2), (*)

k>0

2
alors les déterminants de Hankel sont det(Pi4;(2))o<ij<n = H di(z) <8kPk(x)) .

:%@y@@] — 9" P, (z)

z=0 z=0 z=0

Exemples

1. L’exemple le plus simple est celui de la base canonique P,(x) = ™ : on a F(z, z) = e**
et la relation (x) peut s’écrire Y, - di(x)(y2)" = 1. Les polynomes constants do(z) = 1,
dp(z) = 0 si k > 1 sont bien appropriés et la proposition confirme le résultat évident

ey 1 sin=0
det (2" Jogijn = dn() = { o
0 sinon
2. Pour les polynomes P,(z) = nlz", de fonction génératrice F(z,z) = (1 — zx)™!, on
trouve OF F(x, z) = k!12%(1 — zz)~F1 (pour k > 0). La relation (%) devient

de DM =y +2) + 2%y = (1 —a(y +2)7h

En considérant ici les polynomes di(z) = (z*/k!)2, on obtient

det((z +j)!$’i+j)0<i7j<n = ﬁ([[’k/k")z(k}')4 H kf'{[’ (Hk,[) n(n+1
k=0 k=0

3. Les polynomes D, (z) = . (n)p(—=1)""*2* engendrent les mémes déterminants : la

fonction génératrice exponentielle est donnée par F(x,2) = e #(1 —xz)~! et la relation (x)
se réécrit exactement comme ci-dessus. De maniere plus générale, on a vu (proposition 1)
que les déterminants de Hankel engendrés par une suite

Pune) = 3 () o)

ne dépendent pas de a € A et coincident donc avec ceux de la suite Py, (z) = P,(z).
Les polynémes D,,(x) s’obtiennent a partir de P,(z) = nlz™ et a = 1. Leur étude est
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intéressante puisque D,,(1) est le nombre de dérangements (i.e. de permutations sans point
fixe) d'un ensemble & n éléments.

4. Soit I,, le nombre d’involutions sur un ensemble a n éléments, c¢’est-a-dire le nombre de
permutations o € Sym(n) d’ordre 2. Nous avons Iy = I; = 1 et la relation de récurrence
I, 1 = I, + nl, ; conduit a la fonction génératrice ZIn% = e*t#/2
méthode présentée ci-dessus, il faut construire des polynémes I,(x) dont I, serait une
valeur particuliere et il semble naturel de considérer Y I,,(z)%; = e"*+2*/2 —: F(z,2). On
a I,(1) = I, et en dérivant F'(z, z) par rapport a z, on trouve [, 1(x) = xl,,(x) +nl,_1(z),
ce qui montre du méme coup que les polynomes I,,(x) sont unitaires avec deg I,,(z) = n.

La relation (x) devient
D dul@) (=) = e,

k>0

. Pour utiliser la

et avec di(z) = 1/k!, la proposition donne
det(li1(@))osijan = [ [(1/RD(R!)? Hk' det(Zi+)ogij<n-
k=0

5. Les polynomes d’Hermite H,(z) admettent la fonction génératrice F(x,z) = €2~ et

satisfont la relation de récurrence H,11(z) = 20H,(x) —2nH,,_1(x). La relation (x) devient

S de(e)(dye)t =

k>0

Elle est vérifiée pour les polynomes constants dy(x) = 1/((—2)*k!) et comme le coefficient
dominant de Hy(z) est 2%, on trouve

n

det(H;y;(z H kkl (2kk1)? H k! (— <H k') n (n+1)/

6. Considérons maintenant les polynomes de Bell B,(x) étudiés au chapitre 2. On a
F(z,2) = ™% avec g(2) = e — 1 et (x) devient

D di(x) (e — ¥ — e 4 1)k = (e,
k>0
Ceci est vérifié pour dy(x) = 2*/k!, et on obtient

n

det(B;4;(z ))0<i7j<n—H( RN (K12 Hklx — (Hk') n+1)/2.

k=0

En revoyant la preuve de la proposition 2, on retrouve l'identité de Radoux (voir §2.4).
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7. Les nombres d’Euler E,, (n > 0) peuvent étre définis par F(z) = Y E,%; = 1/ cos 2.
Cette fonction génératrice exponentielle vérifie
1 COS ¥y COS 2 1 (1 —tanytanz)™!

F A —= —=
(y+2) cos(y+2) cosycosz —sinysinz cosycosz COS Y COS 2

ce qui, a l'aide d’une série géométrique, peut s’exprimer formellement

Fly+z2) = _ Z(tany)k(tan 2)F = Z (tany)” (tan 2) :

COS Y COS 2 CcoSy  COSZ
k>0 k>0

La deuxieme condition de la proposition est donc vérifiée si I'on considere les constantes
dy(2) =1 et les fonctions F,(z) = (tan 2)*/ cos z. La premiere condition I'est également :

(tan z)*

Epy = [0"Fp(2)]_, = [8n oS 2

] est nul lorsque k& > n et vaut n! si k = n.
z=0

Ceci est évident pour n = 0 et persiste par induction grace a la relation de récurrence
Eni1x=kE, 1+ (k—1)E, j+1. En fin de compte, la proposition 2 fournit

n 2
det(Eiyj)oii<n = (H k‘!) :
k=0

Avec cette définition, les nombres d’Euler d’indices impairs sont nuls et certaines personnes
préferent travailler avec E,, = F5,. On trouverait alors

~ 2
det(Eiyj)osi,j<n = det(Eaig) Josijcn = (H(%)!)

en modifiant 1égerement la fin de preuve de la proposition.

3.2 Fonction génératrice exponentielle

Dans I'exemple des nombres d’Euler (de fonction génératrice F'(z) = 1/ cos z), nous avons
introduit les fonctions Fi(z) = ¢g(2)*F(2) oll g(2) = tanz vérifie 'équation différentielle
g'(z) =1+ g(2)? avec la condition initiale g(0) = 0. Cette situation peut étre généralisée
comme suit.

Théoreme 3. On considére une fonction génératrice exponentielle F(z) = exp G(z)
avec G(0) = 0 et on suppose que g(z) = G'(z) — G'(0) vérifie ¢'(2) = a+ Bg(z) +vg(z)?
pour certains parameétres o # 0, 3 et v dans A. Alors

Py +2)= Y P BRI 5 py) g (e,

k>0
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Les déterminants de Hankel correspondants sont donnés par

det H,, = o1/ H </<;!(1 +7)- - (14 (k— 1)7)).
k=0

PREUVE. Pour k > 0, on considere les fonctions Fy(z) = g(2)*F(z). On peut écrire
aFk — kgk_lg/F—l—ng’
= k" o+ Bg+99°)F + g"G'F
= (kag"™' +(G'(0) + kB)g" + (1+ ky)g" ') F
= kaF,_1 + (G'(0)+ kB)F, + (1 + kv) Fiiq
(par convention, Fj(z) = 0 pour k < 0), c’est-a-dire
O Fu(z) = 0" [kaFy_1(z) + (G'(0) + kB) Fi(z) + (1 + k) Fyt1(2)] pour n = 0.
Cette relation nous permet d’établir inductivement les faits suivants (évidents pour n = 0) :
[8"Fk(z)L:0 =0 chaque fois que k > n,
(0" Fo(2)],_, = na[0" Fa(2)],_, = -+ - = nla™
Un calcul direct montre d’autre part que
O (2) 0™ Fy(2) — 0" Fy(2) 0™ Fi(2) = kaHy_1(2) — (1 + k) Hyp(2)
avec Hy(2) = 0" Fyy1(2) 0" Fi(z) — O™ Fi(2) 0"Fri1(2) (= 0si k < 0).
Considérons alors les éléments (dans Frac A, corps des fractions de A)

(1+7)-- 0+ (k=1))

d: = klak

(=1sik=0).
Ils vérifient dgy1(k + 1)a = di(1 + k7), de sorte que tous les termes de la somme

D i [0 Fi(z) 0™ Fiu(z) — 0" Fi(z) 0™ Fu(2)] = ) dilkaHy_1(2) — (1 + kv) Hi(2)]

k>0 k>0

se compensent : il s’agit d'une somme téléscopique nulle. Pour tous les entiers m,n > 0,
on a donc

> A0 Fiu(z) 0" Fe(z) =Y dpd " Fi(z) 0" Fu(z) = - =Y diFr(z) 0" Fi(2)
et en évaluant cette expression en z = 0, il vient
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Cela montre que pour la suite qui admet la fonction génératrice F'(z), on peut utiliser la
proposition 2 avec les éléments dj, et les fonctions F(z) définis ci-dessus. O

Voici les données correspondant aux exemples (1-7) déja traités :

F(z) G(2) 9(z) | a | B

Base canonique e*? xz x 01]0]0
P,(z) = nlz" (1—a2)7t —log(l—wz) | & —a|a? |2z 1
Polynémes de dérangement | e *(1 —z2)™! | —z —log(l —x2) | & —x | 2® |2z 1
Polynémes d’involution eeta"/2 vz + 2 2 110]0
Polynémes d’Hermite e 2r2 — 2 —2z | =201 0
Polynémes de Bell e 1) z(e* — 1) xe*=1)| z | 1] 0
Nombres d'Euler 1/cosz — log(cos 2) tan z 1101

Nous pouvons ajouter les exemples suivants :

8. La suite décalée des polynomes de Bell (B,i1(x))n>0 admet la fonction génératrice
F(z,2) = ze*e* ¢~ Elle mene a g(z) = x(e* — 1) comme pour la suite (B,(z)) et donc

det(Bij+1(2))o<ij<n = det(Bij())osij<n = (H k!)x”(”“)/2
k=0

pour tout n > 0. Cette propriété caractérise d’ailleurs la suite des polynomes de Bell.

Les polynomes B, () de fonction génératrice exponentielle F'(z, z) = exp ( ) donnent
également lieu aux mémes déterminants de Hankel que les polynomes de Bell B(x).

9. Les polynomes d’Euler (E"(x)) d’ordre m > 1 sont définis par la fonction génératrice
F(IL’,Z) = (ezil)
génératrice F'(z) = F(0, z) pour évaluer les déterminants de Hankel associés. On trouve

g(z) = m(e—lJrl — %) et on peut appliquer le théoreme avec o = —7, 5 =0et v = —

"e** Par la proposition 1, on peut simplement considérer la fonction

det H,(z) = ( )n(n+1 Hk' <o (m+k —1) = det H,(0).

Le lecteur pourra retrouver les déterminants de Hankel associés aux nombres d’Euler or-
dinaires E, (exemple 7) en remarquant que E, = (—2)"E}(3). De nombreux résultats de
[1], [6], [7], [27] et [28] peuvent également étre retrouvés.
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3.3 Fonctions génératrices ordinaires

Le théoreme précédent, concernant des fonctions génératrices exponentielles (ou “séries de
Hurwitz”), peut étre transcrit pour des fonctions génératrices ordinaires F\(z) = Y az2*.
Ayant considéré des séries de Hurwitz F'(z) = expG(z) = > ng)k avec G(0) = 0, nous

pouvons, par analogie, nous intéresser a des fonction génératrices ordinaires de la forme

1
— k _ —
F(z)= ZG(Z) “1-G0 avec G(0) = 0.
L’opérateur de dérivation O tirait son importance du fait qu’il est “associé¢” a la base
polynomiale (f,,(z) = 2"/n!), dans le sens ot dfy(z) = 0 et df,(2) = fu_1(2) pour n > 1.
Son analogue dans notre nouveau contexte est donné par V : f(z) — M
associé a la base canonique (z").

, Opérateur

Théoréme 4. Considérons une fonction génératrice ordinaire F(z) = avec

1
1-G(z)
G(0) = 0 et supposons que g(z) = VG(z) — VG(0) = @ — G'(0) vérifie une rela-
tion g(z) = z(a+ B9(2) +v9(2)?) pour certains paramétres a # 0, (3 et v dans A. Alors
les déterminants de Hankel sont donnés par

det H,, = a"("+1)/27n(n71)/2

PREUVE. Les fonctions Fj(2) = g(2)*F(z) vérifient VFy(z) = G'(0)Fy(2) + Fi(2) et
VFy(z) = aFy_1(2) + BFy(z) + vFri1(2)  pour tout k > 1.
Par induction, on établit
[van(z)L:o =0sik>n |, [V"Fn(z)}zzo =a".
D’autre part, on montre directement que

—Hy(2) sik=0

anrlF VmF - VnF VerlF —
VIR ZVIRE VA {aHk_mz) SAH() sz

avec Hy(2) = V" Fi11(2)V"Fi(2) =V Fr(2)V" Fy41(2). En considérant les éléments dy = 1
et dy = v*~1/a®* pour k > 1, on voit que

> dp [V F(2) VM EL(2) = V' Fi(2) VT E(2)]

k>0

est une somme téléscopique nulle. Pour tous les entiers m,n > 0, on peut écrire
> AV Fi(z) V' Fu(z) = Y dV T F(z) VT F(z) = o= ) diFr(z) VT F(z)

et une évaluation en z = 0 donne Y di[V"Fi(2) V"Fi(2)],_, = [V""F(2)],_, On
conclut comme dans la preuve de la proposition 2. [
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Remarque

Giz) _ 1 1 _ F(»-1 s _ F(»-1
Comme =2 = 1(1 — F(z)) = SFe . F'(0), on peut expliciter g(z) = Z5 — £7(0),
donc F(z) =

(1—F'(0)z — zg(2))~". De plus, la condition initiale g(0) = 0 et la relation
quadratique g(z) = z(a + Bg(z) 4 vg(2)?) montrent que

11— Bz V(1 = B2)2 — dyaz?
N 2vz

9(2) (si 7 #0).

Exemples

1. Pour les nombres de Catalan C,, = #1 (2:), on a F(z) = =412 et donc

1—V1—-4z—-22 4z — 2z(1 ++/1 —4z) 1—-22—v1—-4z
9(z) = -1= —1= .
2(1 —+/1—4z2) 422 2z

On peut utiliser le théoreme avec v =1, f =2 et @ = 1 : on obtient det H,, = 1 pour tout
entier n > 0.

— 1-2-1-22-322

Les nombres de Motzkin, définis par la fonction génératrice F'(z) 57

drent les mémes déterminants (avec vy = = a = 1).

, engen-

—-1/2

2. Les polynomes de Legendre sont définis par F(x,z) = (1 — 2wz + 2?) et le théoreme

A il _ a?-1 _ _1
peut étre utilisé avec a = 5 S=xety= 5 On trouve alors

SUQ o 1)n(n+1)/2
on?

det H,(z) = (

3.4 Polynomes orthogonaux

Nous supposons dans ce paragraphe que A est un sous-anneau de R et nous nous plagons
dans le contexte du calcul symbolique : pour une suite donnée o € F(N, .A), on considere
Iapplication A-linéaire

O Alx] — A, 2" — .

Nous supposerons de plus que les déterminants de Hankel sont tous positifs. Cela signifie
que pour un entier n fixé, la matice symétrique H,, est définie positive et que I'application
bilinéaire

(f,9)— (f | g) = 2(f(x)g(x))

est un produit scalaire sur V,[z] := {P(z) € Alz] : deg P < n} (la matrice de Gram dans
la base canonique étant donnée par la matrice de Hankel H,,). Comme ceci est valable pour
tout entier n > 0, cette application définit un produit scalaire sur Afz] = |J V,[z]. Une
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famille orthogonale de polynomes unitaires est alors obtenue par le procédé d’orthogonal-
isation de Gram-Schmidt :

gt Q1 1
1 oy v Qa, T

P(](.T):l 7Pn(x):m pourTLZl
Op o+ Qgpp X"

et on notera B,(z) = puo+pn1Z+pn2t? + -+ pun12® L+ 2" (pr, = 1). Ces polynomes
unitaires admettent des coefficients dans Frac. A et vérifient une relation de récurrence a
trois termes [34]

Poi(z) = (x — M\)Po(z) — pn Poq(2) (pour n > 1)

avee An = Pnn—1 = Pnrin €t o = [|Bn () [/ || Poca ()]

Comme la matrice de Hankel (d’un certain ordre n) est symétrique définie positive, elle
admet une unique décomposition de la forme H = LDL! o1 L est une matrice triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale et D = Diag(dy, dy, . .. ,d,) est une matrice diagonale.
La relation L™'H(L™')" = D montre alors que

oo O - 0
71 | Pro P ’ :
: 0

Pno Pni " Pan

La k-ieme ligne de L™! est formée avec les coefficients de Py(x) et on a || P (z)]|*> = di. On
en déduit ainsi que pug = di/dp_1 et que det H,, = ||Py(x)[|? - [|Pr(2)]|*- - - || Pu(2)])*

D’autre part, la matrice M = L' admet le polynome caractéristique Py(z) = (1 — z)"*?
et le théoreme de Cayley-Hamilton permet d’exprimer formellement (avec I'opérateur V
défini précédemment)

L=M"'=

1 K1

_ VP — -1 l*lleli
decar [V @ ;( l )( )

En considérant les éléments situés juste au-dessous de la diagonale de M, M2, ..., M", on
voit que Lyy1k = —Drt1,k, de sorte que Ay = Lyy1, — Ly p—1.

Théoreme 5. Si les déterminants de Hankel sont tous positifs et ont pu étre déterminés
par la fonction génératrice exponentielle (théoréme 3) (resp. ordinaire, théoréme ),
alors

1
2)

A =G'(0)+nb et p,=na(l+ (n—1)y) pour toutn >
(resp. M =0, pp=a et A\, =0, p, =ay pour tout n >
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PREUVE. Avec les notations précédentes et la normalisation désirée, on a

d, [8"Fn(2’)]202 =na(l+ (n—1)y)

Hn =
dn,1 [@”len,l(z)} 20

Ay =

OE,(2) O"F,_1(2) 1

OF,(z) 6”1Fn1(z)]zo B
Par la relation de récurrence établie dans la preuve du théoreme 1, on obtient tout simple-
ment A, = G'(0) + nfB. L'autre cas est similaire. [

[8"+1Fn(z) —nad"F,_ 4 (z)]

nlam 2=0

Remarque

Soit a € F(N,.A) une suite dont la fonction génératrice exponentielle (resp. ordinaire)
vérifie les hypotheses du théoréeme 3 (resp. du théoreme 4). On a alors de maniere plus
explicite Py(z) = ap = 1, Pi(z) = x — oy et la relation de récurrence

Poii(x)=(zr — a1 —np)P,(z) —na(l+ (n—1)y)P,_1(x) (pour n >1)
dans le “cas exponentiel” (car G'(0) = F’(0) = ay), respectivement
Py(x) = (x = B)Pr(x) — aby(z),

Poi1(z) = (z — B)Py(z) — ayP,_1(z) (pour n > 2)

dans le “cas ordinaire”. (On ne confondra pas le coefficient « avec la désignation générique
de la suite (ay,)n>0 ou avec 'un de ses éléments «, ... )

Exemples

1. Considérons Papplication linéaire ® : Z[x] — Z[x] qui envoie le polynéme de Pochham-
mer (z), = x(z —1)---(x — (n — 1)) sur 2™ et définissons les polynomes de Bell par
B, (xz) = ®(2™). Soit a > 0 un entier positif. Nous avons vu que les déterminants de Han-
kel associés a la suite (B, (a)),>o0 sont tous positifs, de sorte que cette suite engendre un
produit scalaire (f | g9)a = Pu(fg) := (P(fg)’x:a sur Z[z]. Les polynomes unitaires définis
récursivement par P, o(z) =1, P,1(z) = x — a et la relation

Pinti(z) =(r—a—n)P, () —naPy,—1(z) (n>1)

en constituent un systéme orthogonal dans Z[x] (utiliser le théoreme 5 avec o = a, =1
et v = 0). Ces polynomes, appelés polynomes de Charlier sont

Paal) = 07 (=) = 3 () ot

k=0

On peut revoir le paragraphe 4 de la deuxieme partie pour se raffraichir la mémoire.
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2. Les nombres d’Euler, définis par la fonction génératrice exponentielle F'(z) = 1/ cos z,
fournissent également un produit scalaire sur Z[z| et les polynomes unitaires

Qo(z) =1, Qu(z) =z et Qn(x) = 2Qn(x) —n*Qua(z) (n2>1),

appelés polynomes de Meixner, constituent une famille orthogonale dans Z[z] (utiliser le
dernier théoreme avec a =y =1et §=0).

3. Les polynomes unitaires qui forment un systeme orthogonal pour le produit scalaire
associé a la suite n! = [nlaz™],—; sont donnés par Lo(z) =1, Li(x) =z — 1 et

Lua(2) = (¢ = 20+ 1) La(2) = n°Los(2) (0> 1)

(prendre « = v =1 et # = 2 dans le dernier théoreme). Ce sont les polynomes normalisés
de Laguerre

k=0

4. Si une suite a € F(N, A) engendre un produit scalaire, alors il en est de méme pour
T« € F(N,A) car les déterminants de Hankel associés aux deux suites coincident. On
peut relier les bases orthogonales respectives de la maniere suivante.

Proposition 6. Si une base polynomiale (P, (z))n>0 est orthogonale pour le produit
scalaire issu de o € F(N, A), alors la famille (P,(z — a))n>0 est une base orthogonale
pour le produit scalaire issu de T« € F(N, A).

PREUVE. Notons H,, (resp. H,,) les matrices de Hankel (d’ordre n) asssociées a la suite
a (resp. T"«) et considérons la matrice P = (p; j)o<i,j<n dont la m-ieme ligne est formée
avec les coefficients de P,,(z) = pmo + PmaZ + - - - + pmma™. Par construction, la matrice
D = PH, P! est diagonale et en reprenant les notations de la proposition 1, on a

D = PH,P' = PS,(a) " Hyn(Su(a) ) P" = (PSp(—a))Han(PSn(—a))".

La matrice PS,(—a) est donc formée avec les coefficients d'une base polynomiale orthog-
onale associée au produit scalaire issu de T%a. Ces polyndomes sont donnés (pour m < n)

par
Po(z) =Y (PSu(—a))miz’ = (Z (];) (—a)klpmk) .

=0 =0
En échangeant les deux sommes, il vient

ﬁm(x) = mek Z (lj) (—a)f 2! = mek(x —a)* =P, (zr—a)
k=0 1=0

et la proposition est ainsi démontrée. [
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3.5 Congruences

Lorsque A est un anneau unitaire commutatif et integre, nous pouvons généraliser 1’exis-
tence d'un produit scalaire supposé dans le paragraphe précédent au travers d’un systeme
orthogonal de polynomes unitaires. On dira donc qu’une application A-linéaire

O Alr] — A, 2" — a,

est un produit scalaire généralisé lorsqu’il existe dans A[z] des polynémes unitaires P,(x)
(n > 0) avec deg P,(z) = n, tels que

O(P,(x)Pn(x)) =0 chaque fois que m # n.

La famille (P,(z)),>0 est alors appelée systéme orthogonal (généralisé) associé. Tous les
produits scalaires qui entrent dans le contexte du paragraphe précédent (A C R) sont des
produits scalaires généralisés.

Fixons un entier m > 0. Comme les polynémes P, (z) sont unitaires, on peut alors trouver

<7]7Z>Pk(x) avec <7Z>EA

(on a évidemment <2> = 1 et on peut poser <7§> = 0si k > m). Cela montre que

une décomposition

" =

NE

b
Il

0

o R = 3 () 0B ) = () (P
et par linéarité, on obtient

Proposition 7. Un systéeme orthogonal (P, (x)),>0 associé a un produit scalaire généra-
lisé @ fournit des congruences pour la “suite des moments” a,, = ®(x™) : on a

O(f(x)P,(z)) =0 mod ®(P,(x)*)A

pour tout polynome f(z) € Alx].

Remarque

Lorsque A est un sous-anneau de R et les déterminants de Hankel vérifient la condition du
théoreme 5, I'application ® engendre un produit scalaire (ordinaire) qui admet une base
orthogonale de polynémes unitaires P,(x) dans A[z]. On a alors

Qo - Op—1 Om

BamPue) = —— | O T
det anl

QOp  +r Qop-1 Qnin

et ®(P,(z)?) = ||P.(2)||*> = (2" P,(z)) = det H,,/ det H,,_; (pour n > 1).
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3.5.1 Polynomes de Bell

Nous avons vu que pour tout entier a > 0, 'application linéaire
o, : Zlx)| — Z, 2" — By(a)

engendre un produit scalaire sur Z[x] pour lequel un systeme orthogonal est donné par les
polynémes (unitaires) de Charlier

k=0

ou® : Z[x] — Zlz], 2" — B, (x). Pour tout n > 1, la proposition fournit une congruence
modulo nla". Par exemple, les nombres de Bell (a = 1) vérifient

n —= 2 . Bm+2 = Bm —|— Bm+1 mod 2

n=3 : Byi3=B,+4B,+1 mod©6

n=4 : B, =23B,+19B,,.2+ 10B,,,3 mod 24

n = 5 . Bm+5 = Bm + 3le+1 + 25Bm+2 + 45Bm+3 —|— 15Bm+4 mOd 120
Pour généraliser, on peut remplacer les entiers a > 0 par une variable z et considérer
pour A = Z[z] lapplication A-linéaire ®, : Alx] — A, 2" —— B,(z). Les polynomes
P, () € A[x] sont unitaires et pour m # n, le polynéme ®,(P, ,(x)P,(x)) (dans Z[z])
est identiquement nul puisqu’il s’annule pour tout entier z = a > 0. Ainsi la famille

(P, ())n>0 est un systeme orthogonal et @, est un produit scalaire généralisé (voir §2.4).
Nous allons donc pouvoir établir des congruences pour les polynomes de Bell.

Etant donné un nombre premier p quelconque, on peut plonger la situation dans I'anneau
Z, des entiers p-adiques et considérer A = Z,[z] au lieu de Z[z] dans ce qui précede. En

rappelant que
<Z§) = (Z) mod npZ, et (72?) =0 mod npZ, siptk

d’une part (la relation (x 4+ 1) = (2 + 1)” mod npZ,|x] découle du TAF (voir §1.2) ou
directement du fait qu’elle est valable pour n = 1 (avec la proposition 1 de §2.2)) et que

(2)p = (27 — 2)* mod %Zp[:c]

(voir §2.6, proposition 3) d’autre part, on peut écrire modulo (np/2)Z,[z][x]

Pa) = 3~ ()1t = 3 (1) 2ty = 0 - 2

k=0
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Pour tout entier n > 0 et tout polynome f(x) € Z,[z], on a donc

O.((a" —a = 2P)" f(2))

D, (P, np(x)f(x)) =0 mod %Zp[z]

(la premiere congruence a lieu modulo (np/2)Z,[z] alors que la deuxieme est valable modulo
(np)!2"PZy[z]). Ceci nous permet d’établir (toujours modulo (np/2)Z,[z])

= (Z (}) = o= zP)"’“fw)) = 0. (( + )" f ().
k=0
Par induction, nous retrouvons alors la congruence générale de §2.7 :

O (e f(x)) = @((w+ )" f(2) = Pu(w+ 27+ 2) T f(2)
=0 (x4 422 44 22" f(x) mod %Zp[z].

Remarque

En appliquant 'opérateur ®! & la relation

Bt =3 {7 ) =S {1} (oo

et en échangeant les deux sommes, on obtient

e Z <7Z> P, y(xz) avec <7Z> =

m m
k=0 1=k

()=

3.5.2 Nombres d’Euler

Les nombres d’Euler (avec série de Hurwitz F'(z) = 1/ cos z) engendrent un produit scalaire
sur Z[z] pour lequel une base orthogonale est donnée par les polynomes de Meixner

Qo(z) =1, Qu(z) =2 et Qu(w) =2Qn(x) —n*Qu-a(z) (n>1).

Pour chaque entier n > 1, ils permettent de trouver une congruence modulo (n!)? :

n=2 : FE,.,=FE, mod4

n=3 : FEy,.3=5F,1 mod 36

n=4 : FE,.=14FE,,>—9E,, mod 576
n=>5 : FEn5=30E,,3—89F,,;1 mod 14400
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Comme les nombres d’indices impairs sont nuls, les congruences intéressantes sont celles
ol m et n ont méme parité. En travaillant avec E,, = E,,, on obtiendrait par exemple

n=2 Em+1EEmE---EE0:1mOd4

n=3 : Eno=5E,, = =5"FE=>5""mod 36

~ ~ {E1 =1 sim est pair

n=5 : Eyns=E,1=-= mod 30

FEy; =5 sinon

Pour établir des congruences pour les nombres d’Euler E,, (ou En), il nous faut tout d’abord
en trouver pour les polynomes de Meixner.

Proposition 8. Pour tout nombre premier p # 2, nous avons la congruence polynomiale

Qp(2) = a? — (=1)?"V23 mod pZ,[z].

PREUVE. Nous pouvons expliciter Q,(z) = [0"((1 + 2%) ™"/ exp(z arctan Z))L:O ou 0 est

I'opérateur de dérivation par rapport a z. Une premiere astuce consiste a remarquer que
g(2) = (1 + 2%)Y2 est un élément de Z,[[2?]] qui vérifie

56,00 = () @mr= 5 1)+ 3 - - )

Ainsi, puisque p est impair, on a [8kg(z)]z:0 € kZ, pour tout k > 0. On en déduit que

077 exp(x arctan )] __, Z( ) (2)],_ Qupr()

k=

est congru, modulo npZ,[z], & Z ( ) [0 g( ]zZOQ(nfk)p<x) = Qup().

Pour le probleme qui nous mteresse nous pouvons donc remplacer les polynoémes @, ()
par Qn(z) = [0" exp(z arctan Z)L:o' Cette nouvelle suite, qui a été étudiée notamment
par L. Carlitz, peut étre définie recursivement par

Qo) = 1, Qu(w) = et Quia(w) = 2Qule) —n(n = )us(z) (0> 1),

La formule de Faa di Bruno [14] affirme que si f et g sont des fonctions possedant un
nombre suffisant de dérivées, alors

a5 e (L) (£ (24

mqlms! - -my,! n!

ol E/ indique que la somme porte sur tous les n-uplets (mq,ms,...,m,) € N" vérifiant
my + 2mq + - -+ + nm,, = n.
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En particulier, pour n = p premier et f(2) =" 5, an%, on obtient

el =X i (1) (5) 7 (2)

On remarque que si un anneau A contient les coefficients ay, ... ,a,, alors la somme ci-
dessus est congrue a a} — a, modulo pA. La proposition provient alors simplement du fait
que pour f(z) = warctanz, on a ag, = 0 et agy1 = (—1)*z (k > 0) dans A = Z,[z].

Cette remarque permet également de retrouver la congruence B,(z) = 2? + x mod pZ,|x]
pour les polynomes de Bell définis par la série de Hurwitz F'(z) = exp(z(e* — 1)) : les
éléments a,, = x/(k — 1)! sont dans Z,[z] pour tout k =1,...,p. O

De nombreux essais numériques laissent a penser que la proposition peut étre généralisée :
Conjecture. Q,,,(z) = Q1(z) = (2 — (=1)P=2z)" mod npZy,|x] (pour p # 2).

Cette conjecture impliquerait alors

Erinp = (—1)"(p_1)/2Em+n mod npZ, et Em+np = Em+n mod npZ,,.
En effet, si on pose s = (—1)®~1/2 et on considere I'opérateur linéaire ® : 2" —— E,, on
voit que la différence

Erinp — 8" Emyn = q)(xm (a:”p — (sx)”)) = q)(xm i (Z) (s2)"F (2P — Sl’)k>

“/n

serait congrue modulo npZ,, a Z ( k) q)(xm(sx)"_k Qkp(x)), mais cette somme est nulle
k=1

(modulo npZ,) par la proposition 7. La preuve (ou une réfutation) de la conjecture est

laissée en suspens mais quoi qu'il en soit, la proposition 8 montre qu’elle est valable (de
méme que les congruences dérivées ci-dessus) pour n = 1.

Remarque

Certaines congruences peuvent étre obtenues directement a l'aide des déterminants de
Hankel, sans avoir recours a un systeme orthogonal. Cela a été le cas pour la congruence
de Radoux (§2.11) et dans le méme ordre d’idée, pour p premier, on a (modulo pZ)

o 1 - (p—1) o 1 - (p—1)
(ﬁk!>2: A A P Y
* -1 P =D | -1 0

2
donc (Hi;é k‘!) = (1) Dr2((p — NP = —(=1)P~VP/2 ;mod pZ.
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3.6 Critere de rationalité

Les déterminants de Hankel sont fort utiles pour établir certaines congruences mais leur
importance ne s’arréte pas la, ils fournissent également un critere de rationalité tres élégant
2], dont nous nous permettons de rappeler I’énoncé ainsi que la preuve.

Théoréeme 9. Soit (a,)n,>0 une suite dans un anneau commutatif unitaire intégre A et
notons

Qg k41 T Aftn
Ak+1  Ak+2 ° Qk4n+tl
H = . . (k,n €N)
Qk+n  Ak4n+1 " Ak42n

le déterminant de Hankel d’ordre n associé a la sous-suite (a4n)n>0- Alors les assertions
suivantes sont équivalentes

L. la série formelle f(X) = }_, - a, X" € A[[X]] décrit une fonction rationnelle,

2. il existe deux entiers N et K tels que det g =0 pour tout k > K,
3. 1l existe un entier N tel que det H,, = 0 pour tout n > N.

PREUVE. Notons que comme A est commutatif unitaire et integre, il en est de méme pour
A[X] et ces anneaux admettent chacun un corps des fractions. Nous pouvons ainsi plonger
A dans Frac A et la premiere assertion a bien un sens dans Frac A[X].

1) = 3) Supposons que f(X) = P(X)/Q(X) soit une fonction rationnelle et écrivons
QX) =q +qaX + -+ qXF € A[X] avec g # 0 (i.e. k = degQ). Pour tout entier
n > max(deg P, deg @), le coefficient devant X" dans la relation Q(X)f(X) = P(X) est
Zf:o qian—; = 0. Vectoriellement, on obtient la dépendance linéaire

Qn Ap—1 Ap—f 0
Ap41 Gy, An41—k 0

do Q1 + Gk =
A2p, A2n—1 A2n—k 0

et donc det H,, = 0 (pour tout n comme ci-dessus).

3) = 2) On montre que si det H, = 0 pour tout n > N, alors det M=o pour tout
n > N et tout £ > 0. Ceci découle par induction sur k& > 0 de I'implication

det HF = det H, =0 — det HFY = 0.

En effet, si det aM est nul, on a une dépendance linéaire non triviale entre les colonnes
de HT[LM, disons agCy + a1Cry1 + -+ + a,Cry, = 0. Si a9 = 0, on a une dépendance
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linéaire ayCyi1 + -+ + @, Crin = 0 entre les colonnes de H[H” et donc det HT[LH” = 0.
Dans le cas contraire, on peut remplacer dans la matrice H,[Lll la premiere colonne C}, par
Cp — (@G + -+ anCyy) /oo

0 apyr -0 oo Ak+n Ak+n+1
0 ary2 - 0 Qryngl Qkgng2
i, ~ o
0 Gkyny1 -+ 0 Gky2n Gki2nil
B Qpgnt2 "0 Gkgong1  Qkgond2

Cette transformation ne change pas le déterminant : det H,[ﬁl = 8- det HF ™ est nul (par

hypothese). On en déduit que det g = 0 ou £ = 0 mais ce deuxieme cas implique le
premier puisque la sous-matrice de taille n xn située en bas a gauche a le méme déterminant
que HJF™ (en d’autres termes, on a det Hy M~ 3. det H k+2]).

2) = 1) Supposons que 1’ensemble
{n € N : il existe K tel que det Hr[bk] = 0 pour tout k > K}

soit non vide et considérons son élément minimal N € N. Le cas d'une suite (a,,),>o nulle &
partir d’'un certain rang étant trivial (f(X) est simplement un polynome), on peut supposer
que N > 1. On remarque alors que, pour un entier fixé k > K, la matrice H Kf] est de rang
N car det H ][5]_1 est non nul : dans le cas contraire, le résultat ci-dessus montrerait que
det H][\l;ﬂ] = 0 pour tout £ € K, contredisant la minimalité de N. L’équation H][\];}Y =0
admet ainsi une solution (unique & multiple pres) Y = Yyo ... ynv_1 yn) € AV avec
yn # 0. Toute solution correspondant a kK = K correspond alors a tout entier k > K :
comme la derniere ligne de H k11 st une combinaison linéaire des lignes précédentes, la

[k k+1ly _

condition H ly =0 implique H = 0. On a ainsi

arYo + apr1yr + - -+ aganyny = 0 pour tout £ > K

et (yv +yn_1 X+ -+ XV 1+ XV) f(X) est un polynome de degré < N + K puisque
pour k > K, le coefficient devant 2V** dans ce produit est Eﬁvzo yiar; = 0. 0O
Remarque

L’implication 3) = 2) s’obtient également avec 'identité de Sylvester [2]. Elle se traduit
pour les matrices considérées ici par la relation
(det HF)? = (det HE) (det HM) — (det HM) (det HEH),

n

que l'on peut prolonger lorsque n = 0 en posant det H W 1.
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3.7 Chaines a accroissements pondérés

Dans ce paragraphe, nous donnons une interprétation combinatoire des coefficients «, (3
et 7 qui interviennent dans les théoremes 3 et 4, fournissant par la méme occasion une
certaine interprétation des suites rencontrées. Notre point de départ est la combinatoire
des chemins [11].

Soit n > 0 un entier positif. On appelle n-chaine la donnée de n + 1 entiers og,... ,0,
tels que les accroissements 0, = oxy1 — o (kK =0,... ,n — 1) prennent leurs valeurs dans
{=1,0,1} et on note ¢ = (69 — 01 — -+ — 0,). Une l-chaine est également appelée

maillon. On peut visualiser o par un chemin dans N X Z en reliant les points (k, o) :

c=0—-1-1-2-3-2-2—-1—-0—-1)

On compose deux chaines p = (g — -+ — fi,) et 0 = (69 — -+ — 0,) en translatant la
deuxieme de maniere a ce qu’elle puisse prolonger la premiere :

op = (o =+ = fan—1 = flam > 01 = 00 + [l = *+* = On = 00 + fm)-

L’ensemble des chaines (de longueur quelconque) est un monoide C non commutatif et la
fonction qui associe a une chaine sa longueur est un homomorphisme de monoides C — N :
la composition d’une m-chaine avec une n-chaine est une (m + n)-chaine. Une 0-chaine est
un élément neutre pour la composition et une n-chaine est simplement la composition de
n maillons. On peut munir C d’une relation d’équivalence de maniere naturelle : on dit que
deux chaines p et o sont équivalentes (et on note pu ~ o) si elles ont la méme longueur et
si les différences oy — iy sont indépendantes de k. La composition s’étend évidemment sur
le monoide quotient C/~ avec la propriété d’étre simplifiable :

si [o1u] = [o2p] ou [uor] = [po2], alors [0 ] = [o2].

De plus, la fonction longueur reste un homomorphisme bien défini (C/~) — N.

On dit qu'une n-chaine est a accroissements pondérés lorsque l'on fait correspondre a
. W w Wn—1
chaque k = 0,1,... ,n—1 un entier wy > 1. On note alors o = (09 —> 01 — -+ — 0,).
On dira encore que ces accroissements sont majorés par une fonction v : Z — N lorsque
les poids wy, . .. , w,_1 considérés vérifient 1 < wy, < 1(0y). Cette fonction 1) peut dépendre
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du type de I'accroissement, elle est alors définie par trois applications ¥ _, g, ¥y : Z — N
de la maniere suivante :
w,(ak) si 5k:_1
V(ow) = Yolor)  sidp= 0
’(/)+(0'k) si 5k =+1

(pour étre un peu plus formel, on peut voir ¢» comme application Z x {—1,0,+1} — N).

A w w Wn—1 A sl2
Notons EZ[T;} (¢) lensemble des n-chaines o = (09 —» 07 — -+ —— 0,) d’extrémités
oy =1, 0, = j, avec oy = min{i, j} pour tout k et dont les accroissements sont majorés

par ¢ = {¥_, g, 14 }. Nous nous proposons de calculer les déterminants de Hankel associés
a la suite Ni[j}] (¢) = #EE}] (v) pour certains entiers 7 et j fixés.

[lustration : on considere une chaine dans EZ[Z] (1) en ignorant d’abord les pondérations puis

on complete en ajoutant a chaque altitude autant de maillons que la fonction ¢ le permet
(quitte a exclure simplement la chaine initiale lorsque la fonction ¢ est nulle a une certaine
altitude). Chaque choix de parcours fournit alors une chaine a accroissements majorés par
1. Dans 'exemple qui suit, nous complétons 0 = (0 - 1 —- 2 - 1 — 1 — 0) dans
E([f} (V_(k) =k, Yo(k) =k+1, ¥y(k) =k+2), ce “squelette” donne liena 2-3-2-2 =24
chaines pondérées possibles selon la fonction de majoration v considérée :

Comme il faut considérer tous les “squelettes” possibles, nous voyons combien il est difficile
d’identifier une suite N}ZJ () (n = 0), mais nous allons donner une méthode permettant
de le faire dans certains cas.

Nous pouvons déja supposer que ¢ < j grace a la relation

NI (- (K), olk), w4 (k)) = NV (@ (k — 1), o(k), v (k+1))

et par translation, nous nous ramenons au cas ou ¢ =0 :

NI (k), o(k), vy (k) = Nyt (0 (k + 1), vo(k + 1), ok + ).

De maniere générale, la composition de deux chaines a accroissements majorés par 1) n’est
permise que si elle s’effectue sans translation (c’est-a-dire lorsque la deuxiéme chaine com-
mence a l'altitude finalement atteinte par la premiere) afin qu’elle puisse respecter la fonc-
tion de majoration 1. S’étant ramené au cas ¢ = 0, il nous faut donc considérer également
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Jj = 0. Les éléments de E([{LO] = E([)"O](@Z)) sont parfois [30] appelés chemins de Motzkin valués,
ou chemin de Dyck lorsque vy = 0, c’est-a-dire lorsque les chaines considérées n’ont aucun
accroissement nul.

Dans un premier temps, nous pouvons écrire

By =TI BV ED  done  NYGH =S NN,

k>0 k>0

La réunion disjointe et la somme sont finies puisqu’elles portent sur k = 0,1, ..., min(m,n).
Pour de tels indices k, nous avons également les décompositions

£ =TT B30 == DE0 == 2)- (b= 1= WY
HE[m’“] k= k= DB (k=1 -5k —2)-- (1 = 0)Ey

ol les réunions disjointes portent sur M = {(mg, my, ... ,my) € NETL S m; = m — kb,
En prenant le cardinal, il suit

Noh = (0)0py (1) -y (k= 1) S NERINTRT - N,
M
NI = o (k- (k= 1) - (1) S NN Nl
M

Si 19— est positive sur N\ {0}, nous pouvons ainsi écrire

%NOk NOONOO ; ¢ (1)@[)_(2)’!7/)_(]{3) Nk,ONk,O’

On remarque encore que N,LT) =0si k> n et que N[é =yY_(n)Y_(n—1)---¢_(1) (car

EL"E) ne contient que les chaines (n — n — 1 — .-+ — 0)). On peut donc conclure
comme dans la proposition 2 en considérant les éléments

0 (0)¢ (1) ¢y (k- 1)
- (1)Y-(2) - - (k)

dj, = (=1sik=0).

Théoreme 10. Les déterminants de Hankel associés auz entiers N(gfg(z/),, Yo, ) sont
det H,( Hdk Hm Y (1) by (k= Dy (g (2) - - (k)

= (¢ (0)y— (1)) " (o (VY- (2))" "+ (¥ (n — Dy (n)),

et ne dépendent donc pas de la fonction 1.
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La derniere formulation rappelle que ¢, (k) et 1_(k + 1) vont toujours de pair : & un ac-
croissement positif depuis une altitude k& correspond forcément un accroissement négatif
depuis laltitude k£ + 1. En fait, ¥, (k)1_(k + 1) décrit le nombre de “pics” que 'on peut
choisir depuis l'altitude k selon la fonction de majoration . Ces quantités sont tres im-
portantes et ne cesseront d’apparaitre par la suite. Lorsqu’elles sont strictement positives
(pour tout k > 0), tous les déterminants de Hankel le sont également, et l'application
linéaire définie par @ : 2" — N (w , o,y ) s’étend en un produit scalaire sur Z[x]. Les
polynomes unitaires orthogonaux associés vérifient une relation de récurrence (voir §3.4)

Bria(@) = (2 = M) Po(2) = pn Poa () (n > 1)

avec i, = || Pa(@) |2/l Pacs ()2 et Ay = (NI /NEG) = (NI, o /NIS)

On remarque que N[ " — (o(n) + tho(n — 1) + - - - + 1(0)) NV (]) car E,[:Jl] est constitué
des chaines qui admettent un accroissement négatif a chaque altitude n,... ;1 et un seul
accroissement constant a une altitude n,... ,0. D’autre part, on a

|Pa(@) 2 = det H,/ det Hy 1 = w4 (0)try (1) -+ tos (n — 1) (1)i6(2) +-0_(n),
Tout ceci montre

Théoreme 11. Les polynomes unitaires orthogonaux associés a la suite Ngﬂ (V_, o, ¥y)
vérifient la relation de récurrence

Poi(x) = (2 = o(n)) Pu(z) =y (n = )p_(n) P, a(z) (0 >1)
avec les conditions initiales Py(x) =1 et P(z) = o — N(g(}) =z — 1p(0).
Le résultat suivant est le bienvenu pour comparer deux suites.

Proposition 12. Des suites (ay)n>0 €t (Bn)n>0 qui vérifient ag = [y et qui engendrent
un méme systéme orthogonal de polynomes unitaires (dans le cas ou elles engendrent
des déterminants de Hankel strictement positifs) coincident : oy, = B3, pour tout n = 0.

PREUVE. Les applications linéaires définies sur la base canonique par ®; : 2" — «,, et
®, : 2" — [, peuvent s’étendre en un produit scalaire sur A[z] par (f | g); = :(f(x)g(z))
(i = 1,2). Pour un entier m > 0 fix¢é, on peut décomposer z™ = >~ (") Py(z) olt (P (2))n0
est le systeme orthogonal commun a ces deux produits scalaires. On voit alors que

2™ =Y () P@) =3 ()) (B@) | Pue))i = () 1@ = () )

coincide pour t =1l et ¢ =2. [
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Corollaires et exemples

1. Nyg(-(k), do(k), ¥y (k) = Ny (s (k — 1), vo(k), v (k + 1)),
2. NYO(_(k), wo(k), ¥y (k) = NI§(w_ (k) (k — 1), o(k), 1),
3. Nyo(_(k), wo(k), vy (k) = Nyo(1, vo(k), v (k + 1)i (k).

D’un point de vue combinatoire, ces trois propriétés découlent du fait qu'une chaine dans
E([fé (1, 1o, 101 ) présente autant d’accroissements positifs a une altitude k& que d’accroisse-
ments négatifs a 'altitude £+ 1. On peut donc faire porter les poids possibles des accroisse-
ments positifs sur les accroissements négatifs, et réciproquement.

Si les déterminants d’une suite a € F(N,.A) sont tous positifs et ont pu étre déterminés
par le théoreme 3 (avec des coefficients «, 3 et ), alors on a automatiquement ay = 1 et

o = N (kar, an + Bk, 1+ k) = Nog(k, ar + Bk, (1+k7)a).

Par exemple, on trouve :

4. Nombres de Bell : pour tout entier a > 0, on a
Bu(a) = Nyg(k, k+a, a) et Bui(a) = Nyg(k, k+a(a+1), a)
5. Nombres d'Euler : E,, = No[fg(k:, 0, k+1)
6. Factorielles : n! = N%(k‘, 2k+1, k+1)et
(n+1)! = NJJ(k, 2(k +2), k+2) = Na(k+1, 2(k +1), k+1)
Plus généralement : (r — 1 +n)!/(r — 1) = No[fg(k, 2k +r, k+r)
7. Involutions : pour tout entier a > 0, on a I,,(a) = N%(k‘, a, 1)
8. Dérangements : D, (a) = N(%(k:cﬂ, a— 1+ 2ak, k+ 1) pour tout entier a > 0

Le cas “ordinaire” (i.e. les déterminants de o € F(N,.A) sont tous positifs et ont pu étre
déterminés par le théoreme 4) est plus délicat. On a par exemple :

9. Nombres de Motzkin : M,, = N(%(l, 1,1)

10. Nombres de Catalan : ), = N(%(l, 1+ x(k),1) avec x(0) =0et x(k) =1si k> 1.
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Remarque

S'il existe une fonction ¢_ : N \ {0} — N (prolongée par @/Z)\_(O) = 0) vérifiant
Do (2k +2)0_ 2k +1) =_(k+1) et D_(2k) + ¥_(2k + 1) = (k)

pour tout k£ > 0, alors N(%] (V_, 1, 1) = Ng?g}({b\_, 0,1) : une bijection entre E([{LO](Q/J_, 1o, 1)
et E([fg] ({b\,,O, 1) est donnée par ’homomorphisme de monoide défini sur un maillon en
posant pour tout £ >0 :

Flk—Sk+1) = (2k——2k+1—>2k+2)
Flh+1 5k = (2k+2 5 2k+1 25 2k)
Flk 25 k) = 2k —S2k+1252k) ou (26 252k —1 -2 2k)

(les fleches sont surmontées de leur pondération maximale possible). En termes plus imagés,
on “double” chaque maillon en choisissant de remplacer un accroissement plat par un “pic”
ou un “creux”. On prolonge ensuite a toute chaine par la propriété F(ou) = F(o)F (u).

Ainsi les nombres de Catalan sont souvent définis par C, = N(Q?gl }(1,0, 1), a la place de

C, = N(Efg(l, 1+ x(k),1) comme nous 'avons trouvé ci-dessus.

De méme, on a vu que n! = N["](k 2k+1, k+1) = No[fg(kQ, 2k + 1, 1) et on peut
également écrire n! = Ng?g}([k/ﬂ,(), 1). Une bijection entre Sym(n) et E([fg]((k/ﬂ,o, 1)
est donnée dans [30] : il s’agit de la bijection de Viennot-de Medz'cz's avec les “histoires de
Laguerre subdivisées”. Une bijection entre Sym(n + 1) et E (k; +1, 2(k+1), E+1) est
donnée explicitement par la décomposition de Frangon- Viennot [11].

3.8 Fractions continues

Pour n > 0, la décomposition

B = (i = ) Bl HH (i =i+ 1)EM  (i+1 =B

montro que NI = goINE) + 4, () + 1 ZNJLMNW 4
Les fonctions génératrices ordinaires Fj(z) = > N, z sont donc reliées par
Fi(z)—1

= o(i)Fi(2) + 291 ()Y (i + 1) Fiy1 (2) Fi(2).

z
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En d’autres termes, on a F(2) = (1—2¢(i) — 2% (1)1 (i+1)F1(2)) 7! et en itérant cette
relation, on aboutit formellement & une fraction continue de type “Jacobi” pour Fy(z) :

1
F()(Z) =
L o) IROING)
B o ¢ (Dy-(2)

e IREITNE)

1— 2109(2) — P R el sk A
Il est commode d’introduire la notation Fy(z) = J. [¢( (k) (k+1): k> 0] et de
maniére plus générale, on a Fj(z) = J. [¢o(k ) (k) (k + 1) k > i| par translation. Le

m-ieme convergent de la fraction continue de Fy(z) est
Pon(2)/Qui(2) = . [o(R), by (k) (k+1) -k = 0,1, ,mi].

Il s’agit de la fonction génératrice ordinaire associée aux nombres No[fg(@/)_, 1o, 1x) avec
x(k) =1si k< met x(k) =0 sinon.

Exemple : fraction continue de ) n!lz"

La série Y nlz™ ayant fortement motivé cette these, il convient de conclure ce travail avec
elle. Comme on an! = N(%(k, 2k+1, k+1), une fraction continue pour »  n!z" est donnée
par J, [Zk +1, (k+1)%*: k> O}. Nous pouvons en trouver une autre en considérant la
fonction

Fla,b,2) = Y (@)n(b)n—.

n>0
Elle offre I'avantage d’étre symétrique par rapport aux variables a et b, et elle vérifie

F(-1,-1,2) Zn'z

n=0

On établit facilement la relation F'(a,b,z)—F(a,b—1,2) = azF(a—1,b—1, z), de laquelle
on tire la fraction continue formelle

F(a,b—1,2) 1 az (b—1z (a—1)z (b—2)z (a—2)z (b—3)z (a—3)z

F(a,b,2) 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+

En prenant a = —1 et b = —1 on trouve ainsi
Sk L 2 E 22230 4

k>0
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3.9 Synthese de la troisieme partie

Philosophie générale

det(aitj)ij<n # 0 pour tout n > 0

M polynomes unitaires (P, ()),>0 C Alz]
suite (v )ns0 C A
_— avec deg P,(x) =n et
ombre @ : Alz] — A
O(P(x)Py(x))=0sim#n

|

congruences pour (v, )n>o congruences pour (P, (z))n>0

Z

dans A dans A|x]

[

O(f(z)Pu(z)) =0 mod ®(P,(x)*).A pour tout f(x) € Alz]

Théoréme. On considére une fonction génératrice ordinaire F(z) = ) telle que

1
1-G(z
G(0) = 0 et on suppose que g(z) = VG(z) — VG(0) = @ — G'(0) vérifie une relation
g(2) = z(a + Bg(z) + v9(2)?) pour certains paramétres o # 0, B3 et v dans A. Alors les
déterminants de Hankel sont donnés par

det H,, = a"("+1)/27n(n71)/2

Les polyndémes orthogonaux associés (si ay # 0) sont
Py(z) =1, Pi(x)=x—F'(0), P(z)=(z—p)Pi(z)—«
Pois(z) = (2 — A)Py(x) — avPu 1(z) (n>2)

et vérifient ||P,(z)||* = a™y" L.
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Théoréme. On considére une fonction génératrice exponentielle F'(z) = exp G(z) avec
G(0) = 0 et on suppose que g(z) = G'(z) — G'(0) vérifie ¢'(2) = a + Bg(z) + v9(2)* pour
certains parameétres o # 0, 3 et v dans A. Alors

F(y+ 2= 3 O U EZ DN ) gy pe),

k>0

Les déterminants de Hankel correspondants sont donnés par

det H,, = o1/ H </<;!(1 +7)--- (14 (k- 1)7)).
k=0

Les polynomes orthogonaux associés (si det H, # 0 pour tout n = 0) sont
Py(z) =1, Pi(z)=xz— F'(0)

Frpa(z) = (¢ — F'(0) = nf) Pa(z) = na(l+ (n = 1)y) Poca(z)  (n21)

et vérifient || Py(2)]|? = nla™(1+9)(1+27) - (1 + (n = 1)y).

Théoréme. Soit o, = Ngfo] (Y, o, 1) le nombre de n-chaines

wo w1 Wn—1

avec o, = 0 pour tout k et dont les accroissements 6, = o041 — o € {—1,0,+1} sont
pondérés par

w,(ak) st 5k =-1
1 gwkg wo(ak) St 5k:0
vy (o) si 0 = +1

Les déterminants de Hankel sont alors

det Hy = (¢ (009 (1))" (v (Y- (2))" -+ (s (n = 1)1 (n))!

Les polyndémes orthogonaux associés (si p_ et 1, sont strictement positives) sont
Po(z) =1, Pi(z) =z —t(0)

Puia(a) = (& = (1)) Pu() — s (n — 1) (n) Py (2)

et vérifient || Pa(@)[2 = (1 (06 (1)) - (4 (Lo (2) - - (s (n — Ly (n).
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