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Abstract

A successful method to describe the asymptotic behavior of a discrete
time stochastic process governed by some recursive formula is to relate it to
the limit sets of a well chosen mean differential equation. Benaim, Hofbauer
and Sorin generalised this approach to stochastic approximation algorithms
whose average behavior is related to a differential inclusion instead. The
aim of this thesis is to pursue this analogy by extending to this setting the
following results.

First, under an attainability condition, we prove that convergence to a
given attractor of the dynamical system induced by this differential inclusion
occurs with positive probability, for a class of Robbins Monro algorithms.
Next we generalize a result of Benaim and Schreiber which characterizes the
ergodic behavior of algorithms. In particular, we prove that the weak® limit
points of the empirical measures associated to such processes are almost
surely invariant for the associated deterministic dynamics. To do this, we
give two equivalent definitions of the invariance of a measure for a set-valued
dynamical system continuous in time.

Secondly, we consider approximation algorithms with constant step size
associated to a differential inclusion. We prove that over any finite time
span, the sample paths of the stochastic process are closely approximated by
a solution of the differential inclusion with high probability. We then analyze
infinite horizon behavior, showing that stationary measures of the stochastic
process must become concentrated on the Birkhoff center of the deterministic

system.

Keywords : Stochastic approximations ; set-valued dynamical systems ; dif-
ferential inclusions ; attractor ; invariant measures ; ergodic theory ; evolutio-

nary game theory ; best response dynamics; Markovian fictitious play.
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INTRODUCTION

ette thése porte sur ’étude des algorithmes d’approximation sto-

chastiques associés & une inclusion différentielle et se situe dans

la continuité des travaux réalisés par Benaim, Hofbauer et Sorin
[16]. Nous généraliserons des résultats classiques de 'étude des algorithmes
d’approximation stochastiques utilisant la méthode dite de I’ équation diffé-
rentielle ordinaire (EDO) aux algorithmes dont la dynamique moyenne est
induite par une inclusion différentielle.

Le but de cette introduction est d’asseoir les résultats obtenus dans leur
contexte et d’en donner les applications. Elle se compose de trois parties :
dans un premier temps, nous présenterons l’historique du sujet, dans un
second temps, nous rappellerons des résultats connus reliés aux méthodes
de 'EDO et de l'inclusion différentielle et, finalement, nous exposerons les
résultats principaux obtenus au cours de ce travail.

Les notions de dynamique univaluée et multivaluée, utilisées dans cette
introduction, sont rappelées dans le chapitre 1. Les chapitres 2, 3 et 4 repro-
duisent trois manuscrits déja publiés ou soumis pour publication. L’indépen-

dance de ces chapitres entrainera la redondance de certaines définitions.

Historique du sujet

La théorie des algorithmes d’approximation stochastiques est née dans
les années 50 aux travers des travaux de Robbins et Monro [80] et de Kiefer
et Wolfowitz [54].



2 Introduction

Le paradigme de base est une équation aux différences stochastiques

Tn+1l = Tn + ’YnYn-l—l: (1)

ol x,, prend ses valeurs dans un espace euclidien, Y,, est une variable aléatoire
et le pas v, > 0 est petit et tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini.
Typiquement, x,, représente I’état, entre les instants n et n + 1, du pa-
rameétre d’un systéme. Son évolution, & 'instant n + 1, est fonction de son
état a l'instant n et d’un certain aléa représenté par une variable aléatoire
&nt1, c'est-a-dire
Yot1 = h(@n, Ent1),

ol, selon la nature du probléme, h peut étre une fonction connue ou inconnue.

Initialement cette théorie fut développée pour résoudre un probléme clas-
sique en analyse numeérique, & savoir, la recherche des zéros d’une fonction
inconnue g. En considérant Y, comme une variable aléatoire de moyenne
g(z,,), Robbins et Monro [80] montrérent que, sous des hypothéses adéquates
sur la fonction g et le pas (7,), la suite (z,) converge en probabilité vers un
zéro de la fonction g.

Par la suite, les algorithmes d’approximation stochastiques ont pris leur
essor & travers de nombreux problémes provenant de divers domaines tels que
le traitement du signal, le contrdle adaptatif (voir [68], [61]) et I'estimation
récursive (voir [74]). Cette théorie a connu un renouveau dans les années 90
dii au regain d’intérét pour la théorie de ’apprentissage au sens large, par
exemple dans le domaine des réseaux de neurones (voir [98], [38]) ou de la
théorie des jeux (voir [40]).

Afin d’étudier le comportement asymptotique de (1), il est approprié

d’écrire le terme aléatoire comme

Yn—i—l - f(xn) + Un-i-ly (2)

ou f: R™ — R™ est un champ de vecteurs obtenu en calculant une certaine
moyenne et U, la résultante aléatoire.

La méthode utilisée par Robbins et Monro permet d’étudier la conver-
gence de certains algorithmes. Cependant, dés que la dimension de I'espace
d’états est grande et que les “objets limites” de l'algorithme sont compliqués,

leur méthode est souvent insuffisante.



En 1973, Derevitskii et Fradkov [29] ont proposé l'idée de la méthode
de Uéquation différentielle ordinaire. Cette idée fit principalement exploitée
par Ljung [67] et, par la suite, inspira un grand nombre de travaux. Elle
est présentée en détail dans les livres de Kushner et Clark [60], Benveniste,
Métivier et Priouret [22], Duflo [31] et Kushner et Yin [61].

Expliquons en quelques lignes ’heuristique de cette méthode. On parlera
de méthode de 'EDO ou de champ moyen car le champ de vecteurs f est
issu du calcul d’'une moyenne (voir exemples 0.2 et 0.3). Il est naturel de
voir la relation récursive (1), avec Y, défini par (2), comme un schéma
d’approximation d’Euler, avec une perturbation aléatoire, visant & approcher

les solutions de I’équation différentielle ordinaire

&= f(z). 3)

Par conséquent, il est raisonnable d’espérer que le comportement asympto-
tique d’une réalisation (x,(w)) de la suite aléatoire soit lié, pour presque tout
w, & celui des solutions de 'EDO (3). Néanmoins, le comportement des tra-
jectoires de (3) peut étre complexe. Par exemple, dés la dimension trois, des
comportements chaotiques peuvent survenir. C’est pourquoi les premiers ré-
sultats utilisant cette méthode traitent uniquement des dynamiques simples
telles que des systémes dynamiques de type gradient pour lesquels toutes les
trajectoires convergent vers l’ensemble des minima d’une fonction potentiel
ou encore des systémes dynamiques linéaires. Cependant, il apparait dans de
nombreuses situations, par exemple, dans les modéles d’apprentissage ou en

théorie des jeux, des champs de vecteurs non linéaires et sans potentiel.

Au milieu des années 90, Benaim et Hirsch ont développé des outils
permettant de décrire qualitativement le comportement asymptotique d’al-
gorithmes d’approximation stochastiques a partir de celui de 'EDO (3), ce
pour une classe de champs de vecteurs f trés générale (voir principalement
[13] et [11]). Ces travaux font essentiellement intervenir des définitions et
des résultats émanant de la théorie des systémes dynamiques topologiques
et de celle des probabilités. Le lecteur pourra se référer a la Section 1.1 du
Chapitre 1 pour le rappel des notions importantes de systémes dynamiques

abstraits.
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Méthode de I’équation différentielle ordinaire

Cette sous-section s’articule en deux parties : dans un premier temps,
nous présenterons les outils développés par Benaim et Hirsch ainsi que leur
principal résultat qui caractérise les ensembles limites des pseudo-trajectoires
asymptotiques. Dans un second temps, nous exposerons deux résultats que
nous étendrons au cas des inclusions différentielles dans les chapitres 2 et 3.
Finalement, nous introduirons le contexte des algorithmes d’approximation
stochastiques & pas constant et nous présenterons deux résultats que nous
généraliserons au cas des inclusions différentielles dans le chapitre 4.

Soit un espace probabilisé (2, F,P) muni d’une filtration F = (F,). La
norme usuelle sur R™(m > 1) sera notée ||-||. Nous noterons C(R, E) (resp.
C(R4, F)) 'espace des fonctions continues de R (resp. R;) dans F muni de

la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles compacts.

Caractérisation des ensembles limites

Nous dirons qu’un processus stochastique (,)n>0 & valeur dans R™ est
un algorithme d’approzimation stochastique associé & 'EDO (3) si les condi-

tions suivantes sont satisfaites :

Hypothése 0.1.

Tpg1 — Tn = Y1 (f(2n) + Uns1), (4)

ol

o f:R"™ — R™ est un champ de vecteurs lipschitzien ;

o (Up)n>1 est une suite de variables aléatoires adaptée a la filtration IF ;

o (Vn)n>1 est une suite de nombres réels positifs telle que

nli_}ngoyn =0 et Z%L = 00.
n>1

Comme nous le verrons dans la section 1.1.1, 'EDO (3) induit un flot

sur R™ que nous noterons ¢.

Nous dirons que (z,,) satisfait la condition de Robbins-Monro ou de dif-

férence de martingales si



Pour comparer le comportement du processus (x,) avec celui des trajec-
toires de 'EDO (3), nous définissons le processus en temps continu X(-),
affine par morceau, interpolant les (z,,) :
Ti41 — T

Yit1

X(1i+ )=z +s , pour s € [0,7vit+1],

ol .
70:=0, T, := Z% pour n > 1.
i=1
L’exemple suivant est inspiré de la section 2.2 de [11].
Exemple 0.2 (Urne de Polya généralisée). Le simplexe de dimension m est
le sous-ensemble A™ C R™*1 défini par
A™ = {2 € R™ |z; >0, Zx, =1}
i
Nous considérerons A™ comme une variété différentielle et nous identifierons

en chaque point p € A™ le plan tangent T,A™ avec U’hyperplan

E™:={veR™! Y v =0}
7

Soit h: A™ — A™ une fonction suffisamment régulicre (typiquement lip-
schitzienne).

Une urne contient initialement ng > 0 boules de couleur 1,...,m + 1.
A chaque instant (le temps est discret et sera représenté par n € N), une
nouvelle boule est ajoutée a l'urne et sa couleur est choisie aléatoirement
selon le mode opératoire suivant :

La variable z¢, € [0,1] représente la proportion de boules de couleur i dans

lurne a linstant n et x, € A™ est le vecteur de ces proportions, G savoir
1

LY. La couleur de la boule ajoutée a linstant n + 1 est i

Ty = (x
avec une probabilité h;(x,), ot h; est la iéme coordonnée de h.

De tels processus sont connus sous le nom d’urnes généralisées de Polya
et ont été considérés, entre autres, par Hill, Lane et Sudderth [}5] (pour
m = 1), Arthur, Ermol’ev et Kaniovskii [2] ou encore Pemantle [77]. Plus
récemment, Benaim, Schreiber et Tarrés [19] ont étudié des modéles d’urnes
ot plusieurs couleurs pouvaient étre ajoutées ou retirées a chaque étape.

Supposons que la composition initiale (xg,ng) € A™ x N soit fixée une

fois pour toute. La tribu F, est la tribu engendrée par les variables aléatoires

TOyeeeyLp.
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Un calcul simple montre que

1

Bl =) =

(—xpn + h(xy,)) .
Ainsi en posant

f(x) :=—z+h(z) et Uppr:=(no+n+1)(zpt1 —xn — E(Tny1 — z0|Fn)),

1

nous obtenons que le processus () satisfait l’hypothése 0.1 avec 7y, := Py

Exemple 0.3 (Apprentissage par renforcement). Le contexte général est
le suivant : deux joueurs répétent un jeu et, a la fin de chaque tour, ils
adaptent leur stratégie selon une régle simple, dite d’apprentissage. Cette
régle dépend fortement des hypothéses mises sur le jeu. Dans cet exemple,
nous supposerons que les joueurs observent uniquement leur propre action
jouée ainsi que leur gain.

Le modeéle de base d’apprentissage par renforcement est di a Erev et Roth
(voir [82, 34]) et peut s’écrire comme un algorithme d’approximation stochas-
tique avec un pas aléatoire. Imaginons que chaque joueur posséde une urne
remplie de boules de couleurs correspondant aux différentes actions possibles.
A chaque étape, les joueurs tirent une boule dans leur urne respective et
jouent action correspondante. Ensuite, ils ajoutent a l'urne un nombre de
boule de la “couleur jouée” égale au gain obtenu.

Dans [1], Arthur étudie un modéle alternatif a celui de Erev et Roth dans
lequel, le nombre de boules est renormalisé aprés chaque étape, afin d’obtenir
un algorithme d’approximation stochastique avec un pas déterministe d’ordre
%. Nous présentons ce modéle dans le cadre d’un jeu 2 X 2 (2 joueurs, 2
actions). Nous nous inspirons de l’article de Posch (voir [79]) dans lequel, il
étudie les ensembles limites de l’algorithme stochastique en question.

Considérons deux joueurs a et b et supposons que chacun d’eux a deuz
actions possibles 1 et 2. Leurs matrices de paiement seront notées respecti-
vement A et B. La variable d’état considérée est la proportion de boule a

Uintérieur des urnes, c.-a-d.
Ln = (l‘?L,ﬂj‘%) € [07 1] X [07 1]

ou x! représente la proportion de couleur 1 de l'urne i € {a,b}. Nous notons

Si le nombre de boule de couleur 1 dans l'urne i a linstant n, P! la variable



aléatoire décrivant le gain du joueur i au tour n et o, la variable aléatoire
décrivant le nombre de boules de couleur 1 ajoutées dans l'urne i au temps

n, c.-a-d.

; { Paiement obtenu par le joueur 1  si le joueur i choisit l’action 1

0 sinon.

Afin de maitriser la croissance du nombre de boules, nous imposons que le
nombre de boules a linstant n est égale a Cp, = Cn pour un certain C > 0.
Ainsi chaque joueur devra renormaliser son urne & chaque étape, c.-a-d.

C(n+1)

;+1:(S;+0;)CH+P7€7 Z:aab-

et de méme pour lautre couleur. Ainsi la variable d’état est égale a
i
xi — n+1
n+1 C(TL + 1)

1

Cnt Pl (o0 — =3 Pn)

%
g $n+

. 1 . .y .
= x,+ on (crf1 - xfleL) + &' (xn).

Un calcul simple montre que le processus (xy) satisfait une relation de ré-

currence du type (4) pour un bruit (Uy,),, satisfaisant la condition de Robbins-
Monro et pour f(x) = (fo(z), fo(z)) définie par

fa(x“,xb) = 21—z (oq - :Eb(Oél + ozg))
fo(a®,a?) = 2®(1—a%) (B — 2" (B1 + Ba)),

oU a1 = a1z — A, Qg = az — ai, P1 = big — by et B1 = by — bi1.
La dynamique induite par le champ de vecteur f est connue sous le nom de

dynamique du réplicateur (voir p.ex. [52]).

L’idée de base de la théorie développée par Benaim et Hirsch est de
généraliser la notion de trajectoire-solution de (3) afin que le processus X
induit par (x,) en soit une. Premiérement, il faut pouvoir tenir compte de
petites perturbations survenant & certains instants. Cette généralisation fut
introduite par Bowen ([25]) et Conley ([28]) avec la notion de récurrence
par chaine et donne lieu & de multiples résultats concernant la topologie et
la géométrie des ensembles limites associés & de telles “trajectoires pertur-

bées” (voir Section 1.1.2). Cette généralisation ne tenant pas compte de la
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continuité temporelle, Benaim et Hirsch ont introduit la notion de pseudo-

trajectoire asymptotique :

Définition 0.4. Une fonction X : Ry — R™ est une pseudo-trajectoire
asymptotique (PTA) pour le flot ¢ si pour tout T > 0,
lim sup [|X(t+h)—én(X(1))[| = 0. (5)
t—00 g<p<T

Intuitivement, la courbe

0, 7] — R™
h — X(t+h)

suit la trajectoire solution de 'EDO partant de X (t) sur U'intervalle de temps
[0,T] avec un écart arbitrairement petit pour un ¢ suffisamment grand. Au
vu des Théorémes 0.5 et 0.6, cette notion est trés utile pour comprendre le
comportement asymptotique des algorithmes d’approximation stochastiques
considérés ici.
Rappelons que 'ensemble
LX) = (N {X([t, el
t>0

est I’ensemble limite de X (cf. définition 1.1.2). Benaim et Hirsch [13] carac-

térisent ’ensemble limite d’une PTA :

Théoréme 0.5 (Benaim et Hirsch [13]).

(i) Soit X une pseudo-trajectoire asymptotique précompacte pour le flot ¢.
Alors L(X) est intérieurement transitif par chaine (ITC) (cf. définition
1.19).

(ii) Soit L C E un sous-ensemble intérieurement transitif par chaine. Alors

il existe une pseudo-tragectoire asymptotique X telle que L(X) = L.

Le lecteur trouvera la version générale de ce théoréme dans la Section
1.1.5, ainsi qu’une explication détaillée des notions utilisées dans son énoncé.
Le résultat suivant réalise le lien entre un algorithme d’approximation sto-

chastique et une PTA.

Théoréme 0.6 (Benaim [9, 11]). Soit (x,) un algorithme d’approzimation
stochastique associé a (3) satisfaisant la condition de Robbins-Monro. Sup-

posons que



(A) il existe ¢ > 2 tel que

(1) Ty <o,
(a-2) supy, E ([|Un[|*) < oo,
ou
(B)
(b.1) pour tout ¢ >0, 3" e\ < oo,
(b.2) (Un)n>1 est sous-gaussien dans le sens ow pour tout 6 €
R™,

E (exp({0, Un41)) | Fn) < exp(3T]|0]%).

Alors le processus en temps continu X associ€é a (xp)n>0 est une pseudo-

trajectoire asymptotique pour le flot ¢.

A la suite de ces deux théorémes, deux questions naturelles surviennent.
Dans un premier temps, quels sont les ensembles ITC? Dans un deuxiéme
temps, parmi eux, lesquels sont réellement atteints avec une probabilité posi-
tive par I'algorithme ? Remarquons que, par le Théoréme 0.5, tout ensemble
ITC est un ensemble limite d’une PTA mais toute PTA n’est pas forcément
une réalisation de I'algorithme.

Le Théoréme 1.21 de Bowen (voir Section 1.1.4) répond a la premiére
question en caractérisant, de deux fagons, les ensembles ITC. Il montre,
entre autre, qu’'un tel ensemble est compact, invariant par le flot ¢ et n’ad-
met pas d’attracteur propre (c.-a-d. le flot restreint a cet ensemble n’a pour
seul attracteur que lui-méme). Le deuxiéme point donne lieu & deux types
de résultat : des résultats de convergence avec probabilité positive et des ré-
sultats de non convergence. Dans la premiére catégorie, on peut montrer que
sous certaines hypothéses d’atteignabilité, ’algorithme converge vers tout
attracteur avec une probabilité strictement positive. La section suivante est
consacrée a ce résultat. Dans la deuxiéme catégorie, on peut montrer que,
certains ensembles répulsifs ne sont presque-stirement pas atteints lorsque le
bruit est assez “agité”. Ce type de résultat ne fait pas l'objet de ce travail.
Le lecteur intéressé pourra se référer au “survey” de Pemantle [78], au cours
de Benaim [11] ou a la theése de Tarrés [93] pour un apergu général de ces

résultats.
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Convergence avec probabilité positive vers un attracteur

Les idées développées dans cette partie apparaissent originairement dans
les travaux de Benaim [11] et Duflo [32]. Le but est de donner des conditions
simples assurant que l’algorithme converge avec une probabilité strictement
positive vers un attracteur (voir définition 1.13) donné.

Nous considérons ici un processus stochastique X continu dans le temps,
défini sur I'espace de probabilité (2, F,P), a valeurs dans R™, et adapté a

une certaine filtration (). Nous nous plagons sous I’hypothése

Hypothése 0.7. Il existe une fonction w: R‘:’_ — Ry telle que, pour tout
6 >0 et toutT >0,

W(t, 57 T) lt—>+00 07
et

P <sup sup |lon(X(s)) —X(s+h)|| > | 9'}) <w(t,0,T), (6)
s>t 0<h<T

presque sdrement.

Cette condition est satisfaite par un grand nombre d’algorithmes d’ap-

proximation stochastiques.

Proposition 0.8 (Benaim [11]). Soit (zn)n>0 un algorithme d’approzima-
tion stochastique associé a 'EDO (3) et satisfaisant la condition de Robbins-
Monro. Sous les conditions du Théoréme 0.6, le processus en temps continu

X associé a (xy,) satisfait I’hypothese 0.7.

Définition 0.9. Un point x € R™ est atteignable par X si, pour tout t > 0

et pour tout voisinage U de x,
P(3s>t: X(s)eU) > 0.
L’ensemble des points atteignables par X sera noté Att(X).

Théoréme 0.10 (Benaim [11] et Duflo [32]). Soit A C R™ un attracteur (cf.
définition 1.13) pour le flot ¢ et B(A) son bassin d’attraction. Si Att(X) N
B(A) # 0, alors

P(L(X)C A)>0.
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Plus précisément, pour tout ouvert relativement compact U C R™ tel que
U C B(A), il existe des nombres T, § > 0 (dépendant de U) tels que

P(L(X)CA)>(1-wtdT)PEs>t: X(s)eU).

Le Théoréme 0.10 est un résultat dit de convergence avec probabilité po-
sitive : pour tout attracteur du flot, le processus a une probabilité positive
d’y converger. Soulignons que ce résultat n’assure pas la convergence du

processus vers un attracteur.

Remarque 0.11. La deuziéme partie du théoréme donne une borne infé-
rieure de la probabilité de converger vers un attracteur. Il est important de
remarquer que, sous les hypothéses de la Proposition 0.8, la fonction w(t,d,T')
est explicitement connue. Elle est exprimée en fonction du bruit (Uy), et du
pas (Yn)n- Le point clef pour exhiber w est l'utilisation du lemme de Gronwall

qui mécessite le caractére lipschitzien du champ de vecteur f.

Convergence faible des pseudo-trajectoires asymptotiques

Au vu des sections précédentes, la théorie des pseudo-trajectoires asymp-
totiques fournit un cadre propice a I’analyse du comportement & long terme
de certains algorithmes d’approximation. Les résultats énoncés précédem-
ment portent sur la convergence des PTA. En 2000, Benaim et Schreiber [18|
ont étudié le comportement ergodique, ou statistique, des PTA. Il se trouve
qu’ils ont prouvé leurs résultats pour une classe plus générale de proces-
sus que l'on appelle pseudo-trajectoires asymptotiques faibles (PTAF). Soit
F = (F4)¢>0 une filtration sur 'espace probabilisé (€2, F,P). Nous noterons,

pour tout 7' € Ry, B 7y la tribu borélienne sur U'intervalle [0, 77.
Définition 0.12. Un processus
X:Ry xQ— R™

est appelé pseudo-trajectoire asymptotique faible (PTAF) pour un flot ¢ sur
R™ s

(i) Il est progressivement mesurable : X r)xq est B X Fr mesurable
pour tout T > 0,
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(i) Pour tout o> 0 et T > 0,

lim P < sup || X(t+ h) — on(X(2))| > a\iﬂ) =0
t—o0 0<h<T

presque surement.

Remarquons qu’un processus aléatoire X étant presque slirement une
PTA est une pseudo-trajectoire asymptotique faible. L’inverse n’est pas vrai.
Il est donc important de souligner que le Théoréme 0.5 ne s’applique pas
pour une pseudo-trajectoire asymptotique faible X et, par conséquent, son
ensemble limite n’est généralement pas presque stirement I'TC.

Les pseudo-trajectoires asymptotiques faibles permettent d’étudier une
classe d’algorithmes d’approximation stochastiques plus grande que celle
donnée par les hypothéses du théoréme 0.6. En contre partie, les résultats
obtenus sont de nature différente. Il est possible d’étudier le comportement
asymptotique des mesures empiriques d’occupation de ’algorithme et d’ob-
tenir des résultats dits de convergence faible.

Avant d’énoncer le résultat principal de Benaim et Schreiber, exhibons
le lien entre les PTAF et les algorithmes d’approximation (voir [18]).

Soit (zy,)n>0 un algorithme d’approximation stochastique associé¢ a 'EDO

(3) satisfaisant la condition de Robbins-Monro.

Proposition 0.13 (Benaim et Schreiber [18]). Supposons que
Jim B ([0l Lo, iz ) =0

Alors le processus en temps continu X associé a (x,) est une pseudo-

trajectoire asymptotique faible pour le flot ¢.

Remarque 0.14. Soulignons qu’aucune hypothése n’est faite sur la vitesse
de convergence du pas (v,) a Uinverse du Théoreme 0.6. Typiquement, si le
bruit (Uy,) est uniformément borné, alors X est une PTAF, et ce méme si le

pas décroit trés lentement (p.ex. v, = O(ﬁ)),
Le résultat principal de Benaim et Schreiber est

Théoréme 0.15 (Benaim et Schreiber [18]). Soit X une PTAF pour un

flot ¢, les valeurs d’adhérence, pour la topologie faible étoile, des mesures
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empiriques d’occupation

1 t
p(w) = ;/ 5X(s,w)ds
0

(ot 6, est la mesure de Dirac au point p) sont presque sirement des mesures

mwvariantes pour ¢. En particulier, si la famille de mesures

1 t
{Z /0 0% (s)d5}>0

est tendue, alors, avec probabilité un, le processus X(t) passe la plupart de

son temps dans tout voisinage arbitrairement petit du centre de Birkhoff de

o.

Le lecteur pourra se référer a la Section 1.2 pour une définition précise des
notions abordées dans 1’énoncé ci-dessus. Afin de comprendre la différence
entre les Théorémes 0.5 et 0.15, considérons le flot ¢ traité dans I'exemple
1.18, restreint a l'intervalle [0, 27[. Si (x;,) est un algorithme d’approximation
stochastique associé a ¢, satisfaisant les hypothéses du Théoréme 0.6, alors
par le Théoréme 0.5, L((zy)) € {{0},{r}, S*}. Le Théoréme 0.15 compléte
ce résultat en garantissant que le processus (x,) passe la plupart de son

temps dans tout voisinage arbitrairement petit de {0, 7}.

Algorithmes d’approximation stochastique a pas constant

£

® )n satisfaisant la formule

Soit une famille de processus stochastiques (x

récursive (4) avec un pas constant € > 0, & savoir

Tpy1 — 4y = € (f(23) + Unta) (7)

ou f et (Up)n>o sont définis de la méme maniére que dans la Section . Nous
dirons que la famille de processus {(z5)n}e est un algorithme d’approxi-
mation stochastique & pas constant associé a 'EDO (3). De tels processus
apparaissent fréquemment dans divers domaines d’applications tels que la
théorie de I'apprentissage, la théorie des jeux ou encore 1’écologie. Dans la
derniére partie de cette introduction et dans le chapitre 4, nous développe-
rons ’exemple des jeux de population. Intuitivement, ce type de jeu décrit le
comportement d’une population, de taille finie, d’individus qui interagissent

entre eux aux travers d’un jeu. Chacun d’eux choisit, & chaque instant et
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selon un certain protocole, une stratégie dans un ensemble fini commun &
tous. La chaine de Markov représentant le vecteur des proportions des stra-
tégies choisies par la population est alors un algorithme d’approximation

stochastique a pas constant.

L’analyse de ces algorithmes concerne leur comportement quand le pa-
rameétre ¢ tend vers zéro. A l'inverse de la théorie des algorithmes & pas
décroissant qui méne principalement a un “théoréme limite”, celle des algo-
rithmes a pas constant méne a deux types de résultats. Un pas constant
permet a l’algorithme d’explorer sans cesse 'espace d’état. Nous ne pou-
vons donc pas espérer que ce dernier converge, comme dans le cas d’un pas
décroissant, quand le temps tend vers l'infini. Cependant, sur un horizon
de temps fini, nous pouvons espérer qu’il converge vers ’ensemble des solu-
tions de (7) quand e tend vers zéro. Ce type de résultat est dit & horizon

fini (Théoréme 0.16). Par ailleurs, dans un contexte markovien, en étudiant

£

£), nous

la convergence des mesures invariantes des chaines de Markov (z
pouvons espérer relier le comportement ergodique du processus a celui de
la dynamique moyenne (3). Ce type de résultat est dit de convergence faible
(Théoréme 0.17). La littérature consacrée a ce sujet (voir [22], [30], [60], [61])
regroupe plusieurs résultats sous des hypothéses variées. Contrairement aux
résultats de Benaim énoncés précédemment concernant les algorithmes a pas
décroissant, ces résultats n’exploitent pas pleinement la théorie des systémes

dynamiques abstraits.

Dans la lignée de ses précédents travaux, Benaim [10] étudie, sous une
hypothése markovienne, le comportement asymptotique de la famille des
mesures invariantes {u}.~o associées a la chaine de Markov (z5). Il montre
que toute valeur d’adhérence (pour la topologie faible étoile) est une mesure
se concentrant sur le centre de Birkhoff (voir définition 1.12) du flot asso-
cié & (3). Pour ce faire, il prouve, dans un contexte précis, un résultat de

convergence a horizon fini (cf. Théoréme 0.16).

Soit M C R™ un sous ensemble compact invariant pour le flot ¢. Nous
supposons que le processus (z)n>0 prend ses valeurs dans M et nous notons

£ 3 16 S £
X¢(-) le processus en temps continu associé a ().

Théoréme 0.16 (Benaim [10] et Benaim et Weibull [20]). Pour tout T > 0
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et pour tout o > 0, nous avons

lim P < sup [|[X®(h) — op(2)| > « ‘ X(0) = x) = 0.
e—0 0<h<T

uniformément en x € M.

Théoréme 0.17 (Benaim [10]). Soit u® une mesure invariante pour la
chaine de Markov (z5)n>0, p une valeur d’adhérence de {uf}e>o (pour la
topologie de la convergence faible étoile) et ¢ le flot induit par (3). Alors p

est invartante pour ¢@.

Méthode de 'inclusion différentielle

En 2005, Benaim, Hofbauer et Sorin [16, 17] ont généralisé la théorie
dite de 'EDO au cas ol la dynamique moyenne est induite par une inclusion
différentielle

x € F(x), (8)

ou F: R™ = R™ est une fonction multivaluée. Nous parlerons de générali-
sation de la méthode de 'EDO auz inclusions différentielles.

Ce travail fut fortement motivé par des problémes survenant en écono-
mie et en théorie des jeux. En effet, cette généralisation permet d’étendre
la technique de 'EDO & une classe d’exemples plus importante (voir p.ex.
Chapitre 2 ou les articles de Benaim et al. [17], Leslie et Collins [64]). Nous
illustrerons cette motivation dans ’exemple 0.19.

Le lecteur trouvera les outils nécessaires & la compréhension des sous-

sections suivantes dans la Section 1.3 du Chapitre 1.

Caractérisation des ensembles limites

Un processus stochastique (z,)n>0 défini sur I'espace probabilisé (2, F, P)
sera dit algorithme d’approxzimation stochastique associé a (8) s'il satisfait

les conditions suivantes

Hypothése 0.18.
Tn41l — Tn — ’7nUn+1 € 'Vn—l—lF(:En)' (9)

ou
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o F: R = R est une fonction multivaluée standard (cf. définition 1.73) ;
o (Up)n>1 est une suite de variables aléatoires adaptée a la filtration F ;
o (Vn)n>1 est une suite de nombres réels positifs telle que

lim v, =0 et Z%L:oo.

n—oo
n>1

L’exemple suivant est inspiré de la section 2.1 de [16].

Exemple 0.19 (Modéle de prise de décision). Soit A, B deux espaces me-
surables, E C R™ un sous-ensemble compact et H : A x B — E une fonction
mesurable. A chaque instant n = 1,2, ..., la nature est dans un certain état
by, € B et le preneur de décision (DM) doit choisir une action a, € A. Il

observe alors un résultat H(ay,b,). Nous supposerons que

(a) la suite {an,by}n>0 est un processus aléatoire défini sur l’espace de
probabilité (Q,F,P) et adapté a la filtration F = (F,) ;

(b) sachant Uhistorique Fy,, le DM et la nature agissent indépendamment :
P((an,by) €daxdb | F,) =P(ap € da | F,)P (b, € db | F);

(c) le DM garde en mémoire la moyenne empirique de l’historique des

résultats,
&
Tn = ZZ;H(ai, b;),
(d) la décision du DM est basée uniquement sur x,,. C’est-a-dire
P(a, € da | F) = @, (da),

ot Q(+) est une mesure de probabilité sur A pour tout r € FE, et
x € E— Qz(da) € [0,1] est mesurable pour tout ensemble mesurable
da C A. La famille Q = {Q.}zcp est une stratégie pour le DM.

L’hypothése (c) ci-dessus peut étre justifiée en considérant une mémoire
limitée et une rationalité bornée. La motivation de cet exemple vient, entre
autres, des travaux de Smale concernant le dilemme du prisonnier (voir [89]),
de la théorie de l'approchabilité de Blackwell [24] (voir aussi [91]), ou encore

du “fictitious play” et du “stochastic fictitious play” en théorie des jeux (voir

p.ex. [40]).
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Pour chaque x € E définissons
C(x) = { H(a,b)Q.(da)v(db) : v e ?(B)} .
AxB
ot P(B) est l’ensemble des mesures de probabilité sur B. Nous avons alors
E (H(an+1,bp+1) | Tn) € O(xn) € C(zn),

ot C représente une extension fermée (c.-a-d. son graphe est fermé) de C
telle que C(z) est le plus petit ensemble conveze contenant C(z).

Nous pouvons étendre C & une fonction multivaluée (que nous noterons
encore C) définie sur R™ tout entier (voir Remarque 1.2 dans [16]). Alors
la fonction F(z) = —x + C(z) est standard et le processus (x,) vérifie la

récurrence

Tn+l — Tp = ’Yn—i—l(_xn + H(an-l—ly bn-i—l))a

que Mous pouvons écrire comme
Tp4+1 — Ty € 'Vn—l—l(F(xn) + Un—l—l)

avec vy = 2 et Upi1 = H(ant1,bnt1) — [ H(a, byy1)Qs, (da).

En s’inspirant des travaux de Benaim et Hirsch présenté dans les sections
précédentes, les auteurs de [16] relient le comportement asymptotique de la
suite aléatoire (2, )n>0 & celui des solutions de l'inclusion différentielle (8).

Sous I'hypothése 0.18, I'inclusion différentielle (8) admet au moins une
solution pour toute condition initiale z € R™ (c.-a-d. une fonction z : R —
R™ absolument continue telle que z(t) € F(z(t)) pour presque tout ¢t € R
et telle que x(0) = z). Ainsi nous pouvons définir le systéme dynamique

multivalué ® : Ry x R™ =3 R™ par
®;(x) := {z(t) : z est une solution de (1.7), z(0) = z}.

Nous noterons Sg ’ensemble des solutions entiéres de @, c.-a-d. définies sur
R et S; I'ensemble des demi-solutions de @, c.-a-d. définies sur Ry (pour
plus de détails, voir section 1.3.2).

Benaim et al.[16] ont alors défini la notion de pseudo-trajectoire asymp-

totique pour un systéme dynamique multivalué.
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Définition 0.20. Une fonction X : Ry — R™ est une pseudo-trajectoire
asymptotique (PTA) pour ® si pour tout T > 0,

lim inf sup || X(¢t+h)—2z(h)||=0.
t—00zESe 0<h<T

Nous noterons O, le flot translation sur C(R,R™) défini par

O:1(f)(s) == f(t+5),

pour tout ¢, s € R, et D la distance sur C(R, R™) définie dans la section 1.1.5.
La proposition suivante rend compte de 'importance du flot translation.
En effet, au cours de ce travail, nous utiliserons souvent le lien (expliqué
dans la section 1.3.2) entre le systéme dynamique ® et la dynamique du flot

translation sur l’ensemble des solutions de l'inclusion différentielle (8).

Proposition 0.21. Une fonction X : Ry — R™ est une PTA si et seule-
ment st

lim D(04(X),Ss) =0,

t—o00

avec la convention établie dans la remarque 1.26.

Benaim et al. [16] ont adapté la notion de récurrence par chaine de Conley
aux systémes dynamiques multivalués (cf. Section 1.3.2), dans le but d’ob-
tenir un résultat similaire au Théoréme 0.5. Ils ont alors prouvé la caracté-

risation suivante des ensembles limite d’une PTA :

Théoréme 0.22 (Benaim et al. [16]). Soit z € C(Ry,R™) une PTA bornée

de ®. Alors L(z) est intérieurement transitif par chaine.

La preuve du théoréme précédent est calquée sur celle du Théoréme 0.5
donnée par Benaim et Hirsch [13]|. L’idée est d’interpréter 'ensemble limite
L(X) comme un ensemble w-limite du flot translation restreint a ’ensemble
des solutions entiéres du systéme dynamique P.

Le résultat suivant établit, & 'image du Théoréme 0.6, le lien entre un

algorithme d’approximation stochastique associé a (8) et une PTA.

Théoréme 0.23 (Benaim et al. [16]). Soit (z,,) un algorithme d’approzima-
tion stochastique associé a (8) satisfaisant la condition de Robbins-Monro.
Supposons que (x,,) soit borné. Alors, sous les hypothéses (A) ou (B) du

Théoréeme 0.6, le processus continu dans le temps X associé o (xp)n>0 est
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une pseudo-trajectoire asymptotique du systéeme dynamique multivalué induit

par (8).

La partie probabiliste de la preuve est totalement calquée sur celle du
théoréme 0.6. En revanche, la partie déterministe n’est pas aussi directe.
Il faut utiliser des théorémes de compacité, via les hypothéses de semi-
continuité supérieure de F' et la convexité des valeurs de F. Il est important
de souligner que dans le contexte EDO, la caractére lipschitzien du champ
vectoriel permet, via le lemme de Grénwall, d’obtenir une borne supérieure
de la vitesse de convergence du processus vers l'ensemble des solutions (au
sens de (5)). Ici, sans hypothése supplémentaire, la nature multivaluée de F’
ne permet pas d’utiliser le lemme de Gronwall et ne donne qu’un résultat

qualitatif de convergence.

Présentation des résultats

Les résultats obtenus au cours de cette thése se situent dans la continuité
des travaux initiés par Benaim, Hofbauer et Sorin [16] exposés dans la section

précédente.

Convergence avec probabilité positive

Le Chapitre 2 est consacré a la généralisation aux inclusions différentielles
du Théoréme 0.10 et a son application aux algorithmes d’approximation sto-
chastiques associés a (8). Il s’agit d’un travail en collaboration avec Mathieu
Faure (Université de Neuchatel).

Soit X un processus stochastique continu dans le temps, défini sur 1'es-
pace de probabilité (Q,F,P), a valeurs dans R™, et adapté a une certaine
filtration (J;). L’hypothése 0.7 est adaptée pour les systémes dynamiques

multivalués :

Hypothése 0.24. [l existe une fonction w: R‘:’_ — Ry telle que, pour tout
6 >0 et toutT > 0,

w(t7 57 T) lt—>+OO 07
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et

P <Sup inf sup ||z(h) —X(s+h)|| > a| 3'}) <w(t,a,T), (10)
s>t 2€58 O<h<T

presque sdrement.

Théoréme 1 (Théoréme 2.13). Soient A C R™ un attracteur (défini-
tion 1.60) pour le systéme dynamique multivalué ® induit par (8) et (X(t))t>0
un processus adapté satisfaisant ’hypotheése 0.24. Alors, si Att(X)NB(A) #
0, nous avons

PL(X)CA)>0.

Théoréme 2 (Théoréme 2.20). Soit (z,), un algorithme d’approxi-
mation stochastique associé a (8) tel que (U,), satisfait des conditions ap-
propriées (voir hypothése 2.10). Alors, si A est un attracteur relatif a F et

X est le processus en temps continu associé & (xn)n, nous avons

At(X) NB(A) £ 0 = P(L(X) C A) > 0.

L’hypothése (2.10) est une condition technique (voir Chapitre 2) qui sera
typiquement vérifiée pour des algorithmes de Robbins-Monro satisfaisant les
hypothéses (A) ou (B) du Théoréme 0.6.

Remarquons que le Théoréme 2 généralise la Proposition 0.8. La com-
plexité de ce résultat réside dans 'impossibilité d’utiliser le Lemme de Gron-
wall quand F' est une fonction multivaluée standard. En effet, dans le cas de
I’EDO, ce dernier permet de contréler directement la distance entre le proces-
sus et I’ensemble des solutions du flot avec un terme dépendant uniquement
du bruit (Uy), et du pas (7,)n (cf. Remarque 0.11). Ici, nous n’avons pas
un controle explicite. Nous utilisons un argument de type point fize via un

lemme technique (cf. Lemme 2.15) et obtenons ainsi un résultat qualitatif.

Applications : Dans la Section 2.3, nous appliquons ce résultat en
théorie des jeux et, plus précisément, au modéle d’apprentissage appelé Mar-
kovian fictitious play (voir Benaim et Raimond [21]| et Benaim et al. [17]).
L’information des joueurs est la méme que pour le modéle du smooth ficti-

tious play (SFP) développé par Fudenberg et Levine (voir [39] et [40]). Dans
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un SFP, les joueurs utilisent une stratégie de meilleure réponse contre la
moyenne empirique des actions jouées par leurs adversaires, par rapport a
une fonction de gain perturbée. Pour adopter une telle stratégie, les joueurs
doivent étre informés de leur propre fonction de gain, ainsi que de ’historique
des actions jouées par leurs adversaires.

Dans le modeéle du Markovian fictitious play, nous supposerons que ’en-
semble des actions qu’un joueur peut jouer & un certain instant est un sous-
ensemble de '’ensemble des actions, qui dépend de la derniére action jouée.

Nous considérons un jeu a deux joueurs. Soit I = {1,...,m'} (resp. J =
{1,...,m?}) ensemble fini des actions du joueur 1 (resp. 2). Les fonctions de
gain des deux joueurs seront notées respectivement (U, U?) : I x.J — RxR.
L’ensemble des stratégies mixtes du joueur 1 (resp. 2) est le simplexe Am -1
que nous noterons Aj (resp. A1 noteé Ay). Nous noterons A = Aj x A,.

Nous utiliserons la convention pour y € As :

Ul(i7 y) = Z Ul(ia l)yl,
leJ
et de méme pour r € Aq.
Pour x € Ay, y € As, nous appelons la fonction de meilleure réponse du

joueur 1

brl(y) = Argma$x€A1 Ul (:E, y)

et celle du joueur 2
br?(z) = Argmazyen, U (z,y).
Nous définissons alors la fonction multivaluée F' : A = A par

F(z,y) ={(,8) | acbr'(y)—=, B€br’(x)—y}

Le jeu est répété et 'action choisie par le joueur 1 (resp. 2) a 'instant n € N
est notée X,, (resp. Y,). La moyenne empirique des actions jouées par le
joueur 1 (resp. 2) jusqu’au temps n est notée T, (resp. 7, ). Nous notons le
couple des moyennes empiriques v, = (Tp,7,,)-

Soit {M}(i,7;9)}n>1 une famille de matrices stochastiques, controlées
par un paramétre § € Ay (pour plus de détail concernant la définition de

cette famille de matrices, voir la Section 2.3). On dit que le joueur 1 adopte
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une stratégie de Markovian fictitious play relative & la famille {M}L}nzl si,

pour tout n € N|
P (Xnt1 = j1Fn) = My (Xn, 55 70)-

Nous supposons maintenant que les deux joueurs jouent une stratégie de
Markovian fictitious play. En appliquant le Théoréme 2 au processus (v,,) et

a la fonction multivaluée F', nous obtenons le résultat suivant :
Théoréme 3 (Théoréme 2.25). Si les familles de matrices (ML (7))n>1
(i = 1,2) satisfont les hypothéses adéquates (voir Chapitre 2), alors

P(L((vn)n) C A) >0,

pour tout attracteur A du systéeme dynamique multivalué induit par F.

Supposons que U' = U? = U (ce que nous appellerons un jeu potentiel)

et appelons A 'ensemble des maxima locaux de U :
A={ueA:3V,eN,:YveV,,Uw) <U(u)},

ot N,, est I’ensemble des voisinages ouverts de u. Un point (z*,y*) € A est

un équilibre de Nash si et seulement si pour tout z € Aj et pour tout y € Ao,
U(z*,y*) > U(z,y*) et U(z*,y*) > U(z",y).

Remarquons que 'ensemble NE des équilibres de Nash contient A.

Corollaire 4 (Corollaire 2.27). Supposons que C est une composante
connexe fermée (dans A) de A et isolée, au sens ou il existe un voisinage
ouwvert W de C tel que W N A = C. Alors C est un attracteur pour la
dynamique de la meilleure réponse et ainsi, sous les hypothéses du Théoréme

2.25, nous avons

P(L((vn)n) C C) > 0.

Convergence faible des pseudo-trajectoires asymptotiques

La généralisation aux inclusions différentielles de la Proposition 0.13 et
du Théoréme 0.15 fait I'objet du Chapitre 3. Il s’agit d’une collaboration

avec Mathieu Faure (Université de Neuchatel).
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La premiére étape consiste & définir proprement la notion de mesure in-
variante et de centre de Birkhoff pour un systéme dynamique multivalué
® (c.f. Définition 1.42). A cette fin, nous nous inspirons du travail de Mil-
ler et Akin [71] dans lequel ils donnent plusieurs définitions équivalentes
d’une mesure invariante pour un systéme dynamique a temps discret, in-
duit par une fonction multivaluée fermée. Soit M C R™ un sous-ensemble
compact et invariant pour ® (c.f. Définition 1.52). Définissons la projection

7o : C(R, M) — M par mp(x) = x(0). Nous donnons la définition suivante

Définition 1. Une mesure p sur M est dite invariante pour le systéme
dynamique multivalué ® s’il existe une mesure de probabilité v sur S telle

que
a) (V) = p, c.-a-d. w(A) = v(ry ' (A)) pour tout borelien A C M,

b) v est ©-invariante.

Nous justifions cette définition en prouvant (cf. Théoréme 3.6) qu’'une
mesure est invariante pour @ si et seulement si elle I'est (au sens de Miller
et Akin) pour @y, et ce, pour tout t > 0.

Aubin, Frankowska et Lasota [5] ont démontré le théoréme de récurrence
de Poincaré pour des systémes dynamiques multivalués discrets. Nous don-

nons une version topologique de ce résultat dans le cas continu :

Théoréme 5 (Théoréme 3.10). Soit u une mesure invariante pour

P, alors
H(BC(®)) = 1,

ou BO(®) ={z e M | € L(x)} et L(x) =U,cg,x) £(2)-

Ce résultat est une conséquence directe de la version topologique du
théoréme de récurrence de Poincaré pour un flot. En effet, par la définition
ci-dessus, il suffit d’appliquer le théoréme de Poincaré au flot translation sur
I’espace des trajectoires.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous définissons une pseudo-
tragectoire asymptotique faible (PTAF) pour un systéme dynamique mul-

tivalué et nous prouvons la généralisation du Théoréme 0.15 :

Théoréme 6 (Théoréme 3.12). Soit X une PTAF pour un systéme

dynamique multivalué ®. Les valeurs d’adhérence, pour la topologie faible
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étoile, des mesures empiriques

1 t
p(w) = Z/ 5X(s,w)d8
0

sont presque strement des mesures invariantes pour ®.

La preuve de ce théoréme est guidée par la vérification des conditions
données par la Définition 1. Nous utilisons des résultats classiques de com-
pacité pour prouver I'existence d’un candidat v, et un résultat de convergence
faible des mesures empiriques d’occupation associées a la trajectoire d’un flot
pour montrer la condition a). Une partie probabiliste, utilisant un résultat
de convergence de Doob, montre la condition b).

Finalement, nous relions la notion de PTAF avec les algorithmes d’ap-

proximation stochastiques.

Théoréme 7. Soit (z,,)n>0 un algorithme d’approzimation stochastique

associé a (8). Supposons que
Jim B ([0l Loz |Fa) =0

Alors le processus X en temps continu associé a (x,) est une pseudo-

trajectoire asymptotique faible pour ® induit par linclusion différentielle (8).

Ce théoréme est un corollaire d’un résultat plus général, le Théoréme
3.19.

Algorithmes d’approximation stochastiques a pas constant

Dans le Chapitre 4, nous développons une approche dynamique des algo-
rithmes d’approximation stochastiques & pas constant associés & une inclu-
sion différentielle. Il s’agit d’un travail en commun avec William H. Sandholm
(Université du Wisconsin, USA).

La motivation de cette partie provient de la théorie des jeux. Les théo-
rémes 0.16 et 0.17 ont une importance majeure dans 1’étude des jeux évolu-
tifs. Plus précisément, ils contribuent & la compréhension du comportement
de populations (finies) d’agents, interagissant via un jeu répété et actualisant
leur comportement en utilisant des régles de décision simples (voir Benaim

et Weibull [20], Sandholm [86, 88]). Néanmoins, ces résultats sont limités a
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des situations ou le champ de vecteurs moyen est lipschitzien. Cette restric-
tion exclut les dynamiques de jeux pour lesquelles les joueurs basent leur
prise de décision sur une optimisation exacte. Un exemple fondamental de
dynamique de jeu évolutif est celle de la meilleure réponse (Gilboa et Matsui
[42] et Hofbauer [47]). Or I’analyse des processus stochastiques qui y sont
associés n’a été faite que pour des cas spéciaux (voir [43, 44]).

Le but de ce travail est donc d’établir les fondements d’une étude systé-
matique des algorithmes d’approximation stochastiques & pas constant asso-
ciés & une inclusion différentielle, en utilisant principalement la dynamique
induite par cette derniére.

A Timage du travail effectué par Benaim et al. [16] pour des pas décrois-
sants, nous définissons une classe de familles de processus {(z5,)n>0}e>0 (cf.
définition 4.2) qui seront dites familles de processus stochastiques d’approxi-

mation généralisés (PSAGs), satisfaisant la relation de récurrence
£ £ £ £
xy 1 —ay, — €Uy € eF (),

ou F est une fonction multivaluée standard et {(Uf)n>0}. une famille de
suite de variables aléatoires adaptées a la filtration F.

Nous généralisons alors les Théorémes 0.16 et 0.17 aux inclusions diffé-
rentielles.

Soit M C R™ un sous-ensemble compact et positivement invariant (cf.
définition 1.52) pour le systéme dynamique induit par (8). Considérons une

famille {(x%)}. de PSAGs associée a l'inclusion différentielle (8). Nous no-

13
n

terons X¢(-) le processus en temps continu associé a (z5,) et ® le systéme

dynamique multivalué associé a (8).

Théoréme 8 (Théoréme 4.8). Pour tout T > 0 et tout o > 0, nous

avons

lim P ( infsup [|X%(s) ~ #(s)]| = a | X°(0) = 3:) _

e—0 zeSS 0<s<T
uniformément en x € M.

Le Théoréme 8 est une conséquence de la Proposition 4.30 qui généra-
lise ce résultat a une classe plus large de processus stochastiques appelés
solutions perturbées faibles. En considérant un horizon de temps 7' fini, nous

ne pouvons pas espérer la convergence de la famille de processus (X¢) vers
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I’ensemble des solutions entiéres Sg. C’est pourquoi l'infimum est pris sur
I’ensemble des demi-solutions Sg et non sur ’ensemble Sg.

Le résultat de convergence faible est établi sous une hypothése marko-
vienne, c.-a-d. nous supposerons que, pour tout € > 0, le processus (%))
est une chaine de Markov. Nous ne pouvons pas attendre que toute valeur
d’adhérence p, de la famille des mesures invariantes des chaines de Markov
(x5), soit une mesure invariante pour ®, au sens de la Définition 1. En effet,
cette derniére nécessite ’existence d’une mesure v sur ’ensemble des solu-
tions entiéres Sg telle que son image par la projection my soit u or, au vu
du Théoréme 8, la famille des processus en temps continu X¢(-) converge
vers l’ensemble des demi-solutions S;f . Nous définissons alors la notion de
semi-invariance (c.f. définition 4.10) qui, elle, nécessite l'existence d’une me-
sure U sur ’ensemble Sg . Par ailleurs, dans la Section 3.5.3, nous montrons
que toute mesure invariante est semi-invariante mais la réciproque reste un

probléme ouvert.

Théoréme 9 (Théoréme 4.12). Soient u° une mesure de probabilité

£

invariante pour la chaine de Markov (x5,

) et u une valeur d’adhérence de
la famille {uf}eso pour la topologie faible étoile. Alors p est une mesure

semi-invariante pour P.

La preuve du Théoréme 9 utilise crucialement la Définition 4.10. L’idée
principale est, dans un premier temps, de transporter la mesure invariante
1 de la chaine de Markov sur I’ensemble des trajectoires discrétes, via le
Théoréme de Daniell-Kolmogorov. Nous montrons alors une condition suf-
fisante (cf. Proposition 4.11) sur la famille de mesures ainsi définies pour

qu'une valeur d’adhérence de la famille {uf}.~¢ soit semi-invariante.

Applications : Dans la Section 4.4, nous appliquons les Théorémes 8 et
9 & des modéles de jeux de population évolutifs. Un jeu de population décrit
le comportement d’une population d’individus qui interagissent entre eux au
travers d’un jeu. Considérons une population de N € N individus, chacun
d’eux choisissant une stratégie dans un ensemble fini S = {1,...,m}. Nous
dirons qu’un individu est du type ¢ s’il a choisi la stratégie ¢. La distribution
des stratégies choisies par la population est représentée par un point dans
le simplexe A" = {z ¢ R7: >, x; = 1} que nous appelons I'état de la

population. Le scalaire x; € Ry représente donc la proportion d’individus de
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type i.

Formellement, un jeu de population est défini par une fonction continue
F: A™1 — R™, Le scalaire Fj(x) représente le gain de la stratégie i € S
quand ’état de la population est x. En d’autres termes, un individu de type
i € S regoit un gain égal & F;(z). Remarquons que la fonction F' ne dépend
pas de la taille de la population NV, ainsi elle décrit aussi un jeu pour une
population de taille infinie, c.-a-d. pour un continuum de joueurs. Ce type
de jeux, ou la stratégie d’'un joueur n’influence en rien la gain des autres
joueurs, est appelé jeux non-atomiques.

Le jeu est répété a chaque instant n € N. Afin de modéliser 1’évolution
du jeu, nous supposons que chaque joueur recoit occasionnellement une op-
portunité de changer sa stratégie. Dans ce cas, I’état de la population évolue
au cours du temps et est noté z)¥ € A™~! pour I'instant n € N. Les arrivées
de ces opportunités sont telles que leur nombre espéré pour un joueur dans

une unité de temps est 1. Nous considérons trois types d’arrivée :

I. Chaque unité de temps est subdivisée en intervalles de longueur % A

la fin de chaque sous-intervalle, un des N joueurs est choisi au hasard

et recoit une opportunité de changer de stratégie.

II. A la fin de chaque sous-intervalle, chaque joueur regoit une opportunité
de changer sa stratégie avec une probabilité de % (de maniére indé-

pendante par rapport aux autres joueurs et par rapport au temps).

III. Les arrivées des opportunités de chaque joueur sont données par des
processus de Poisson de paramétre 1. Ce type d’arrivée débouchera sur

un processus a temps continu.

Lorsqu’un joueur de type 7 regoit une telle opportunité, son changement
de stratégie est gouverné par un protocole de révision : il effectuera une ré-
vision avec une probabilité r;(x) dépendante de I'état de la population x;
s’il considére un changement, il choisit une stratégie j € S avec une proba-
bilité o; j(x). Nous étudions trois types de protocole de révision : meilleure
réponse (voir Exemple 4.21), meilleure réponse tempérée (voir Exemple 4.22)
et meilleure réponse échantillonnée (voir Exemple 4.23). Nous montrons que,
pour ces différents types d’arrivée et de protocole de révision, la famille de
processus {(z2Y)}n>1 est une famille de PSAGs associée & une dynamique

multivaluée dépendante du protocole de révision. De plus pour tout N € N,
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(zY)y>0 est une chaine de Markov.

Ainsi les résultats énoncés ci-dessus permettent de comprendre le com-
portement & horizon fini et infini de ces processus quand la taille de la popu-
lation tend vers 'infini, et ce, pour certaines classes de jeux. Une telle analyse
a déja été réalisée par Hofbauer et Sandholm [51] pour des processus basés
sur le protocole de révision de la meilleure réponse perturbée qui conduit
4 une dynamique moyenne lisse, autorisant ainsi 'utilisation des résultats
d’approximation stochastique dans un contexte univalué.

La notion d’équilibre que nous considérons est celle d’'un jeu non-
atomique : Uétat € A™ ! est un équilibre de Nash de F si z; > 0 implique
que Fj(x) > Fj(x) pour tout j € S. Autrement dit, I’état de la population
est un équilibre de Nash si aucun individu (infinitésimal) peut augmenter
son propre gain en changeant de stratégie. Dans un contexte de jeux de
congestion, la terminolgie équilibre de Wardrop peut étre utilisée. Les théo-
rémes 4.27 et 4.28 illustrent le fait qu’un jeu de “grande” population peut
étre approximé par un jeu non-atomique.

Notre analyse portera sur les jeux potentiels et les jeux stables. Dans
un jeu potentiel, toute 'information concernant les gains qui est utile aux
individus peut étre regroupée dans une seule fonction & valeur réelle. L’exis-
tence de cette fonction, dite le potentiel du jeu, procure au jeu des propriétés
intéressantes. En particulier, les équilibres de Nash satisfont les conditions
du premier ordre de Kuhn-Tucker pour maximiser le potentiel.

Un jeu de population F: A™~1 — R™ est un jeu stable si
(y —2)"(F(y) — F(x)) <0 Vz,y e A",

ot ul" représente le vecteur ligne associé a u € A™~!. Cette classe de jeux
contient, entre autres, les jeux & somme nulle et les jeux potentiels avec
un potentiel concave. Une des propriétés intéressantes de ces jeux est que
I’ensemble de leurs équilibres de Nash forme un sous-ensemble convexe de
I'espace d’état A™~ L. Pour plus de détails concernant ces deux classes de
jeux, le lecteur peut se référer a la Section 4.4.4 ou & 'ouvrage de Sandholm
[88].

Nous introduisons deux notions de convergence : la famille de processus

N

)} converge a moyen terme

interpolés {X ™} y>1 (associée a la famille {(z

du sous-ensemble A € A™~! (si A = A™! nous ne le préciserons pas) vers
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le sous-ensemble fermé C' C A™ 1 i, pour tout = € A et tout a > 0, il existe

un temps 7' = T'(z) tel que, pour tout U > T,

lim P < sup inf HXN(t) —c|| > a‘X(])V = x) = 0.
N—oco  \ ¢e[r,U) c€C
La famille { X"} y>1 converge a long terme vers le sous-ensemble fermé C' C
A™~1si pour toute suite de mesures invariantes {pu? }35_ N, des chaines de
Markov {(x2)} et tout sous-ensemble ouvert O contenant C, nous avons que
limy oo ™V (0) = 1.

Les résultats obtenus sont énoncés uniquement pour les types d’arrivée I

et II afin d’en simplifier '’expression :

Théoréme 10 (Théoréme 4.27). Considérons un jeu F soit poten-
tiel ou stable. Pour les types d’arrivée I et II et pour les protocoles de la
meilleure réponse et de la meilleure réponse tempérée, la famille de processus

{XN}}’VO:NO converge a moyen et a long terme vers l’ensemble des équilibres

de Nash de F'.

Nous concluons le Chapitre 4 en donnant un résultat de convergence pour

le protocole de révision de la meilleure réponse échantillonnée.

Théoréme 12 (Théoréme 4.28). Supposons que la stratégie i est un
équilibre p-dominant itéré d’'un jeu F. Pour les types d’arrivée I et II et le
protocole de la meilleure réponse échantillonnée, sous certaines hypotheses
sur I’échantillonnage, la famille de processus {XN}?\?:NO converge G moyen

terme de l’ensemble A} = {z € A™™ 1 : z; > 0} vers le singleton {e;}.

Les concepts, introduits par Morris et al. [73] et Tercieux [95], de p-

dominance et équilibre p-dominant itéré sont présentés dans la section 4.4.4.






CHAPITRE 1

OUTILS DE BASE

Dans tout ce chapitre, nous considérons un espace métrique (F,d) et
un entier naturel m > 1. Pour un sous-ensemble A C E et un nombre réel
e > 0, nous noterons N°(A) := {z € E| d(z,A) < €}, le e-voisinage de A.
La norme usuelle sur R™ sera notée ||-||, et C(R™) (resp. C}(R™)) 'ensemble

des fonctions F': R™ — R™ continues (resp. continuement différentiables).

1.1 Systémes dynamiques

Cette section est dédiée aux rappels de notions, provenant de la théorie
des systémes dynamiques topologiques, qui seront utiles pour la compré-
hension du comportement asymptotique des algorithmes d’approximation

stochastiques.

1.1.1 Flot et équation différentielle ordinaire

Commencons par définir I'objet principal de cette section.

Définition 1.1. Un flot sur E est une fonction ¢ : E x R — E continue

pour la topologie produit sur B2 x R telle que, pour tout x € F,
(i) #(z,0) =z,
(ii) pour tout t,s € R, ¢p(¢p(x,t),s) = ¢(x,t + s).

La fonction ¢(x,-) : R — E est l'orbite de x par ¢. L’ensemble des orbites
de ¢ est noté Sy. Par la suite, nous pourrons noter ¢.(x) au lieu de ¢(x,t).

Remplacer R par Ry, définit un semi-flot.
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La suite de cette section est consacrée au flot induit par I’équation diffé-
rentielle ordinaire (EDO)
x = F(x), (1.1)

ot F': R"™ — R™ est un champ de vecteurs continu.
Géomeétriquement, une solution x de (1.1) est une courbe dans R™ qui

épouse le champ de vecteurs en tout temps.

Définition 1.2. La fonction x : R — R™ est une solution globale de I’EDO
(1.1) si elle est différentiable et si pour tout t € R,

En d’autres termes,

x(t) = x(0) + /0 F(x(s))ds.

Une solution globale x telle que x(0) = x € R™ sera dite solution au point

x.

Le lien entre les équations différentielles ordinaires et les flots est donné
par les théorémes d’existence et d’unicité des solutions, ainsi que par leur
dépendance aux conditions initiales. Typiquement, un champ de vecteur glo-
balement lipschitzien admettra une unique solution globale en tout point.
Ainsi, le flot ¢ associé a PEDO (1.1) est défini par

¢z, 1) = x(t),

ot x(+) est 'unique solution globale de (1.1) telle que x(0) = x. Pour 1’énoncé
des théorémes susmentionnés, le lecteur peut se référer au livre de Hirsch et
al. [46].

Les champs de vecteurs considérés dans l'introduction de ce manuscrit
et dans la suite de cette section sont supposés globalement lipschitziens.
L’exemple suivant d’EDO est tiré du livre de Hirsch et al. ([46]).

Exemple 1.3 (Pendule physique). Intéressons nous au comportement d’un
pendule constitué d’une tige de longueur A a laquelle est attachée une boule
de masse m. Supposons que Uautre extrémité de la tige est accrochée a un

mur de telle sorte que la structure puisse tourner librement. Ainsi la boule
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se déplace sur un cercle de rayon \. La position de la boule au temps t est
totalement décrite par l’angle 0(t) de la tige avec la droite perpendiculaire au
sol passant par le point d’accroche du pendule (mesuré dans le sens contraire
des aiguilles d’une montre). Ainsi la position de la masse m au temps t est
donnée par : (Asinf(t), —Acosd(t)).

Nous supposerons que les deux seules forces agissant sur le pendule sont
la force de la gravité et la force de frottement. La premiére est une force
constante égale a mg agissant perpendiculairement au sol. La force de frotte-
ment est proportionnelle a la vitesse de la boule et donc donnée par —EAé(t)
pour une certaine constante 6 > 0. Ainsi, d’apres les lois de Newton, nous

pouvons écrire I’équation différentielle du second ordre suivante :
mA) = —6\0 — my sin . (1.2)

Pour simplifier, nous supposerons que m = X\ = g = 1. En posant v = 6,

(1.2) se réécrit comme ’équation différentielle ordinaire suivante
0=v
, . (1.3)
U = —6v —sinb,

ot (6,v) € R2. Le flot peut ainsi étre représenté par le portrait de phase

partiel suivant :

ot l’abscisse représente 6 et [’ordonnée v.
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Nous définissons la notion d’invariance pour un flot ¢.

Définition 1.4. Un sous-ensemble L C E est invariant (resp.positivement
invariant) par ¢ si
¢ (L) C L,

pour tout t € R (resp. t > 0).
Au cours de ce travail, il sera utile de pouvoir restreindre le flot & un

sous-ensemble. Afin que cette restriction ait un sens, le sous-ensemble en

question doit étre invariant par ¢.

Définition 1.5. Soit L C E un sous-ensemble invariant par ¢. Le flot

restreint o L, noté ¢, est défini par

ot (z,t) = o(a,1),
pour tout x € L et tout t € R.

La fonction ¢” est clairement un flot pour L muni de la topologie induite.

1.1.2 Ensembles limite et notion de récurrence

Par la suite, ¢ désignera un flot sur E. Dans le but de comprendre le
comportement asymptotique des orbites de ¢, il est naturel de définir leurs

ensembles limite.

Définition 1.6. Soit x € A C E. L’ensemble

we(x) = ﬂ W

t>0

est ’ensemble w-limite de x et de la méme manieére,

we(A) = [ {Ppool(D)}
>0
est [’ensemble w-limite de A.
En inversant le temps, nous obtenons l’ensemble a-limite de x, c’est-a-

dire ’ensemble

ap(z) = ({d)—ccn(@)}-

<0
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Remarque 1.7. Une conséquence de la définition ci-dessus est que [’en-
semble wg(x) est l'ensemble mazimal invariant dans {P () }. Par ailleurs

remarquons que l’ensemble wg(A) peut ne pas étre égale a l'union

U ws(@).

€A

En effet, considérons le champ de vecteurs

F:RxR — R?

(z,y) = (yz—2?).

Le portrait de phase partiel de ’équaton différentielle ordinaire associée au

champ de vecteurs F' est le suivant :

0.5
0.0

-0.57

Remarquons que l’ensemble wy(x) est le singleton {0} pour tout point x
appartenant a l'une des deuz courbes homoclines 1 et o (courbes vertes se

recoupant en 0). Or ’ensemble w-limite de la réunion de v1 et vy est

71 U2 U {0}

Plus généralement, définissons I’ensemble limite d’une fonction.
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Définition 1.8. Soit X : Ry — E une fonction. L’ensemble
L(X) = (" {X([t. <}
t>0

est [’ensemble limite de X.

Remarquons que cet ensemble peut étre vide. Pour parer a cette éven-

tualité, nous considérerons principalement des trajectoires précompactes :

Définition 1.9. Une fonction X : Ry — E est dite précompacte s’il eziste
t >0 tel que
{X(s):s>1t}
est compact dans E.
La deuxiéme notion de ce paragraphe est la récurrence. Nalvement, elle
décrit le phénoméne du retour perpétuel d’une orbite vers son point de dé-
part. Dans la littérature, de nombreuses notions relévent de ce phénomeéne

(voir p.ex. [53]). Ici, un point sera dit récurrent si son orbite intersecte tout

voisinage de ce dernier une infinité de fois.
Définition 1.10. o Un point x € E est dit récurrent par ¢ si
x € wy(x).
L’ensemble
Rec(¢p) ={x € E:x € wy(x)}

est [’ensemble des points récurrents de ¢.
o Un sous-ensemble L C FE invariant pour ¢ est dit récurrent si tout
point x € L est récurrent pour le flot ¢ .
Exemple 1.11. Un point d’équilibre = € E, pour ¢ (c.-a-d. ¢1(x) = =, pour
tout t € R), est clairement un point récurrent. Une orbite périodique (c.-a-d.

il existe T > 0 tel que ¢r(x) = x) est un ensemble récurrent.

Lorsque nous étudierons le comportement ergodique des orbites, il sera

intéressant de considérer I’adhérence de ’ensemble des points récurrents.

Définition 1.12. L’ensemble

BC (¢) = Rec(¢)
est le centre de Birkhoff de ¢.
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1.1.3 Attracteur

Définition 1.13. Un sous-ensemble L C E est un attracteur pour ¢ si
(i) il est compact et invariant par ¢,

(i) ul existe un voisinage V' de L tel que
Jim d(¢y(x). 4) =0,

uniformément en x € V.

Le voisinage V' est appelé voisinage fondamental de A. L’ensemble
B(A) ={x € E: ¢ 00((x) borné et wy(x) C A}

est le bassin d’attraction de A.
Si A# FE, alors A est dit attracteur propre. Un attracteur global est un

attracteur dont le bassin d’attraction est 'ensemble E tout entier.

Intuitivement, un attracteur est un sous-ensemble invariant qui “attire”

toutes les solutions partant “prés”’ de lui-méme..

Proposition 1.14. Un sous-ensemble A C E est un attracteur pour ¢ si et

seulement st il existe un voisinage V C E de A tel que
W¢(V) = A.

Exemple 1.15. Dans l’exemple 1.3, les points d’équilibre {(2km,0)}rez sont
clairement des attracteurs pour le flot. Intuitivement, si le pendule est ldché
(avec une petite vitesse initiale) avec un angle proche de zero, alors il va

tendre a s’arréter dans la position d’équilibre.

Proposition 1.16. Etant donné un attracteur A pour ¢, le bassin d’attrac-

tion de A est l'union de tous ses voisinages fondamentauz.

1.1.4 Reécurrence par chaine

Les orbites périodiques et les points d’équilibre sont tous des ensembles
récurrents (voir exemple 1.11). Cependant, comme le montre 'exemple sui-

vant, tout ensemble w-limite n’est pas récurrent.
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Exemple 1.17 (Hirsch et al. [46]). Considérons le flot induit par I’équation

différentielle ordinaire associée au champ de vecteur

F:R2xR? — R?

(z,y) — (sin(@)(=cos(x) — cos(y)), sin(y)(cos(x) — cos(y))) -

Les points (0,0), (0,7), (w,m) et (w,0) sont des points d’équilibre reliés
entre eux par des courbes hétéroclines formant un carré. Le centre de celui-ci,
le point (%, %), est un point source. Les trajectoires solutions émanant de ce
dernier sont des spirales qui s’accumulent sur les quatre courbes hétéroclines.
Ainsi Uensemble w-limite de tout point, se trouvant & l'intérieure du carreé,
est le bord du carré, mis a part le point d’équilibre (5,%) dont l’ensemble
w-limite est lui-méme. Par ailleurs, il est clair que le bord du carré n’est pas

récurrent.

Qu’en est-il des ensembles limite de “solutions perturbées” ? L’exemple

suivant, tiré du cours de Benaim ([11]), illustre cette question.

Exemple 1.18. Considérons le flot ¢ sur le cercle unité S' = R\2nZ induit
par ’EDO

ot f est une fonction 2m-périodique, lisse et positive telle que f~1(0) =
{km : k € Z}. Le flot ainsi défini peut étre représenté par le portrait de phase

sutvant :

De maniére informelle, imaginons une trajectoire qui suit les orbites en
s’autorisant de faire des petits sauts. Ainsi, son ensemble limite est le cercle

tout entier qui n’est clairement pas récurrent.
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La notion de récurrence par chaine, introduite par Bowen (|25]) et Conley
([28]), s’adapte parfaitement a cette situation et permet, comme nous I’avons
vu dans l'introduction de cette thése, de caractériser les ensembles limite de

certains algorithmes d’approximation stochastiques.

Définition 1.19. e SoientT > 0,5 >0ety,z€ E. Une (§,T)-pseudo-
orbite de y a z est la donnée d’un entier naturel n > 0, d’une suite
finie de temps (tg, ... ,tn—1) et d’une suite finie de points (xq,...,x,) €
Entl tels que

(i) t; >T pouri=0,...,n—1;
(i) xo =y et x, = 2;
(111) d(é,(zi), xit1) < 6 pour j =0,...,n— 1.
Nous noterons y —s 1 2z s’il existe une (6, T)-pseudo-orbite de y a z et

Yy — z 81y —sT 2 pour tout d >0 et T' > 0.

e Un point y est dit récurrent par chaine si y <— y pour le flot ¢. Nous

noterons R(¢) l'ensemble des points récurrents par chaine.

e Un sous-ensemble L C E est dit récurrent par chaine pour le flot ¢ si,

pour tout y € L, y — y pour le flot ¢.

e Un sous-ensemble L C E est dit transitif par chaine pour le flot ¢ si,

pour tout x,y € L, x — y pour le flot ¢.

e Un sous-ensemble L C E compact, invariant par ¢ et transitif par
chaine pour le flot ¢* (resp. récurrent par chaine) est dit intérieure-
ment transitif par chaine (ITC) (resp. intérieurement récurrent par

chaine).

Intuitivement, un point est récurrent par chaine si on peut y revenir
en suivant le flot durant des intervalles de temps arbitrairement long et en

s’autorisant des sauts arbitrairement petits.

Exemple 1.20. Dans [l'exemple 1.18, [’ensemble des points récurrents
Rec(¢) est constitué uniquement des deux points d’équilibre 0 et w, alors
que ’ensemble des points récurrents par chaine est le cercle tout entier. Re-
marquons que le demi cercle [0, 7] est un compact invariant par ¢ mais n’est
ni intérieurement récurrent par chaine ni intérieurement transitif par chaine.
Par contre I’ensemble formé des deux points d’équilibre {0, 7} est intérieure-

ment récurrent par chaine mais pas intérieurement transitif par chaine.
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Au vu du Théoréme 1.29, il est naturel de se demander quels ensembles
sont des ITC. Le théoréme suivant, da & Bowen ([25]), relie les différentes

notions définies ci-dessus et, par conséquent, répond & la question précédente.

Théoréme 1.21. Soit L C E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L est intérieurement transitif par chaine,
(ii) L est conneze et intérieurement récurrent par chaine,

(i) L est un sous-ensemble compact, invariant par ¢ et o n’admet aucun

attracteur propre.

Corollaire 1.22. Si un sous-ensemble L C E intérieurement transitif par

chaine rencontre le bassin d’attraction d’un attracteur A C E, alors L C A.

Le théoréme et le corollaire précédents illustrent le lien étroit entre les
attracteurs et les ensembles I'TC de la dynamique. Cette relation sera essen-
tielle pour 'analyse du comportement asymptotique des algorithmes d’ap-
proximation.

Benaim et Hirsch [12] caractérisent les ensembles intérieurement récur-
rent par chaine pour des flots dans R? avec des équilibres isolés. Un sous-
ensemble I' C E est une chaine d’orbites pour ¢ et pour un certain entier

naturel £ > 2, si I' peut étre écrit comme 1'union

F={en,...;epfUmn U~ Uk

de points d’équilibre {eq,..., e} et d’orbites 71, ...,vx_1 les connectant (c.-
a-d. a(y) = {ei} et w(y) = {eit1}). Si er = ey, alors I' est dit chaine

d’orbites cyclique.

Théoréme 1.23. Soit ¢ un flot défini sur R2. Supposons que les points
d’équilibre de ¢ sont isolés. Soit L C R? un sous-ensemble intérieurement

récurrent par chaine. Alors pour tout p € L, une de ces assertions est vérifiée
(i) p est un point d’équilibre
(i) p est périodique (c.-a-d. ¢r(p) = p pour un certain T > 0)

(iii) Il existe une chaine cyclique d’orbites T' C L contenant p.
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1.1.5 Pseudo-trajectoires asymptotiques

Définition 1.24. Une fonction X : Ry — FE est une pseudo-trajectoire

asymptotique pour le flot ¢ si pour tout T > 0,

lim sup d(X(t+h),¢n(X(t))) =0.
=00 o< p<T

La notion de pseudo-trajectoire asymptotique fut introduite par Benaim
et Hirsch ([13]). Intuitivement, la courbe
0, 7] — R™
h —  X(t+h)
suit la trajectoire partant de X (t) sur U'intervalle de temps [0,7] avec un

écart arbitrairement petit pour un ¢ suffisamment grand.

L’exemple suivant est présenté en détails dans [13].

Exemple 1.25 (Equations différentielles asymptotiquement autonomes).
Soit f : R™ — R™ wun champ de vecteurs suffisamment régulier et g :

Ry x R™ — R™ une fonction continue. L’EDO
% = g(t,%) (1.4)
est dite asymptotiquement autonome a I’EDO limite

% = f(x) (L5)
st pour tout & > 0, il existe T > 0 tel que pour tout t > T et pour tout
xr € R™,

lg(e,t) = f@)l] < 0.
Toute solution bornée de U’EDO non autonome (1.4) est une pseudo-

trajectoire asymptotique du flot induit par ’EDO limite (1.5).

Rappelons que C(R, E) est I'espace des fonctions continues de R dans E
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles compacts.

Cet espace est métrisable . La fonction
D:ExXE—TR,,

définie, pour tout f,g € C(R, E), par

D(f.9) =Y op min(1,di(/,9).

keN
ot di.(f,g) = supse[_pk d(f(t), g()), est une distance sur C(R, E).
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Remarque 1.26. Une fonction continue X : Ry — E pourra étre consi-
dérée comme un élément de C(R, E) en définissant X (t) := X (0) pour tout
t<0.

Le flot translation © : C(R, E) x R — C(R, F) est défini par

O:(f)(s) :== f(t + ),

pour tout t,s € R.

Soit ¢ un flot sur E. Le comportement du flot ¢ est intimement 1ié a
celui du flot translation. Plus précisément ¢ est topologiquement conjugué a
©9, le flot translation restreint a I’ensemble des orbites de ¢, via ’homéo-

morphisme 7 : C(R, F) — E défini par
mo(z) = z(0) et w5 () t — dy(w).

Autrement dit, pour tout t € R, ’égalité suivante est vérifiée

1

S — _
@td)Oﬂ'O :7T010(25t.

Cette conjugaison permet de donner une définition équivalente d’une

pseudo-trajectoire asymptotique.

Proposition 1.27. Une fonction continue X : Ry — E est une pseudo-

trajectoire asymptotique du flot ¢ si et seulement si
lim D(04(X),Sy) =0.
t—o0

Intuitivement, une pseudo-trajectoire asymptotique est un point dans
C(R, E) qui, sous I'action du flot translation, est attiré par le sous-ensemble

Se. La caractérisation suivante est donnée par Benaim et Hirsch :
Théoréme 1.28 (Benaim et Hirsch [15]). Soit X : Ry — M une fonction
continue et précompacte. Considérons les assertions suivantes

(i) X est une pseudo-trajectoire asymptotique pour ¢

(il) X est wuniformément continue et toute wvaleur d’adhérence de
{01(X)}i>0 est dans Sy,

(iii) La suite {©(X)}i>o est relativement compacte dans C(R, E).

Alors (i) et (ii) sont équivalents et impliquent (iii).
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Un probléme important et récurrent dans I'étude des systémes dyna-
miques est de caractériser leurs ensembles w-limites. Le méme probléme se
pose donc naturellement pour des pseudo-trajectoires asymptotiques. Dans
cette optique, Benaim et Hirsch [15] ont relié le comportement a long terme
des pseudo-trajectoires asymptotiques avec celui du flot. Un de leurs résultats

principaux est la caractérisation des ensembles limite des PTA.

Théoréme 1.29. (i) Soit X une pseudo-trajectoire asymptotique précom-

pacte pour le flot ¢. Alors L(X) est intérieurement transitif par chaine.

(ii) Soit L C E wun sous-ensemble intérieurement transitif par chaine.
Supposons que E soit localement connexe par arc. Alors il existe une

pseudo-trajectoire asymptotique X telle que L(X) = L.

1.2 Théorie ergodique

Le but de cette section est de rappeler des notions et des résultats im-
portants de théorie ergodique utiles & la compréhension des Chapitres 3 et
4.

Dans toute cette partie, nous munissons F de sa tribu borélienne B(FE)

et nous considérons un flot ¢ sur E.

Définition 1.30. Soient (E',d') un espace métrique, f: E — E' une fonc-
tion Borel mesurable et p une mesure sur . La mesure image de u par f,

notée f*(u), est définie par

pour tout A € B(E').

Définition 1.31. Une mesure pu sur (E,B(E)) est dite ¢-invariante si, pour
tout t € R et pour tout A € B(E),

p(¢e(A)) = p(A).

La version topologique du théoréme de récurrence de Poincaré dit que
toute mesure de probabilité ¢-invariante est supportée par la fermeture de

I’ensemble des points récurrents.
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Théoréme 1.32 (Poincaré). Supposons que (E,d) est séparable. Si p est

une mesure de probabilité ¢p-invariante, alors

n(BC(9) =1,
ot BC(¢) est le centre de Birkhoff (cf. définition 1.12).

La proposition suivante est la généralisation (dans le cas continu) du
Théoréme 6.9 dans [15].

Proposition 1.33. Supposons que E est compact. Soit {j}i>0 une famille
de mesures de probabilité sur E. Considérons la famille {v:}1>0 de mesures

de probabilité sur E, définie par

1 t
=1 [ éimds
tJo

Alors toute valeur d’adhérence v de {v:}i>0 (pour la topologie faible étoile)

est ¢p-invariante.

Remarque 1.34. La mesure vy définie ci-dessus est ['unique mesure de Borel

sur E telle que, pour toute fonctions continue bornée f sur E,

[ s =1 [ ([ st ) a

Définition 1.35. Soient X : R — E une fonction continue et t > 0. La

mesure py sur E définie par

1 t
it 2= —/ dx(s)ds,
t Jo

est appelée mesure empirique d’occupation de X au temps t.

Remarque 1.36. La mesure p; définie ci-dessus est 'unique mesure de

Borel sur E telle que, pour toute fonction continue f sur F,

: /0 F(X(s))ds = / _ f@hm(ds).

Au vu de la proposition 1.33, nous pouvons caractériser les valeurs

d’adhérence de la famille des mesures empiriques d’occupation d’une orbite.

Corollaire 1.37. Supposons que E est compact. Soit x € E et considé-
rons la famille {u}i>0 des mesures empiriques de ¢(x). Alors toute valeur
d’adhérence p (pour la topologie faible étoile) de {pu}i>0 est une mesure ¢-

nvariante.
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1.3 Systémes dynamiques multivalués

Les systémes dynamiques multivalués, souvent appelés systémes généraux
de controle ou systémes dynamiques généraux, décrivent des équations dif-
férentielles multivaluées, des inclusions différentielles (voir p.ex. 23], [66],
[16, 17| ou [75]) ou encore des systémes de controle (voir [83] ou [57, 55]).

Cette section est principalement inspirée des ouvrages de Aubin et Cellina
[3], de Aubin et Frankowska [4] et des articles de Roxin [83] et Kloeden [55].

1.3.1 Notions d’analyse multivaluée

La distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles compacts A et B

dans F est donnée par
DH(A, B) = max{dH(A, B), dH(B, A)},
ou dy est la semi-distance de Hausdorff :

du(A, B) :=supd(a, B).
acA
Soit (Y, dy ) un espace métrique. S’il n’y a pas d’ambiguité, nous noterons
d a la place de dy. L’ensemble des parties de Y est noté¢ P(Y).
Une fonction F' : E — P(Y) associant a chaque point de E un sous

ensemble de Y, est dite multivaluée et sera notée
F:E=Y.

Les concepts de semi-continuité pour des fonctions multivalués ont été
introduits en 1932 par Bouligand et Kuratowski. Dans ce travail nous nous

restreindrons & la semi-continuité supérieure :

Définition 1.38. Une fonction multivaluée F' : E = Y est dite semi-
continue supérieurement en xg € FE si, pour tout voisinage V de F(x),

il existe 6 > 0 tel que pour tout x € Bg(xg,0),
F(x) CV,

ot Bp(xg,0d) représente la boule de centre xy et de rayon § Elle est dite

semi-continue supérieurement (u.s.c.) si elle l’est en tout point de E.
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Cette définition est une généralisation de la notion de continuité aux
fonctions multivaluées. Pourquoi parle-t-on alors de semi-continuité ? L’une
des raisons est que la caractérisation des fonctions continues (une fonction f
est continue en x si et seulement si pour toute suite de points convergeant vers

x, leurs images convergent vers f(z)) n’est plus vraie dans le cas multivalué.

Définition 1.39. Le graphe d’une fonction multivaluée F': E = Y est le

sous-ensemble de E XY
Gr(F) :={(r,y) e EXY : ye F(x)}

Proposition 1.40. Soit F' : E = Y une fonction multivaluée avec des
valeurs fermées (c.-a-d. pour tout x € E, F(z) est un sous-ensemble fermé
deY).
a) Si F est u.s.c., alors son graphe Gr(F) est un sous-ensemble fermé de
ExY.
b) Supposons que Y est compact. Alors F' est u.s.c. si et seulement si son

graphe Gr(F') est un sous-ensemble fermé.

Remarque 1.41. Si Y n’est pas compact, alors le point b) de la proposition

précédente n’est pas vrai. En effet, la fonction multivaluée F': Ry = R définie

F(x):{o siz=0

{12} sinon.

par

n’est pas u.s.c en zéro, alors que son graphe est fermé.

1.3.2 Systémes dynamiques généraux

Barbashin [8] est le précurseur de 1’étude des systémes dynamiques géné-
raux. En 1948, il a donné les axiomes définissant un tel objet en se basant sur
les propriétés des ensembles atteignables d’'une EDO sans unicité des solu-
tions. La définition suivante est une version généralisée de celle de Barbashin
et fut introduite par Kloeden [56].

Dans la suite de cette sous-section, nous supposerons que (E,d) est un

espace localement compact.

Définition 1.42. Une fonction multivaluée ® : Ry x E = E avec des valeurs
non-vides est dite un systéme dynamique multivalué(SVDS) sur E si pour

tout x € E :
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a) Vt >0, &4(x) est un sous-ensemble fermé de E,

b) ®o(x) = {z},

c) Vs, t € RY, &y(Dy(x)) = Pyys(a),

d) t+— ®y(x) est une fonction continue pour la distance de Hausdorff,
)

e) Yt € Ry, la fonction x — ®4(x) est u.s.c.

Remarque 1.43. Dans les travauz de Barbashin [8], la fonction ® est définie
sur Rx E et un axiome est ajouté afin de retrouver toutes les autres propriétés
pour des temps négatifs. Par la suite, Roxin [83] généralise la définition de
Barbashin en remplacant son dernier axiome par : pour tout y € E,t >0, il
eriste x € E tel que y € ®y(x). Ainsi le backward d’un point x € E par ®
au temps t < 0 est défini par [’ensemble des points qui peuvent atteindre x

en un temps —t, c.-a-d. ’ensemble
{yeE|zedu(y}

Dans ce travail, nous nous intéressons uniquement au comportement de ®
pour des temps positifs et nous n’avons donc pas besoin de définir un back-
ward.

Il est important de souligner qu’a l'origine, Barbashin supposait que ®;(x)
était un sous-ensemble non vide, compact et connexe, pour tout t > 0. Roxin
montre [83, Théoréme 4.2] que, si E est localement compact, les conditions
a) et b) impliquent la compacité de ®(x). De plus, dans son exemple 4.1, il

montre que la connexité n’est pas garantie par les autres conditions.

Définition 1.44. Soient a < b deux réels. Une fonctionz : [a,b] — E est une

solution du systéme dynamique multivalué ® si pour tout s,t € [a,b],s < t,

z(t) € Oy_4(2z(9)).

L’ensemble de telles solutions sera noté S([;’b].

Une solution définie sur R (resp. Ry ) est appelée solution entiére (resp.
demi-solution) et l’ensemble de ces solutions est noté S¢ (resp. Sg ). Nous
noterons Sg(A) (resp. S (A)) Uensemble des solutions entiéres (resp. demi-

solutions) partant d’un sous-ensemble A C E.

Remarque 1.45. Soient z; et zo deuz solutions de @ définies respectivement

sur [a,b] et [b,c| telles que z1(b) = za(b). Alors la concaténation z de z, avec
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zo définie par
a(t) — { z1(t) sit€ [a,b]
zo(t) sit € [b, (]
est une solution de ® sur [a,c|. Ainsi toute solution partielle peut étre pro-
longée en une solution sur R.
Remarquons aussi que la translation dans le temps d’une solution reste
une solution, c.-a-d. si z : [a,b] — E est une solution, alors z : [0,b—a] — E

définie par z(t) = z(t + a) est aussi une solution.
Nous avons les résultats suivants (voir [83] et [57]) :

Théoréme 1.46. Toute solution relative a ® est continue. De plus, soit
x € E, pour tout s <t et pour tout y € ®;_s(x), il existe une solution z de

O sur [s,t] telle que z(s) = x et z(t) = y.

Corollaire 1.47. L’ensemble S;;(x) est non-vide pour toute condition ini-

tiale x € E.

Théoréme 1.48 (Barbashin). Soit (z,) une suite de solutions appartenant a
S‘[l?’T] pour un certain T > 0 telle que lim, . 2,(0) = xo € E. Alors il existe
une sous-suite zp, et une solution z telle que z, converge uniformément sur
[0,T] vers z.

Théoréme 1.49. Soit A C E un sous-ensemble compact. L’ensemble de so-
lution So(A) (resp. S (A)) est un sous-ensemble compact de C(R, E) (resp.
e(R,, E))

Corollaire 1.50. Si l’ensemble E est compact, alors l’ensemble des solutions

S est un sous-ensemble non-vide et compact de C(R, E).

Remarque 1.51. La compacité de Sg est une conséquence du théoréme de
Barbashin et [’exitence d’une solution entiére est prouvée dans la sous-section
3.5.1.

Notions d’invariance

Dans la littérature consacrée aux systémes dynamiques multivalués, I'in-

variance d’'un ensemble peut étre décrite par différentes propriétés.

Définition 1.52. Soit ® un SVDS. Un sous-ensemble A C E est dit
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1) Positivement invariant si
q)t(A) - Av

pour tout t € R.

2) Faiblement positivement invariant s

D (A)NAH£D
pour toutt € R.
3) Négativement invariant si
AC @t(A),
pour tout t € R.
4) Fortement invariant si
Di(A) = A,

pour tout t € R.

5) Invariant si pour tout x € A, il existe une solution z € Se(x) telle que
z(R) C A.

L’exemple 1.75 illustrera une partie des notions énoncées ci-dessus.
Le lien entre ces différentes définitions est donné par les résultats suivants
(voir [8], [83] ou [65]).

Théoréme 1.53. Soit A C E un sous-ensemble compact.

(i) A est négativement invariant si et seulement si, pour tout x € E, il

eziste une solution z de ® sur|—oo, 0] telle que z(0) = x et z(R_) C A.
(i) A est faiblement positivement invariant si et seulement si, pour tout

z € E, il existe une solution z € S3 telle que z(0) = x et z(Ry) C A.

Corollaire 1.54. Un sous-ensemble compact A C E est invariant si et seule-

ment si il est négativement invariant.

Remarque 1.55. Un sous-ensemble A négativement invariant est faible-

ment positivement tnvariant.
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La notion la plus faible d’invariance permet de définir la restriction d’un

systéme dynamique multivalué a un sous-ensemble.

Définition 1.56. Soit A C E un sous-ensemble compact, faiblement posi-
tivement invariant par ®. Le systéme dynamique multivalué restreint a A,

noté ®4, est défini par

Oy (x) := {z(t) | z solution de ®, z(0) =z et z(Ry) C A}

Relation avec le flot translation

Dans cette section, O représente le semi flot translation sur C(R,, E)
qui est défini comme O (c.f. Section 1.1.5). Nous avions exhibé le lien entre
un flot sur £ et la restriction de © a I’ensemble de ses solutions. Dans le
contexte multivalué, la fonction h : S — E définie par h(z) = z(0) n’est
clairement plus un homéomorphisme. En effet, la réciproque de h est une
fonction multivaluée h=! : E = Sg qui associe & chaque condition initiale
'ensemble de toutes les solutions partant de celle-ci, c.-a-d. h=!(z) = S;f ().
Par contre, cette derniére conjugue (@+)S$ avec ®. Plus précisément, nous
avons

O oh™ ' =h"lod, Vt € R,.

Ensembles limites

De la méme maniére que pour ’étude des flots sur F, il est utile de définir

I’ensemble w-limite d’'un point x € E pour .

Définition 1.57. L’ensemble

wo () = [ P00 (@)

>0

est I’ensemble w-limite du point x € E pour .

Plus généralement, nous définissons

wp(A) = (7] D100 (4)

>0

pour un sous-ensemble A C F.
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Nous remarquons que wg(x) contient tous les ensembles limite L(z) (voir
définition 1.1.2) de toutes les solutions z partant de x. Définissons alors

I’ensemble limite de = par
L) = |J L@
zESg (z)
Par la remarque ci-dessus, 'inclusion L(z) C we(x) est claire. Montrons

par un exemple simple qu’elle peut étre stricte (cf. [16]).

Exemple 1.58. Soit la fonction multivaluée F : R = R définie par F(z) =
—x sixz <0, F(0)=10,1] et F(z) =1—x sinon. En considérant le systéme
dynamique multivalué induit par Uinclusion différentielle © € F(x), nous
avons

we(0) =1[0,1] et L(0)={0,1}.

Pour plus de détails concernant les systemes dynamiques multivalués induits
par une inclusion différentielle, le lecteur peut se référer a la sous-section

1.3.4.

Le lemme suivant (Proposition 2.13 dans [65]) caractérise les ensembles
w-limites.
Lemme 1.59. Soit A C E un sous-ensemble.

1. L’ensemble wgp(A) est Uensemble des points x € E tel que

x = lim z,(t,)
n—oo

pour une suite (t,) C Ry telle que t, — oo et une suite {z,} C Sg(A)

2. 8l existe un temps t > 0 tel que Py ((A) est compact, alors wey(A)
est un sous-ensemble non-vide, compact et invariant.
Attracteur

Définition 1.60. Un sous-ensemble A C E non-vide et compact est dit un
attracteur pour ® s’il est invariant et s’il existe un voisinage U de A tel que

pour tout € > 0, il existe t. > 0 tel que
®,(U) C N(4),

pour tout t > t..
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Un ouvert U possédant cette propriété est appelé voisinage fondamental

de A.

Définition 1.61. Soit A C E un attracteur pour ®. Le bassin d’attraction

de A est [’ensemble
B(A):={z € E: ®g[(x) borné et we(x) C A}.

De la méme maniére que pour les flots, nous dirons qu’un attracteur est

propre pour un systéme dynamique ®% §’il est strictement inclus dans L.

Récurrence par chaine

La notion de récurrence par chaine introduite par Bowen [25] et Conley
[28] (cf. section 1.1.4), se transcrit naturellement au cas multivalué¢. Nous

suivons 'idée de Benaim, Hofbauer et Sorin [16].

Définition 1.62. Soient un sous-ensemble L C E, T >0,0 >0ety,z € L.
Une (8, T)-chaine de y a z pour ® (dans L) est la donnée d’un entier naturel
n > 0, d'une suite finie de temps (to,...,tn—1) plus grands que T et d’une
suite finie de solutions de (zo, . ..,2,) tels que

(a) zi(s) € L pour tout 0 < s <t; et pouri=0,...,n—1;

(b) d(z0(0),7) <6 et d(zn(tn),y) <6;

(c) d(zi(t:),zi+1(0)) <8 pouri=0,...,n—1.
Nou