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1,Introducii on, 

Soit M une algèbre de von Neumann finie, munie d'une 

trace T normale fidèle normalisée. Un automorphlsme 8 de M 

est une bljection linéaire de M vérifiant 

e cxy) = e (x) e <y) ete<xf) = e ex)' 

pour tout x,y e M. On note ftut M le groupe des 

automorphlsmes de M. 

Dans [C-S], P. Connes et E. SteSrmer ont défini 

l'entropie H(9)d'un automorphisme 8 de M conservant x. 

Cet invariant leur a permis de démontrer l'existence d'une 

famille non dénombrable d'automorphismes non conjugués du 

facteur hyperfini de type H 1 . 

Ce travail est consacré à l'étude de l'entropie d'un 

automorphisme. Une partie des résultats qui y sont contenus 

est tirée de l'article original cité ci-dessus. Certains de 

nos résultats ont été publiés dans CBe]. 

Dans le chapitre 2, nous rappelons les définitions et 

quelques propriétés relatives è l'entropie de la théorie 

ergodique classique (= commutative) dans la langage des 

algèbres de von Neumann; ceci en deux temps. 

Dans le premier paragraphe, les définitions sont en terme 

des projecteurs mini maux d 'une sous-a1gêbre de d i mens i on 

finie d'une algèbre de von Neumann abél i enne fì ; on ne fa i t 

donc que paraphraser l'exposition classique (voir par 

exemple [WaI]). 

Dans le second paragraphe, le théorème de concav i té de L i eb 
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.que nous rappelons dans le cadre d'une algèbre de von 

Neumann finie permet d'exprimer la définition en terme du 

cône positif A+de fi. C'est cette formulation qui admet une 

généralisation convenable au cas non commutât if. 

Dans le chapitre 3 nous rappelons les définitions de 

l'entropie H(Ni,...,Nk) d'une famille finie de sous-algèbres 

de d i mens i on finie de M et de l'entrop i e rei at ì ve H (P I Q) de 

deux sous-algèbres de dimension finie de M. Nous énonçons 

les propriétés de ces deux notions données dans [C-S]' et 

démontrons quelques propriétés supplémentaires; en 

particulier que l'application d(N,P) = H(NIP) +H(PIN) 

définit une métrique sur l'ensemble des sous-algèbres de 

dimension finie de M. 

Le chapitre 4 est consacré à l'étude de l'entropie H(O) 

d'un automorphisme 6 de M. 

Dans le premier paragraphe, nous rappelons la définiticn 

de H(9) , ses propriétés essentielles et démontrons un 

'théorème de Kolmogorov-Slnai'. qui permet parfois de 

calculer 1'entropie d'un automorphisme d'une algèbre 

hyperf inie. En part icu lì er nous étudi ons les 'décalages de 

Bernoulli" du facteur hyperfini de type II,. Tous ces 

résultats sont dans CC-S] . Nous remarquons ce plus que ces 

décalages sont fortement mélangeurs. 

Dans le paragraphe 4.2 on considère un espace boreiien 

standard X muni d'une mesure de probabilité diffuse Met 

un automorph t sme T de X conservant M , dont on note h (T) 

l'entropie au sens classique. Considérons le produit croisé 

M de fi = L" (X, M) par T, la trace sur M associée à M et 

1'automorph I sme fid U induit par T. On a banalement H(fid U) 

> h (T), d'où en particulier H (fid U) = œ si h (T) = m 
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(remarque 4.2.10). 

Dans l'état actuel de la théorie initiée par Connes et 

Stürmer, le problème le plus insolent est 

a-t-on H (fid U) = h (T) ? 

Nous avons obtenu une réponse partielle. 

Théorème 4. 2. 8. Si T est à spectre discret, alors H(Hd U) = 

0 et par suite H(Rd U) = h(T) . 

Ce problème admet la variation suivante. Soient G un 

groupe dénombrable d 'automorphismes de (X, M ) et R(A,G) le 

produit de Krieger de fi par G. (Rappelons que R(fi,G) 

coïncide avec le produit croisé usuel lorsque l'action de G 

est libre et que c'est toujours un facteur lorsque l'action 

est ergodique; nous rappelons la construction de R(fi,G) au 

début du paragraphe 4.2). Supposons que T normalise G. filors 

on vérifie que T se prolonge en un automorphi sme 9 de 

R (fi, G) en général non i ntér i eur, avec H ( 9 ) > h (T) . De 

nouveau 

a-t-on H(B) =h(T) ? 

Nous nous sommes intéressés au cas où G est localement fini 

(de sorte que R(fi,G) est hyperfinie) et nous montrons dans 

certains cas que H(9) = h (T) (théorème 4.2.3). 

Nous montrons que les décalages de Bernoulli peuvent être 

obtenus par cette construction (4.2.2), d'où une nouvel le 

manière de calculer leur entropie. 

fiu paragraphe 4.3 nous démontrons que si a: R —• fiut R 

est un homomorphisme continu pour la topologie de la 

convergence simple uniforme dans le prédual de R, alors 

H(at) = iti H(Q1) . Ce résultat est une généralisation 
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d'un théorème dû à flbramov en théorie ergodlque classique. 

flu paragraphe 4.4 nous démontrons que l'application 

H: flut R - R + n'est pas continue p.our la topologie normique 

(et à fortiori pour toute topologie convenable) sur flut R. 

Dans le même ordre d'idée si R est encore le facteur 

hyperfinf de type H 1 et si flut R est muni de la topologie 

de la convergence simple uniforme dans le prédual de R, on a 

Proposiiion 4.4.3. L'ensembJe - des automorph!smes de R 

d "entropie nulle est un G6 dense (bien que H- flut R 

— [0, œ ] soit surjective) . 

fì titre d'exemple, nous donnons au paragraphe 4.5 une 

famille non dénombrable d'automorphlsmes de R non conjugués 

deux à deux qui sont d'entropie nulle (ces automorphismes 

sont en plus apér i odiques, donc conjugués dans le quotient 

Out R de flut R par les automorphismes intérieurs). 

Si la théorie a peu progressé depuis l'article 

or I g ì na1 (1975) c 'est peut-être par manque d'exemp1 es 

calculables. L'objet du paragraphe 4.6 est d'étudi er, en 

nous inspirant de [AcI.Ac23, ce que nous appelons les 

décalages de Markov, généralisation du cas bernoullien 

rappelé au paragraphe 4.1. On cons i dêre pour cec i un 

vecteur de probab 11 I té (A1 A B) e R * avec A j > 0 et 

A1+...+ A1n = 1, et une matrice stochastique (p,j ) u ,.J<B avec 

P.j > 0 . P11+...+ptln = 1 et E A0Pj., = A1 pour i = 

1 m. On assoc ie à ces données une algèbre hyperf in i e N 

munie d'une trace x et un automorphisme 9 de N. 

Théorème 4.6.9, Avec Jes mêmes notations on a 
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H(B) = - E *,p,j log p,j . 

On peut penser que N = R lorsque les p u sont str i ctement 

pos i ti fs. 

Je remercie très chaleureusement Monsieur R.Bader pour 

ses conseils et son soutien lors de l'élaboration de ce 

travail. 

Ma gratitude s'adresse également aux autres membres 

du jury- Messieurs P.L. Rubert, P. de la Harpe et E. 

Stérmer, ainsi qu'à T. Giordano. S. Grtener, V.F.R. Jones et 

C. Series pour de fructueuses conversations. 

Je tient aussi à remerc i er Monsieur J. Ratei iff, 

analyste système au Centre de Calcul de l'Université de 

Neuchâtel qui a écrit le programme me permettant de rédiger 

ce travail sous cette forme. 

Enf in ma reconnaissance s'adresse a Monsieur S.D. 

Chatterji pour son accueil à l'Ecole Polytechnique Fédérale 

de Lausanne et au Fond Nat i onal de J a Recherche 

Scientifique. Leurs soutients financiers m'ont permis de 

terminer ce travail. 
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2. PRELIMINAIRES. 

2.1. Rappe 1 s sur 1 "entropie de Kolmogorou. 

So 11 A une algèbre de von Neumann abéllenne, munie d'une 

trace T normale fidèle finie normali sée. Nous noterons 

n la fonction continue sur C0( co [ définie par n Ct) = 

-t log t. Soient P et Q deux sous-algèbres de dimension 

finie de A, de projecteurs minimaux Cp1) et (q^ 

respect ivement. 

Déf ini lion 2AA. L'entropie de la sous-algèbre P est 

h (P) = E T) T <Pl) = - E T Cp1) log T <Pl). 

Déf inition 2 A .2. L'entropie relative de P relativement à Q 

est: 

h (P I Q) = E i <qj> E n ( T Cp.qj) / T <q0) ) 

= - E f (q0) E T (p^j)/T Cqp log( T (p,qj)/T Cqj)) . 

Soit x un opérateur positif sur un espace de Hilbert et 

soit x = J ô Ade; sa décomposition spectrale; on définit 

T) (x) = Il n ( X ) Oe1 . 

Remarquons aue l'unique espérance conditionnelle normale 

fidèle E3: A — Q qui conserve la trace T est donnée par 

E0 (a) = E q0 T <aqj) / x (q0) . 
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Ainsi nous avons 

h<P I Q) = E T T1E0(P.) . 

Nous noterons Pv Q la sous-algèbre de fi engendrée par P et 

Q. 

Théorème 2.1.3. Soient N1 P et Q des sôus-algèbres de 

dimension finie de A. Nous avons J es propriétés-

a) 0 < h(P) < log n si P est de dimension n 

b) si P c Q alors h (P) < h (Q) 

c) h(Pv Q) = h(P) + h(Q I P) 

d) h(P I Q) est croissante en P et décroissante en Q 

e) h (P I Q) < h (P I N) + h (N I Q) . 

Preuve. Voir par exemple CWaI, théorème 4.3 p. 771. 

Notation 2.1.4. Soient P et Q deux sous-algèbres de uon 

Neumann de fl. Pour 6 > 0 on notera Pc Qs/ pour tout 

x e P, HxII < 1, /J existe y e Q, HyIl ^ 1 tel que 

Ii x - y Ii2 < 6 où 1IxII2 = T (x'x)1/2 . 

La proposition suivante exprime la continuité de l'entropie 

relative pour la topologie forte sur A. Sa preuve est 

similaire à celle du théorème 4.18 de [Smor] ou du lemme 8.2 

de CShI]. 

Propositi on 2. î.5. Soit k un entier positif: pour tout C 

> 0 il existe 6 = ó Ck» C) > 0 tel que si P et Q sont des 

sous-a Jgèbres de dimens ion finie de fl, uérifiant dim P = k 
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et P e 0; alors h (P I Q) < C , 

Soit T un automorphisme de fl conservant la trace x et soit 

P une sous-algèbre de dimension finie de fl. On notera TP la 

transformée de P pan Tn . Grâce aux propriétés c) et d) du 

théorème 2.1.3, il est facile de voir que la suite 

(n"1 h(PV TPv ... vTnP))admet une limite lorsque n tend 

vers l'infini, que 1 "on notera h(P,T): 

h(P, T) = lim n_Ih(Pv TPv . . . v TnP) . 
n—» 

Déf init i on 2.1.6. L'entropie de T est définie per 

h (T) = sup h (P, T) e CO. oo ] 

Je supremum étent pris sur les sous-algèbres de dimension 

finie P de fl. 

Remarquons que si S et T sont deux automorph I smes conjugués 

de A, alors h(S) = h(T). 

Le théorème suivant dû è Kolmogorov et Sinai donne un moyen 

de calculer l'entropie d'un automorphisme. La démonstration 

de ce théorème est une conséquence facile de la proposition 

2.1.5. 

Théorème 2.1.7. Soit (Pn) une su/te ' eroissante de 

sous-algèbres de dì mens ion finie de fl teJ J e que 1 a réun/on 

des Pnsoit faiblement dense dans fi. Alors 
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h (T) = lim h (Pn, T) . 
n-» 

2.2. Le théorème de concai i té de LI eb et ses conséquences. 

So i t M une algèbre de von Neumann finie, mun ie d'une 

trace T normale fidèle finie normalisée. 

Théorème 2.2. î . CLiebJ Soit k e M fixé; pour tout 

À e CO, 1], l'application 

f : M + X M + - R +, f (a,b) = x < k V kb1_1 ) 

es t concave. 

La preuve qu i su i t est due à B. Si men [Sim] ; nous 

utiliserons le lemme suivant. 

Lemme 2.2.2. Pour i = 1, 2, soient r,, s, et t, des 

opérateurs continus positifs sur un espace de Hilbert K tels 

que 

r^2 ~~ ^2^1' SjS2 ~ S2S] , OjX-2 — ^2W 

et r, > s, + t, pour i = 1 , 2. 

Rlors pour tout À e CO, 13 

rl r2 > S1 S 2
 + t] L 2 

Preuve, a) On peut supposer que ri et r2 sont inversibles, 

car par le calcul fonctionnel boreiien, pour tout À > 0 et 

tout re M+, (C + r) l converge fortement vers r1 lorsque 

e tend vers zéro (€ > 0) CS-Z, théorème 2.203. 



b) Supposons que pour X , M € [û\ 1] 

et montrons que 

_ U * M > / 2 _l -<X + (i)/2 . „ < l + w>/2 _ l - ( l + (i>/2 , 4 U + n>/2 . 1 - < 1 + M > / 2 _ _ 
P 1 P 2 ^ S j 0 2 M W ~ M 

Soient £ e t ri e K; nous auons-' 

I <qÇ I n ) I =1 <tsil*'onBxï"*»n + t r* M , / 2 t î - < 1 * M ) / 2 ) CI n ) I = 

! ( ( (S 1
1 S 2

- 1 ) 1 ' 2 ( s f s 2 - * ) I / 2 +Ct1H2-* > 1 / 2 <t r t 2 - M ) 1 / 2 ) ç 1 n) 1 

Donc par l'inégalité de Cauchy - Schwarz 

l(qÇln)l < IKs1
1S2-

1)1'2 ÇIi II (SrS2-")
1'2 nil + 

I K t J t 2 - 1 ) 1 ' 2 ç i i i i a r t 2 - M ) 1 / 2 nii < 

((S1
1S2-1 H 1 H 2 - 1 ) Ç I Ç)1 '2 ((S1" s,"* H f t J - M ) n I n) 1 / 2 

Car pour t o u t a , , a2 , $it ß2'
 e R + 

O1O2 + P1IS2 ^ ( a 2 + ß 2 ) 1 ' 2 ( a 2 + ß 2 ) 1 / 2 . 

Posons Ç = r ; 1 ' 2 r 2
a - 1 ) / 2 <p e t n = rIM / 2 P 2 " 0 ^ ' 2 <p , epe K ; 

a l o r s 

I (r> F 1 « ^ I -̂ / ^ _ i / 2 - 0 - 1 ) / 2 / „ 1 „1-X . 1 l . 1-1 x « - 1 / 2 -(1-1)/2 i N 1/2 

l Cq Q l n ; I < CP1 P 2 CS1 S2 +tj t 2 ^ P 1 P2 <p I tp; * 
/ _ - n / 2 -<i-»i)/2 y_u 1-n i | l ' l 1 - h n - ^ r - ( l - i i ) / 2 „ I -, 1/2 . 

CP1 P2 Cs1 S2 +ti t 2 ; P1 P2 (p l cp ; < 

Il (pli2 p a r h y p o t h è s e ; 

c 'es t -à -d ire 

f ^ « - M / 2 _ - < 1 - K > / 2 „ „ - 1 / 2 _ -< l -J l ) /2 I N I ^- n i|2 

I (Pi P2 qPj r2 cp I tp) I < Il (pli , 

donc 
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il ̂ K „I-M \-1/2 _ s X 1- 1 v -1/2 M . 4 

Il Cr1 P2 ; q (P1 P2 ; Il ̂  1. 

ainsi si p désigne le rayon spectral d'un opérateur, 

Il <r\ P2"1 rUA <rr r i " " ^ q ( P 1
1 r j " 1 >" I / 4 <rf P2"M )"1/4 II = 

P ((P1
1 P2"1 )-1/4 <rf r f )"1/4q<P1

1 r i " 1 >"1/4 <rf n f ) " I / 4 ) = 

P ( ( P 1 V 2 - M ) " 1 / 2 q(p1
1 P2"

1 ) _ I / 2 ) cap p (ab) = p (ba) . 

< Il (Pi P2 ) q (P1 P2 ; Il < 1 . 

D'où 
„ < l + n>/2 _l-<A + n>/2 . „(l*M>/2 „ l - ( l + n ) / Z , . U + J J > / 2 i I -U+ii ï /2 
P 1 P 2 > S 1 S 2 + t j U2 

c) Du pésultat démontné en b) on déduit pan i nduct ion que 

P1
1P2-

1 > S1
1S2-

1+ t1^-1 

poup tout X pationnel diadique dans l'intepual le CO. I]. 

Comme l'appii cat i on 

a e [0,1] - aab'-0 

est fortement contInue si a, b « M+ et ab = ba [S-Z, 

copollaipe 9.15], on en déduit le lemme. 

q. e. d 

Démonstnat i on du théopême 2 . 2 . 1 . 

On p e u t supposer que M c B(L 2 (M, T ) ) ; s o i t Ç l ' i m a g e 

canon ique de 1 € M dans L2(M, T ) e t s o i e n t a0 , a«. b0 , bj 

e M+ e t 6 e [ 0 , 1 ] . Posons 

a = 6a 0 + (1 - 6 ) a , e t b = 6 b0 + (3 - O)O1. 

Cons idénons les opépateups 1 inéaines cont i nus S1, S2- t1( 

t2. Pj et P2 dans L2(M, x) définis pan 
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Sj (x Ç ) = 0 a0x Ç . s 2 ( x O = 8 xb0 Ç 

I1CxC) = ( l - G ) a i x Ç . t 2 (xÇ) = ( l - 9 ) x b , Ç . 

TjCx Ç) = ax Ç , r 2 < x O = xb Ç 

pour t o u t x e M. 

Comme Cs2(x C ) I x C ) = 6 ( X b 0 C I x O = Q T (x'b0x) > 0 , on a 

S2 > 0 e t on u o i t de même que S1, t 1 ( t 2 . r,( r2 sont des 

opérateurs p o s i t i f s . Nous auons 

SiS2Cx Ç) = 92a0xb0Ç = S2S1(XO 

donc S1S2 = S2S1 e t de même t j t 2 = t 2 t t e t ^ r 2 = ^ n 1 . 

D 'aut re p a r t i l es t c l a i r que 

r, = s, + t , . i =1 ,2 . 

fìinsi par le lemme 2 .2 .2 nous obtenons 

Cr 1 V 2 - 1 CkC)IkC) > (S 1
1 S 2 - 1 CkC)IkC) + Ct1* t j " 1 <k Ç) I k Ç) 

pour t o u t k € M; c ' e s t - à - d i r e 

xCkVkb 1 -* ) > 9 T (k'ao1 kbo"1 > + (1 - 9) T <kV kb}"1 ) . 

q . e . d . 

Soient x e t y e M+ e t s o i t A > O t e l que x < Ay. Alors 

x1 / 2 log x x1/2 e t xm log y x1/2 

sont des opérateurs hermitiens de M. En effet, par le calcul 

fonctionnel continu il est clair que x1/2 log x x1/2 est un 

élément hermitien de M. D'autre- part par [Pe, 1.3.5 et 

1.3.11], pour tout c > O on a 

x1'2 log x x1/2 < x1/2 log (x+C) x1/2 
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< x1/2 l og (A y+C) x1/2 

et pour Cj < C2 on o b t i e n t 

x1/2 log x x1/2 « x1/2 log (Xy+C 1 ) X
U2 

< x1/2 l o g ( Ay+C2) x1/2 , 

d ' o ù l ' e x i s t e n c e de l a l i m i t e f o r t e x1/2 l o g ( A y ) x1/2 

e t de x1/2 log y x1/z = xiy2 l o g ( A y ) x1/2 - x log A 

Si x es t une t r a c e sur M on é c r i t abusivement 

T (x log y) = T (x1/2 log y x1/2 ) 

Déf 'mit i on 2.2.3. Soient x et y e M+ et supposons qu'il 

èxiste A > 0 tei que x < Ay . On appel le entropie 

relative de x relativement à y le nombre réel 

S(x I y) = T (xGogx - logy)) . 

Corol la ire 2.2.4. [Lin] L'application (x. y) — S (x I y) est 

convexe. 

Preuve. Par le théorème 2.2.1, l'application 

(x, y) - x (x u ly x) ' 

est concave pour A e [0, 1] et pour A = 0 elle est 

1inéaire. Donc 

(x, y) - d/clM x-o T <x u ly 1) 

est concave. Mais 

d/d A I 1=0 T (x3-1 y 1 ) = - T ( x d o g x - log y ) ) 
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ce qui démontre le corollaire. 

q.e.d. 

Remarque 2.2.5. Nous avons SCAx I A y) = A. S <x I y) pour 

tout X > 0. 

Soit fì une algèbre de von Neumann abélienne munie d'une 

trace T normale fidèle normalisée. Soit P une sous-algèbre 

de dimension finie de A, de projecteurs minimaux Cp,) 

Notons Epl'unique espérance conditionnelle normale fidèle 

de A sur P qui conserve la trace T . 

Lemme 2.2.6. So/t a = E î Pi € P avec A1 > 0 et soit 

Q une sous-algèbre de dimension finie de A; alors 

SCa! E0Ca)) < E A1SCp1 I E0Cp1)) . 

Preuve. Remarquons t o u t d 'abord que SCaIE0Ca)) est b ien 

d é f i n i ; c ' e s t - à - d i r e q u ' i l e x i s t e K > 0 v é r i f i a n t 

KE0Ca) > a. On a E0Ca) = E qj T Caqj) / T Cqj) où Cq^ es t 

la l i s t e des p r o j e c t e u r s minimaux de Q. Pour t o u t j i l 

e x i s t e fCj > 0 t e l que KjTCaqj) T Cq^q0 > aqj. So I t 

K = max Kj a l o r s KE0Ca) > E aq0 = a. 

S o i t a = £ À, e t s o i t b = E Mipi avec JJ , = X1Za, a l o r s 

E M 1 = 1. Donc 

SCb I E0Cb)) = SCE M,p, I Ç M1E0Cp1)) 

< E M1SCp, I E0Cp1)) Cco ro l l a i r e 2 .2 .4) 

= 1/a E A1SCp1 I E0Cp1)) . 
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D ' a u t r e p a r i 

^SCb I E0Cb)) = S ( a / a I IZaE8Ca)) 

= IZaSCaIE0Ca)) Cremarque 2 .2 .5) 

ce qui démontre le lemme. 

q.e.d. 

Soit S1 l'ensemble des suites x = Cx1). x, e P1+, x, = 0 sauf 

pour un nombre fini d'indices et satisfaisant E Xi = 1. 

Théorème 2.2, 7. Soient P et Q deux sous-algèbres de 

dimension finie de R. Nous auons 

1) h CP) = SUD Ç J) T Cxk) - T T)EpCxk) 

2) h CP I Q) = sup Ç T nEQCxk) - x nEPCxk) 

Preuve. 1) Soient Cp,) les projecteurs minimaux de P. Il est 

clair que 

h CP) < sup C H T Cxk) - T nEPCxk) 

car Cp1) e S1 e t n Cp1) = 0. 

Montrons que pour t o u t x = Cx0) e S1. 

E J) T Cxk) - T nEpCxk) ^ S H T (p t) . 

Comme T <xk) = T CEPCxk)), nous pouvons supposer que xk e P; 

c ' e s t - â - d i r e xk = E A kl p, avec E Xkl = 1 pour- t o u t i . 

A ins i 

Ç n T (xk) = Ç T ( n ( E Àki T Cp,)) - n CE XkI p , ) ) = 

Ç T CE A k l p , C l o g E A k l p, - l o g E *«. T C p 1 ) ) ) . 

En appliquant le lemme 2.2,6 à Q = C . nous obtenons 

15 



Ç TI T Cxk) - T n <xk) < Ç E AkI T (p, ( log p, - l o g T Cp1))) = 

E Ç *ki Ti T Cp1) E DT Cp1) . 

2) Comme h (P I Q) = E T nEQ(p,) , nous avons 

h (P I Q) < sup E T nEQ(xk) , - T nEP(xk) . 

Montrons que pour t o u t x = (xk) e S1 , 

Ç T nEQ(xk) - TT)Ep(xk) < h ( P I Q ) . 

Par la d é f i n i t i o n 2 . 1 . 2 , nous avons h (P IQ) = h ( P v Q I Q ) ; 

nous pouvons donc supposer que P c Q . Nous avons 

a l o r s 

Ç T 7iEQ(xk) - T nEP(xk) = 

E T (Ep(xk) log Ep(xk) - EQ(xk) log EQ(xk)) = 

E T (Ep(xk) log Ep(xk) - E0(Ep(xk)) log EQ(EP(xk))) = 

Ç x (yk log yk - EQ(yk) log EQ<yk)) = Ç S (yk I EQ(yk) ) 

où yk = Ep (xk) . 

Nous avons yk > 0 e t yk e p, donc yk = E Akl p, avec A k, 

> 0 e t E ^K, = Ir car Ç y k = 1 . A ins i 

Ç T nEQ(xk) - T nEP(xk) = Ç S ( E ^m Pi I E *KI E0Cp1)) < 

Ç E ^ki SCp1 I E0Cp1)) = E T TiEgCp,) 

â cause du lemme 2 . 2 . 6 . 

q . e . d . 
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3. Entrop ie dans une algèbre de uon Neumann finie. 

Soit M une algèbre de uon Neumann finie, munie d'une 

trace normale fidèle finie T telle que T (1) = 1 . Pour 

tout ent i er n strIctement posItIf. nous noterons Sn 

l'ensemble des familles x = (x,, ln ) . Ii In e M 

d'éléments positifs de M, nuls sauf pour un nombre fini 

d'Indices et vérifiant 

, E X11 (ft = 1. 

Pour x e Sn, 1 e Cl n3 et I 1 ^ N , on pose 

D'autre part si P est une sous-algèbre de dimension finie de 

M, on notera EP l'unique espérance conditionnelle normale 

fidèle de M sur P qui conserue la trace x . Nous noterons 

n la fonction continue sur [Û, œ [ définie par n (t) = 

- t log t. Remarquons que n est une fonction concave d'un 

opérateur CN-U, théorème2. p.153]. 

Définition. 3.1. Si P1 Pn sont des sous-algèbres de 

dimension finie de M, l'entropie de la famille 

(P1 Pn) est 

H (P1 Pn) = sup C E n x (X11. . In ) - E E T n Ep1 <xu ) 3 . ' 
X « En I l In * l " l 

Déf ini ti on 3.2. Si P et Q sont des sous-al gèbres de 

dimension finie de M, l'entropie relative de P relativement 

à Q est 
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H (P I Q) = sup C E uE a(x r) - Tr1Ep(X1) }. 

Remarquons que H(Pi Pn) est symétrique et posit lue (on 

le uoit en choisissant tous les x,, ,n nuls sauf l'un d'eux. 

égal ê 1. 

Proposition 3.3. [C-SJ Soient P1 Pn. Q1 Qn, P. Q 

et N des sous-algèbres de dimension finie de M. Nous avons 

Jes propriétés 

(fì) H(P1 Pn) < H(Q1 Qn) s i P1 c Q1, i= i - n 

(B) H(P1 Pk.Pk+i- Pn> < H(P1 Pk) + H(Pk+1 Pn) 

(C) Si P1 Pk c P a l o r s 

H(Pi Pk. Pk+i * . . . . Pn) ^ H(P, Pk+1 Pn) 

(D) Pour toute famille (e,)|,i de projecteurs minimaux de P 

telle que E e , = 1, H(P) = E n T (e,) . 

(E) Si (P1U ...UP n)" est engendrée par des sous-algèbres Qj 

de Pj, commutant deux à deux, alors 

H(P1 Pn) = H<<P,u . . -UPn)') 

(F) H(P1, Pn) « H(Q1 Q n ) + E H(P1IQ1) 

(G) H(NI Q) < H(N I P) + H(P I Q) 

(H) H(N! P) est croissante en N et décroissante en P 

(I) Si P et Q commutent, alors 

H(P I Q) = H ((Pu Q)' I Q) = H ((Pu Q)') - H (Q) 

Lemme 3.4. (Inégal ité de Jensen) Soient M1 et M2 deux 

algèbres de von Neumann, E une appi ication linéaire positive 

de M1 dans M2 tei Je que E(I) = 1. Nous avons 

E(T] (x)) < n (E(X)) 

pour tout x e M1, 0 < x < 1 . 
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Preuve. [Gui 1] La fonct ion n est enveloppe 'inférieure de 

fonctions affines, soit 

T) (t) = inf (a, + b,t> . 
i « t 

On a • 

E(n<x)) < ECa1 + b,x) = a, + b,E(x). 

Nous obtenons alors le résultat en prenant la borne 

inférieure sur le membre de droite. 

q.e.d. 

La preuve de la proposition 3.3 se trouve dans CC-S]. Nous 

en donnons ci-dessous une esquisse. 

Propriété fil Si P1 c Q1 alors T nEP, (x) = x n EPt (E0, Cx)) 

> T TiEg1 (x) par l'Inégalité de Jensen et donc la propriété 

se déduit de la définition. 

Propriété B±_ La démonstration de cette propriété consiste à 

se ramener au cas de la sous-add 11lu I té de l'entropi e 

h(PvQ) ^ h(P) + h(Q) dans le cas abélien. 

Propriété Çj_ En utilisant la propriété fì on se ramène au cas 

où P] Pk sont toutes égaies à P. Pour simplifier les 

notations, posons Ei = EP| pour 1 = 1. n. 

So i t <p une b i ject ion de N sur N k. Si x « Sn, oh déf in it 

y e Sn_k+1 par 

Jn-(WJ X » C j l > l V <Jl)K' Jî Jn-k*l ' 

On veut alors démontrer que 
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( * ) 
n 

E n T <x,, ,n) - C ^ T IiE1(X11) < 
n-B+l 

E TI T (y0l J^1 > - g E T nEl+k.i (y ì , ) . 

Pour 1 > 2, yj, = x"*1-1 donc ces termes disparaissent dans 

l'inégalité (*) . D'autre part si on pose 

x * < J > I »<j>k = UJ ~ . ^ , xv<j>i *<j>k- j i j * 
Ji J M K - I 

alors <*) est équivalente à 

<**> E 1 E TnE1(Xl1) > E THE,(X% ( J ) I ï ( J ï k ) . . 
1=1 ii j 

Ma I s comme E1 = Ek pour 1 = 1, . . . , k et 

LJ . E k (x ?(J>1 v < j ) k ^ = E k ( x v ( J ) l ) , 

l'inégalité (**) se déduit de l'inégalité plus générale: si 

2 e Sn alors 

E "T T1(Z11 ,.) < E E TT1(Zj1). 
I=I il 

Cette inégalité se démontre par induction sur m en utilisant 

le corollaire 2.2.4 et la remarque 2.2.5. 

Propri été Dj_ Supposons pour simplifier que P est un facteur 

de type In . Soit x = (X1) e S1; en choisissant pour (x,) 

une suite de projecteurs minimaux, de somme 1 dans P on voit 

que H(P) > log n. Il faut donc démontrer que 

E n x (x,) - T T1Ep(X1) < log n. 

Comme xEP(x,) = x (x,) , on peut supposer que x, e p. 

D'autre part par le corollaire 2.2.4 on a si a, b e P, 

a > 0, b > 0, 

n x- (a+b) - T n (a+b) < n x (a) - x n (a) + n x (b) - t n (b). 
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Ainsi en ut ï1isant la décomposlti on spectrale de chaque x, 

on peut supposer que chaque x, est un opérateur positif de 

rang 1 et dans ce cas on voit que J2 n T <X,) - T n (x,) = 

log n. 

Propriété El L'inégalité H(Pj Pn) ^ HC(P1U ... UPn) ") 

découle de la propriété C. Pour l'inégalité réciproque* on 

est ramené à étudier les sous-algêbres abélienhes maximales 

des Pj . 

Propriété Fl Cette propriété est immédiate à partir des 

.défInitions. 

Propri été Gl S i x e S1 , on a 

E T T)EQ(X1) - T T)EN(X1) = . 

T^ t HEQ(X 1) - T T)Ep(X1) + T T)Ep(X1) - T T)EN(X1) < 

H(P I Q) + H(N I P) . 

Propri été H- Se démontre comme A. 

Propriété Jj_ Pour démontrer cette propriété on se ramène au 

cas ou Q est un facteur. Dans ce cas on peut supposer que 

(PuQ)" = P ® Q et les inégalités se déduisent du théorème 

de sous-additiuité de Lieb-Ruskai EL-R, théorème 2ii)]. 

Remarque 3. 5. On a 

H(Pj Pn) ^ H(P1 Pn, Pn+J ) ; 

cet te propr i été est une conséquence i mméd i ate de 1 a 
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définition 3. L 

Propos it ion 3.6. SoIt N un sous-facteur de type In de M et 

soit (e,j),,J=1 n un système d'unités matricielles de N. Si 

ft est, la sous-algèbre abélienne maximale de N engendrée par 

Ce 1, >i=i n alors 

1) H(N I fì) = H(N) = H(A) = log n 

2) Pour tout automorphisme Ö de M, 

H(NI o (fì)) > H(N) - log A. 

Preuve 1) Soit \ une racine primitive n-ième de l'unité; 

pour tout k, 1 ^ k < n . soit xk le projecteur 

xk = 1/n jfc A 1 ^ e 1 J . 

n 

Nous auons T (xk) = 1/n pour tout k et Ç xk = 1 ; de plus 

Efl(xk) = l/n£ e0J = 1/n 

pour t o u t k. Nous obtenons donc, en u t i l i s a n t la p r o p r i é t é 

H; 

H(N) > H (NIA) > C1TnE0 (Xk) - T n (xk) 

= C1TnE0(XK) = n n ( l / n ) = log n = H(N) 

ce qui démontre 1). 

2) Soient (xk)k=i n comme ci-dessus et posons 

xk = 1/n + yk; alors T (yk) = 0. Soit o e flut M. comme Efl 

est positive fidèle et conserue la trace, nous auons 

Efi(ö (xk)) = Efl(l/n + o (yk)) 
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n 

= 1/n + E M,e i=i 

avec M, € R , I M, i < 1/n et E M, = O. 

Si Mi = O pour tout l, alors Efl(ö(xk)) = 1/n, donc 

T nEfl( Ö (x„)) = n <l/n) = 1/n log n 

> 1/n (log n - log 4) . 

n 

Comme T T) Efl ( o (xk) ) = 1/n E n (1/n + M1) . on peut 

supposer que Mi > 0 pour 1 < l < r, M. < 0 pour r < I 

< r+s et M i = O pour r+s < i < n. 

Posons p, = M, pour 1 ** i ̂  r. q, = -Mr+i pour 

1 < i < s. Nous obtenons 

T nEfl( Ö (xk)) = 

= 1/n E n (1/n + p,) + 1/n E n U/n - q,) + (n-r-s)/n n (1/n) 
i=î i=j 

= 1/n E ((I + np,)D(l/n) +1/n n (1 + np,)) 
i«=i 

+ 1/n E ((I - nq,) n (1/n) + 1/n n (1 - nq,)) 

+ (n-r-s) /n T> (1/n) 

= n (1/n) + 1/n2 E t) (1 + np,) + 1/n2 E n d - nq,) . 
i=i i=i 

Mais n (1-nq,) > 0 car 0 < 1-nq, < 1 et n (1+np,) > 

n (2) car 1 ̂  1+np, < 2. Donc 

T n En < Ö (xk) ) > r) (1/n) + r/n2 n (2) 

> n (1/n) + 1/n n (2) 

= T) (1/n) - 1/n log 4. 

n 
D'où E T n Efl( c (xk)) > nn (1/n) - log 4 = log n - log 4. 

i=i 

Comme E„-i<fi> = o" Efl Ö , nous obtenons 

H(N I o"1 (A)) > C 1 T iiE«,-'«» (xk) 

T TiE f l(ö ( x k ) ) > H(N) - l o g 4 . 
n 

Ti=I 

q . e . d . 
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La propriété 1) de la proposition ci-dessus est 

caractéristique de la non commutâtivité de M. En effet si P 

et Q sont deux sous-algèbres de dimension finie d'une 

algèbre de von Neumann abélienne, on a hCP ! Q) = h(P) si et 

seulement si P et Q sont indépendantes; c'est-à-dire si (p,) 

(resp. (qj)) est la liste des projecteurs minimaux de P 

(resp. Q) alors T (p,qj) = T (p,) T (q0) pour tout I et. tout j 

(uoir CShI]) . 

S i R est le facteur hyperf ini de type 111 obtenu comme 

produit croisé d'un espace boreiien standard (X, M> par un 

automorphisme ergodique T. la théorie de Dye-Krieger permet 

de construire une suite croissante de sous-facteurs Nk de 

dimension finie de R dont la réunion soit faiblement dense 

dans R et telle que chaque Nkcontient une sous-algèbre 

abélienne maximale fìk vérifiant fìk e fìk+] , fìk e. fi = 

L" (X. M ) C R et u fìk faiblement dense dans fì. Il est alors 

tentant d'essayer de calculer l'entropie de 1 'automorphisme 

fìd U, où U est l'unitaire de R canoniquememt associé à T, 

â l'aide de la suite (Nk) (pour la définition de l'entropie 

d'un automorphisme, voir le paragraphe 4.1 suivant). En fait 

la propriété 2) de la proposition 3.6 semble indiquer que 

cette méthode conduit è une impasse. 

Dorénavant nous noterons F l'ensemble des sous-algèbres 

de von Neumann de dimension finie de M. 

Lemme 3.7. a) Solent P, Qe F; sì x e P+et y e Q+ 

vérifient il existe A > O teJ que x < Ay, T (x) = x (y) 

et S(x I y) = O . aiors x = y. 
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b) Pour tout Q e F et tout x e M+, /J existe X > 0 tel 

que x^ XEQ(X) . 

Rreuue,_ a) Soient x = E x,e, la décomposition spectrale de 
m 

x et y = E WJ-TJ la décompos i t ion spectrale de y; nous 

supposerons que 

0 < x, < . . . < Xn et 0 < y, < . . . < y.. 

Nous auons 

x log X = E x , log x,e, = E x, log x,e,fj 

et x log y = ( E a0X. log yJerfJ 

car x ^ Xy. Gone 

S (x I y) = x Cx (log x - log y)) 

= E Cx1 log x, - x, log y0) T <e,fj> 

= E <x, log x, - x, log yj - x, + y0) x <e,f p 

= E yjCCx^yj) log Cx./yj) - x , / y j + D x <e,fp 

car x (x) = T (y) ; d ' a u t r e p a r t t - 1 < t log t pour t o u t 

i e R +. auec é g a l i t é s i e t seulement s i t = 1. A ins i s i 

S (x I y) = 0 on o b t i e n t x, = yj ou T (e,f j) = 0. Mais 

T <e,fj) = 0 impl ique e ^ e , = 0. donc e,f j = 0. E n f i n on a 

x - y = E e,(x - y ) f j = E ( x , - y j ) e t f j 

donc x = y. 

b) Soit EQ(x) = E aiQi la décomposition spectrale de E0Cx), 

où Ce,) est une famille finie de projecteurs de Q. Soit fi la 

sous-algèbre abélienne de Q engendrée par la famille Ce1). 

On a E0 (x) - E0Cx) car E0(X)Gj = 0 A J = EQCXBJ) et 

T (E0(X)Gj) = a0T (Gj) = T (x8j) . on pout donc supposer que Q 

= fi est abélienne et on a 
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EQ(x) = E o.e. = E T <xe,>/T <e,>e,. 

Pour t o u t I v é r i f i a n t e,xe, * 0 , s o f t X1 = l l x l l / a , ; a l o r s 

X1QiG, > e,X6| e t s I X ' = max (X1) 

X 'E0(x) > C e,XG1 = Efl-nM (x) . 

Soit G le groupe des unitaires involutifs de Q; on a aussi 

EQ-OM (X) = I G I "' C uxu 
ut G 

donc I G I Eg-nH (x) = J2 uxu ^ x . 
Ui 6 

Ainsi en posant X= X'I Gl on obtient XEQ(x) > x. 

q.e.d. 

Lemme 3.8. Soient P et Q des éléments de F. Hlors 

H(PIQ) = O si et seulement s l P c Q. 

Preuve. La suffisance est une conséquence de la propriété H. 

Supposons que H(PIQ) = O et soit (x,) e S1 vérifiant 

x, e P pour tout I. Par l'inégalité de Jensen nous avons 

T TiE8(X1) > X T] (X1) 

pour tout I. Par hypothèse H(PlQ) = O ; nous obtenons donc 

2 x TtE0(X1) - T n (x i ) = 0 

d'OÙ T TlEQ(X,) - T T) (X1) = O 

pour tout i; c'est-à-dire 

x (x, log x, - x, log E0(X1)) = O 

pour tout i. Ainsi par le lemme 3.7 on a x, = E0 (x,) , donc 

x, e Q pour tout l, d'où P c Q . 

q.e.d. 
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Propos it ion 3.9. L'appi /cat/on d- F x F - U , d(P.Q) = 

H(P I Q) + H(Q I P) est une distance sur F. 

Preuve, Il est clair que d est positive et symétrique; 

l'inégalité triangulaire est une conséquence de la propriété. 

G de la proposition 3.3 et par le lemme 3.8, si d(P,Q) = 0 

alors P = Q*. 

q.e.d. 

Le théorème suivant est le résultat le plus Important 

démontré par Connes et SteSrmer; il donne la continuité de 

l'entropie relative pour la topologie forte. La preuve de ce 

théorème est longue et difficile; nous en donnons ci-dessous 

une esquisse. 

Soient P et Q des sous-algèbres de von Neumann de 

M; on écrit P c Q pour ó >• 0, si pour tout x « p, 

HxII < 1 il existe y € Q, llyll ̂  1 vérifiant Hx - yll2 

< ô, où HxIIp = T ((x'x)p/2)1/p pour tout p e [1, 0 [. 

Théorème 3.10. LC-SJ Pour tout entier n et tout € > 0 11 

existe O = 6 (n. C) > 0 tel que pour tous P, Q * F 
è 

vérifiant dim P = n et P c 0 on ait H(P I Q) < C . 

Esqulsse de la preuve. L'idée de la démonstration est 

d'essayer de trouver un unitaire u e M tel que uPu' c Q et 

Hu - 111 petit. En fait ce résultat ne peut être obtenu 

qu 'approx i mat i vement. 

Soient P e F, f e P'HM et notons 
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Pf = CXf + X (1 - f ) I x e P, X e C } . 

Le lemme c l é pour l a démonstrat ion es t l e su i van t . 

Lemme 3.11. [C-SJ Soient n un entier positif et C > 0; il 

existe 6 = 6 (n, C)' > 0 tel que pour tous P - Q e F 

vérifiant dimP=netPcQil existe un unitaire u e M 

avec Nu-III < C , un projecteur e e P'OM t e i que 

T (e) > l - £ e t une sous-aJgèbre P de 0 vérifiant 

dim P < n+1 t e i Je que 

ueu* e p - e t u P V = Pueu* 

Ce lemme étant admis, la démonstration devient facile; en 

effet par la propriété G on a 

H(PIQ) < H(P I Pe) + H(PB luPeu') + H ( ( P ) W I P) + H(P I Q) 

= H(PIP0) + H(P6IuPV) + H((P)uau* IP) 

car P c Q . Il reste donc à démontrer que H(P I Pe) et 

H(P6IP) sont petits si e est proche de 1 et que H(PIuPu*) 

est petit si Hu - 111 est petit. 

Soit P l'algèbre de von Neumann engendrée par e et N 

l'algèbre de von Neumann engendrée par P et P. Comme P c P' 

nous avons par la propriété I 

H(PI Pe) < H(N I Pe) < HCfl) = n T (e) + n T (1 - G) 

et on démontre de manière similaire que 

H(P9I P) < ri T (e) + n T (1 - e) + T (1 - e) log n 

si dim P < n. 

Pour voir que H(PIuPu') est petit si 111 - ull est petit 
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nous supposerons pour s i m p l i f i e r les n o t a t i o n s que P es t un 

f a c t e u r de type I n . S o i t x un élément p o s i t i f de M, de 

t r a c e 1. On a TTIEUPU ' (X) = x riEpCu'xu) ca r , pour t o u t 

automorphisme o de M. E0<P) = o EP Ö"1 . Donc 

x n EyP1J* (x) - x TiEp (x) = x nEP(u*xu) - T TÎEP(X) . 

Soient X1 = Ep (x), x2 = EP(u'xu) et soient xt = £ A,e,, X2 = 

£ Mifi leur décomposition spectrale auec 

Xx > . . . > An et Mi > . . . > Mn-

Nous avons T (XJ) = T CX2) et 

Hx1 - X2IIi < Hx - u ' x u l l j < Hl - u l l . 

En outre, par [Po. théorème 5.6]. on a 

1/n £ I A1 - n, I < Nx1 - X2II1. 
1 

D'autre part nous avons 

I x n (X2) - T n (X1) I = 1/n I E n (M1) - n ( A1) I . 

Ainsi pour tout £ > O, si III - ull est suffisamment petit. 

alors 

I T T)EuPu* (X) ~ T TiEp (X) I < C , 

Nous avons donc démontré que pour tout x e M, x > 0 

t T nPuPu' (x) - x nEp(x) I < e T (X) 

si Nl - ull est suffisamment petit; d'où le résultat. 
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4. Entropie d'un automorphlsme. 

Nous gardons les notaiions du chapitre 3; de plus nous 

noterons ftut M le groupe des automorphismes de M. 

4.1. Défini ti ons et premières propri étés, 

SoIt 0 un automorphlsme de M conservant la trace T sur M. 

Définition 4.1.1. [C-Sl Pour tout P e F on pose 

a) H(P, 0) = H m ^ 1H(P, 0 (P) 0n(P)) 
n—• 

et 

b) H(O) = sup H(P. 0) . 

On appelle entropie de 6 la quantité H( 0) « [O.œ ] 

Remarquons que la limite a) existe. En effet, posons an= 

H(P, 9 (P) 0n(P)) ; par la propriété B on a an,p < 

an + ap. Soit q un entier; pour tout entier n posons n = kq 

+ r auec 0 < r < q. Alors 

an/n = akq+r / (kq+r) < akq / (kq) + a r / ( k r ) < aq/q + a ^ k , 

donc lim sup an/n < ag/q; d'où lim. sup a„/n ^ i nf aQ/q . 
n — n q H 

Ains i H(P, Ö) = i n f aq/q- = 1 Im a n /n . 
q n 

Remarque 4.1.2. i) Comme conséquence immédiate de la 

définition nous avons les propriétés suivantes. 

a) L 'entropie est un Inuariant de conjugaI son : 

c 'est-à-dire si O1, Q2
 e Gut M sont tels qu'i 1 existe 

a e flut M auec Q2 = Ö O J Ö - 1 . alors H(S1) = H(0 2). 
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b) Si M est abélienne, on retrouve 1 'entropie classique à 

cause de Ja propriété E. 

c) Si 9 est périodique, alors H(9) = O. 

Il) Si c est un antiautomorphisme de M, on peut évidemment 

définir H(<3) comme pour les automorphIsmes. Les propriétés 

de H(cO sont les mêmes que celles de l'entropie d'un 

automorphisme. 

Comme dans le cas classique, un des seuls moyens pour 

calculer l'entropie d'un automorphisme est le théorème du 

type de Kolmogorou-Sinai: 

Théorème 4.1.3. TC-SJ Si M est une aJgèbre hyperfin le, 

engendrée par une suite croissante de sous-algèbres de 

dimension finie Pk . aJors 

H(9) = lim H(Pk, 8) . 

Preuue. Soient P e F et C > 0 donnés; par le théorème 

3.10, I 1 existe k tel que H(P I Pk) < £ . Donc 

H(P, 9 (P) 6n(P)) ̂  

H(Pk, e (pk> en(pk)> + EH(fl'(p) i e'(Pk)) = 

H(Pk 9n(Pk)) + (n + I)H(P I Pk) < 

H(Pk, 9 (Pk) , 0n(Pk)) + (n + 1) c 

donc 

H(P. 9) < H(Pk, 9) + t. 

Comme £ est arbitraire, nous obtenons la conclusion. 

q.e.d. 
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Proposition 4.1.4. [C-S] Soit O e flut M conservant Ja 

trace x . Pour tout entier p nous avons H(6P) < 

IpIH(O) ; de plus si M est hyperfinie alors H ( 9P) = 

IpIH(6). 

Preuve. Comme H(0) = H(O"1) , nous pouvons supposer p > 0. 

So i t N e F; par la remarque 3.5 nous a<jons 

n_1H(N, 0P(N) 0np(N)) ^n-1H(N, 6 (N) 0np(N)) 

= p(np)_1H(N, e (N) 6np (N)) 

donc 

H(N, 9P) < pH(N, 0) 

ce qui démontre la première assertion. 

Supposons maintenant qu'il existe une suite croissante de 

sous-algèbres de dimension finie Nk de M dont la réunion 

soit faiblement dense dans M. Soient Nk et C fixés 

et posons m = dim Nk . Par le théorème 3.10 il existe 

ô > 0 tel que si P, Qe F vérifient dimP = m e t P c Q 

alors H(P I Q) < c . 

D'autre part comme la réun i on des Nj est fa iblement dense 
6 

dans M, il existe q > k tel que 0J(Nk)c Nq , j = 

0,...,p-l. Par la propriété C et la remarque 3.5 nous auons 

H(IV 0P<Nq) 9rp <Nq)> = 

H ( N q Nq . e p ( N q ) e p ( N q ) e r < p - ] > <Nq) e r<p_1> ( N q ) , e r p ( N q ) ) 

où chaque répét i t i on apparaît p fo i s. Donc par 1 a propr i été 

F nous obtenons 

P-1H(IV 9P<Nq) 6^ (Nq)) > 
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P - 1 H(NK, 8 <Nk) e rp(Nk>) - r'1 ^ f 1 H C 9^+1 <Nk)*l 8sp (NJ) 

= P_IH(Nk, e <Nk) 6np CNk>) - ^ H ( 6 l ( N k ) I Nq) 

> p(pp)"1 H(Nk, 8 <Nk) e r p ( N k ) ) - p £ . 

Donc H(Nq, 9
P> > pH(Nk, 6) - e , ce qui démontre la 

deuxième assertion. 

Défini ti on 4.1.5. Le groupe des automorphismes d'une algèbre 

de von Neumann peut être muni de diverses topologies: 

i) La topologìe de la convergence simple forte, définie par 

8, — 8 si 8, (x) converge fortement vers 8 (x) pour tout 

x e M. 

il) La topologie de la convergence simple ponctuelle dans M, 

ou p-topologie. définie par 8 , - 8 si tp(6,(x)) converge 

vers (p ( 8 (x) ) pour tout x e M et tout <p e M». 

//O La topoiogfe de ia convergence simple uniforme dans M», 

ou u-topologle, définie par 6, — 6 s/ ll(po 6, - <po 6il 

converge vers 0 pour tout <p « M,. 

Toutes ces topologies coïncident si M est un facteur fini à 

ppédual separable [Col.Ha] et elles sont encope équivalentes 

à 

iv) la topo logie de la convergence simple 2-normique, 

définie par 8 , - 8 si fl 8, (x) - 6(x)ll2 tend veps 0 pour 

tout x e M. 

Définition 4.1.6, Soit G un groupe d'automorphismes d'une 

algèbre de von Neumann M. On dit que G opère ergodiquement 

dans M ou que G est ergod i que s i 1 'algèbre des él éments 

G-/nvariants est rédui te aux scalaires ; ce qui revient à 

dire que les seuls projecteurs de M invariants par G sont 0 
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et 1. De plus si G est localement compact, non compact pour 

la p-topologie et si <p , est un ê'tat normal fidèle 

6-invarìant, on dira que G est fortement mélangeant pour <P 

si 

lim (p (g(x)y) = <p <x) tp (y) 
g-» 

pour tout X- y e M, où g — œ signifie que g sort de tout 

compact de G. 

Il est clair que si G est fortement mélangeant alors G est 

ergodi que, 

Propos it ion 4.1.1. Soit fi une sous-algèbre involutive 

ultrafaiblement dense de M: si 

lim <p(g(a)b) = <p (a) <p (b) V a, b e A 
g-« 

alors G est fortement mélangeant dans M. 

Preuve. Soient x,y e M. Pour tout C > 0 i 1 existe a. b € 

fi, Hall < HxIL HbII < HyII tels que 

I <p <a) <P <b) - <p (x) (p (y) I < £ e t I <p(g(a)b - g(x)y) I < C . 

En e f f e t 

I cp (a) <p (b) - (p (x) (p (y) I < 

I (p (a) I I <p (b-y) I + I (p <y) I I (p <a-x) I 

< llxll I (P (b-y) I + HyII I (p (a-x) I 

e t I (p (g(a)b - g Cx) y) I < I (p (g (a) (b -y ) ) I + I <p (g (a-x) y) I 

= I tp (g (a) (b-y) ) I + I <p < (a-x) g-1 (y) ) I 

Donc I (p (g (x) y) - (p (x) (p (y) i < 

34 



I cp (g (x) y-g (a) b) I + I <p (x) cp (y) - <p (a) v <b) I 

+ 1 <p (g(a)b)-<p (a) <p (b) I 

< 2 e + i (p (g (a) b) - cp (a) (p Cb) I < 3 c 

si g est suffisamment grand. 

q.e.d. 

Soit M0 = Mn(C ) et soit (P0 un état fidèle sun M0; alors 

Vo = Tr (h.) où Tr est la trace habituelle sur M0 et h est 

un opérateur positif de trace 1, de valeurs propres 

CA1,..., X n). Pour tout k e Z posons Mk = M0 

(pk = (p0 et soit M = ® (Mk, cpk) le facteur opérant dans 

l'espace de Hilbert K 'obtenu par la représentation GNS pour 

l'état cp = ® tpk de la C'-algèbre ® M* . Si p et q sont 
k* Z 

des entiers vérifiant p < q« on notera M̂  l'image canonique 
q 

de ® Mk dans ® Mk. 
p *< 

Propos it ion 4.1.8. Soient M et (p comme ci-dessus. 

i) Le groupe G des permutât i ons f ini es de Z opère 

ergodiquement dans M. 

2) Le sous-groupe de flut M engendré par le décalage vers la 

droite a sur M est fortement mélangeant dans M pour cp. 

Preuve. 1) CStI.St23 Soit g « G; il existe p.q e Z , 

p < q tels que g soit une permutation de Cp.p+1 q3. 

Soit U9 l'opérateur unitaire de Mp défini par 

ug(® Çp = 9 Çg<J) 

I l e s t c l a i r que g •* ug e s t une r e p r é s e n t â t i on uni t a i r e de 

G dans ® Mk e t que cp (ugxug) = cp (x) pour t o u t x e M. 

S o i t Ç l ' i m a g e canon ique de 1 e <8> Mk dans K; on a ugÇ = Ç 
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pour tout g e G. Pour tout entier positif p soit gp la 

permutât i on écrite sous forme de produ11 de cycles 

di sjoi nts: 

gp = <-2p+l,-p+l) (-2p+2.-p+2)... <-p,0)(l.p+1)... (p,2p) 

e t notons up 1 ' u n l i a i r e u^ , Si x. y, z e M.q pour p > q nous 

avons 

(UpXuJy Ç I z O = (p (z'upxujy) = <p (upxujz*y) 

= <p (x) (yÇ I zÇ> 

Soient x , y , z e ® Mk e t so ien t xq .yq ,zq e MUq t e l s que llx-Xqll 

— O. Ily-yqll — Û et Hz-ZqIl — O s i q — œ . Pour t o u t C > 

0 on a 

I (UpXuJyÇ I z O - <P (x) <yf I z O I ^ 

2llxq-xll l lyl l l lzl l +2Ilxqlllly-yqllllzll +2llxqllllyqllllz-zqll 

+ I ( u p x q U ; y q Çlz q e) -Cp(Xq)Cy11CIz5C)I 

< C s i q es t suff isamment grand e t p < q. 

Donc (UpXuJy Ç I z O — (p (x) (y £ I z Ç ) s i p — œ e t s i 

Ç i * C2
 € K on obt i ent (upxup C1 I C2) — <P (x) < C1 I C2) pour 

t o u t X e ® Mk . 

Soit M6I'algèbre des points fixes de M par l'action de G; 

du raisonnement ci-dessus on déduit que pour tout x e M$ et 

tout Ç, e K, (x Ç I Ç i) = V(X)(U C 1). En effet so 11 Cxn) 

une suite d'éléments de ® M« convergeant fortement vers x et 

soit C > 0 fixé; pout tout p nous avons 

I (xÇ I C1) - (p (x) (Ç I C1) I = I (upxu;ç I C1) - (p (x) (Ç I C1) I 

= I (xÇ I uJÇ,) - (p (x) <Ç I C1) I 
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< 1IuJC1IIII(Xn-X) ÇII+ I <<P (Xn) - tp ( x ) ) <Ç I C1) I 

+ I (upxnu; Ç I C1) - V ( X n ) ( C l C1) I 

< 211 C1 I I IKxn-X) ÇII + I (UpXnUjC I C1) - <p (Xn) ( C l C1) I . 

ïl existe n suffisamment grand pour que 21IC1II ll(xn-x)ÇII < 

C /2 et pour cet ent I er n il ex I ste p suf f i samment grand 

pour que ! (upxnu*Ç I C1) - <p (xn) ( Ç I C1) I < t/2. Comme C 

est arbitraire on obtient (x Ç I C1) = <P (X) ( Ç I C1) . Soi t e 

le projecteur sur C Ç. Pour x e MG et C1, C2 e K on a 

(ex C1 I C2) = (x C1 i Ç X Ç I C2) =<Ç, I x'O <Ç I C2) 

= <p(x) (C1I Ç) <Ç I C2) 

et (XeC1 i C2) = (C1 I Ç> (x Ç I C2) = <p (x) (C1 I O (Ç I C2) 

donc xe = ex pour tout x € M6 donc e e (M3) ' 

On en déduit alors que MG = (C .En effet sì x.y e MG on a 

cp (xy) = (xy Ç I Ç ) = (exey CI O = (p (x) tp (y) 

donc v : MG — C est un *-homomorphisme' sur ject i f et comme 

tp est fidèle, tp est un isomorphisme de MG sur C . 

2) Par la proposition 4.1.7 il suffit de démontrer que 

lim (p ( ak(a)b) = tp (a) <p (b) pour tout a,b e u MÜD . Si a.b 
k — r

 P
 p 

e u MUp. il existe p tel que a.b e MÜP et pour tout k > 2p 
p 

tp ( ah(a)b) = <P (a) (p (b) car tp est invariant par a . 

q.e.d. 

Le théorème suivant donne une généralisation des schémas de 

Bernoulli classiques; il permet d'en déduire l'existence 

d'une famille non dénombrable d'automorphismes apériodiques 

CCo2] non conjugués de R. 
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Théorème -4. J. 3. [C-Sl Soient M, <p e t a comme dans la 

proposition 4.1.8. 

î) Le central isateur Z„ (M) de (p dans M est Je facteur R 

hyperfinl de type Hi -

2) La restriction de a à R est un automorphisme 8 

fortement mélangeant pour <p , d'entropie 

H(G) = - Ç X.LogA,. 

appelé décalage de Bernoulli sur R, 

Preuve. 1) Soient p et q des entiers avec p .< q ; on notera 

Np c Mj le centralisateur de la restriction de <p à Mj. Il 

est clair que la suite (N?p)J=1 est croissante et que u NÜP 

est fortement dense dans Z, (M) car <p est un état produit. 

Pour voir que Z, (M) est un facteur, soit G et ua comme dans 

la proposition 4.1.8. Comme (p est G-invariant, Zv (M) est 

globalement invariant par l'action de G et ug e Z, (M). Par 

la proposition 4.1.8 1) sì x est un élément central de 

Z, (M), Xu0 = UgX pour tout g e G. donc x e C ; ' ce qui 

démontre que Z¥ (M) est un facteur et donc I9 (M) = R. 

2) Il est clair que (p est a-invariant et que R est 

globalement invariant par a. Comme a est fortement 

mélangeant dans M (propositfon 4.1.8). 6 est fortement 

mélangeant dans R et on a 0 (Nj) = NjIj 

Soit h = JZ ^ IQI - e, projecteurs minimaux de M0; l'algèbre 

A0 engendrée par Ce|.....en3 est abélienne maximale dans M0 

car (p0 est fidèle, donc dans ZVo (M0) . Pour tout k e Z , 

posons Ak = A0 et pour tout p.q * Z , p ^ q. soit Aj 

l'Image canonique de ®Ak dans M; alors Ap est abélienne 
p 

maximale dans Nj. 
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H < 8 ) = ' 11 m H <N* , e ) , 

Soit p fixé; par la propriété C nous avons 

H(N?p, 9(NPp) 0*<NPp)> = H(NPp. N^1 , . .., N ^ ) 

< H (H%* ) 

De plus comme PE* est abélienne maximale dans NfJ" * pan la 

propriété D 

H(N^) = H(P^) = (2p + m + I)H(Pg) 

car H(P®Q) = H(P) + H(Q); donc 

H ( N ^ ) = H ( P ^ ) = <2p+m+l)H<Ag) 

= H ( ^ p . e (p?p) e"<«;.>) 

< H(N^ , e cNpp) em(N!p)). 

d 'où H(N^ 9ft(NPp)) = <2p+m+l)H<ft§). 

D'autre part nous avons 

H(P?) = H(P0) = E 1 H Vo<e,) 

= £ n ( X,) =-£ X ,log X1. 

n 

P i ns i H (NÜP , 0 ) = - E X , 1 og X , pour tout p. 

q.e.d. 

Soit j30 la transposition sur M0 et pour k e Z posons 

ßK = J3o et |3 = ® 0k. Comme <p0 est invariant par JS0, <p 

est invariant par ß et on notera p la restriction de jS à 

R. Par CGi] p est . à conjugaison près, l'unique 

ant I automorph Isme involutif de R. 

39 



Coro! !aire 4.1.10. L 'ant iautomorph isme o = 6p est 

apériodique (c 'est-à-d/re Ö 2 est apériodique) et d'entropie 

H(O = U(B) = - E A.logA, . 

Preuve. Comme Qp = p 8 on a c2n = 62n pour tout entier 

n, donc o est apériodique et H(c2) = HC 02) . Ainsi par la 

proposition 4.1.4 et le théorème 4.1.9, 

H(o) = H(9) =-£ A.logX,. 

q.e.d. 

Corolla ire 4.1.11. Soient B1 et B2 deux décalages de 

Bernoulli sur R, alors 

H(O 1S 02) = H O 1 ) + H(B2) . 

Preuue. Pour S1 soit (Np la fam.il le des sous-algèbres 

déf i n i e comme dans la démonstnatI on du théorème 4.1.9 et 

pour O2 soit de même (Pj) . Nous auons 

H(N'P, 9j(N!p) eï(Nîp))= H(N^) 

et 

H(P?P, e2(P!p) B*2(P
P_P))= H(P^k) 

Donc H(N!p ,8,(N^) 8k(N?p)> + H <P!P . B2(P%) Bk
2(P%)) = 

H(H%*) + H(P^k) = H (N^ ® P^k ) = H(N!P®P?P 8k® 8k(N?p ® P!, ) ) . 

Ainsi H(NPp1B1) + H(P*,, B2) = H (N?p ® P^ , 8,® B2) et nous 

obtenons la conclusion par le théorème de Kolmogorou-Sinai . 

q.e.d. 

Mentionnons que la généralisation du corollaire 4.1.11 à des 
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automorph!smes arbitraires constitue un des problèmes 

ouverts les plus importants. 

Proposition 4.1.12. Pour tout n e Z soient Rn Je facteur 

hyperfini de type II, et Tn Ja trace canonique sur Rn, On a 

R = ® (Rn, Tn) et si 6 désigne Je décalage sur R, alors 

H(B) = co . 

Preuve. Pour chaque n soit (NJ) Ĵ 1 une suite croissante de 

sous-facteurs de type Ip de Rn dont la réunion soit 

faiblement dense dans Rn. Si Mp désigne l'image canonique de 

® N0, alors (M[J) est une suite croissantes de sous-facteurs 
n=-q r K 

de dimension finie dont la réunion est faiblememt dense dans 

® (Rn. Tn) ; ainsi R = ® (Rn. Tn) . 

En outre, par le théorème de Kolmogorou-SÏ na I , nous auons 

H ( S ) = 1 i m H <M!L , B) 
P--

et par la propriété E, 

p+k 

H(MJ. 9(Mp ek(Mp) =H(®Np = (2p+k+l) log p. 
n=-p 

donc H(Mj. 6) = log p; d 'où H O ) = co . 

q . e . d . 
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4,2. Entropie dans les produits croisés. 

Soit X un espace boreilen standard muni d'une mesure de 

probabilité M diffuse. Soit G un groupe dénombrable 

d'automorph Ismes de X. Nous supposerons que le groupe G 

conserve la mesure M et qu 'i 1 opère ergodiquement dans X; 

nous noterons e l'élément neutre de G. 

Rappelons la construction du produit croisé de Krieger 

EKr] telle qu'elle est exposée dans CGui2]. 

Pour tout D E X soit G w = Cg u , g * G} l'orbite de u 

sous l'action de G et soit Ku = l2(6u) muni de la base 

hilbertienne canonique eMi, , ^« G u et posons Çf = 

C UiJJU . Il est clair que pour g,h e G la fonction u — 

( Ç(u
8>l Ç(u

h>) est mesurable, donc l'ensemble des Ç<0> est une 

famille fondamentale de champs de secteurs mesurables CDi. 

II.1]. On définit alors 1'espace de Hilbert K = JJ Ku 

d|j<ij> intégrale hilbertienne du champ mesurable u — Ku . 

Pour a € L" (X, M ) et g e G soient Ma et U9 les opérateurs 

sur K définis par 

(M-O11 = a ( u ) Ç H et OJ9O11 = ¥„.„-.„ ( C0-. „ ) 

où 1P8, „ est 1'Isomorph I sme de Ku sur Kgu défini par 

L) est une représentât i on un i ta i re de G dans K et on a les 

relations 

où ga ( (J) = a (g-1 u) . 

L'algèbre de uon Neumann A = CM8- a e L" (X, JJ)} est 
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isomorphe à L' (X1 ji) ; dès lors nous identifierons ces deux 

algôbres. 

Par hypothèse sur le groupe G, l'algèbre de von Neumann 

R = R (fi, G) engendrée par a et CU8, g
 e G) est un facteur de 

type H 1 . hyperfini si G est moyennable. 

Remarquons que le vecteur Ç<e) de K est un vecteur trace 

totalisateur et séparateur pour R; de plus finest abélienne 

maximale dans R. Si K' est le sous-espace de K engendré 

par les a Ç<9) , a « fi et sì p désigne le projecteur 

orthogonal de K sur K', l'application E= R — fidéfinie par 

E(x) Ç<6) = p(xÇ<e)) 

est l'unique espérance conditionnelle normale fidèle 

de R sur fi qui conserve la trace x sur R donnée par le 

vecteur £(6) . 

Soit T un automorphisme de X conservant la mesure /J ; nous 

noterons encore T son prolongement à fi. Supposons que 

TGT"1 = G et notons a (g) = TgT"1 . 

Montrons que T se prolonge en un automorph isme 8 de R 

vérifiant 6(a) = T (a) pour tout a e fi et 9 (U9) = Uo£gï . 

Comme TGT"1 = G, pour tout u e X on a GT"1 u = T-1Gw , 

donc 1 'appi i cat i on Ii néa i re <t> u : Ku — KT-» * déf I n i e par 

Gy <c«,») = C^yj-s est un isomorph Isme. Par CDl. 11.2] . 

le champ u — $ u est mesurable. D'autre part pour tout g 

e G nous avons la relation: 

VT8-T-*.T8T-
1- = ^ - ^ . B - T ' - *T B-'r' u. 

En effet 

^ w ^g.fl-'r1 « ( £ T g-i T-t u. T g-i T-i, ) 
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,-1 
= 0 « ^g.g-'T-'u <£9-'T-'u.9-'T-'t) 

,-1 

et 

^ TgT"1. Tg-1 T-'u ( C Tg"1 T"1 « .Tg'1 T'1 , ) = £u.Tg->T->, . 

i 

Soit V l'opérateur sun K défini par 

( V O M = ¢-1 ÇT-.W . 

fìlors V est un opérateur un i t a i re sun K; en e f f e t on a 

(V-1 O u = 0Tu O« 

e t pour Ç . Ç ' e K 

<Ç I V1 Ç O = JX(ÇM I (V:1 r u ) d M ( u ) 

= Jx<Ç- I 0T . Ç - T u )dM<^> . 

bo ien t t u
 = 2-/ A u , C u t e t s • TU

 = £*> * TU.T» * ^ -r U,T * ' 
t»T« * Te M 

alors 

<Ç I V-1 C O = Jx C^C11 A - . , e U i , I ^ A 'THlTf- c „ . r ) d M ( u ) 

= Jx E A11., A "TU|T, du Cw) 
* « 6 w 

= ^ • .Ç- 'M^ 1 " 1 " '* * V î t d n <u> 

= Jx Çu AT-1M1T-1* A ' H t , d M ( u ) 

= Jx<<VO k I r « ) d f j (U) 

= (V Ç J Ç O . 

Pour tout b e ft et tout g e G nous avons les re la t ions 

VbV = T(b) et VU9V = Uu(fl> . 

En e f f e t 

( V D V O M = 0 - J O D V O T " . . = 0"JCb(T-1U)(VC)T-..) 

= b(T_1 u) O;1 0M Çu = (TbO u . 

D'autre part 

( V U 9 V O M = 0M(U9VOr1M = 0;1 ^.g-r'M (V1 e ) g - l r I ü 

44 



~ ^ o<g), o (g*1) u S o (g-1) u = (U a (g) O y -

Ainsi VRV' = R et 1'automorphisme 9 de R défini par 

9 (x) = VxV* pour tout x € R lénifie 9 (a) = TCa) pour tout 

a e fi et 9 (Ug) = UB(gï pour tout g e G. D'où le 

prolongement annoncé. 

Supposons G néun i on d 'une su I te ero i ssante (Gn) de groupes 

finis avec TGnT"
1 c Gn+1 

So i t (An̂ n=I une sui te ero i ssante de sous-algêbres de 

dimension finie de fi telle que u Pn soit faiblement dense 
n 

dans fi e t t e l l e que Gn opère sur fin pour t o u t n. Pour p 
n 

f Ixé, posons ftp.n = (u TJ(fip)) " . Le groupe Gp,n engendré 

par CaJ(Gp),0< j< n3 est fini; nous supposerons que Gp,n 

opère sur fip,n 

Sous ces hypothèses nous auons le théorème 

Théorème 4.2.1. Si R. Q et T sont comme ci -dessus, alors 

H(9) = h (T) 

où H est l'entropie de Connes-Stérmer et h est 1'entropie 

de Kolmogorou. 

Preuve. Soit fip comme ci-dessus et soit Np l'algèbre de uon 

Neumann engendrée par fiP et CU9, g e Gp} ; Np est une 

sous-algèbre de dimension finie de R et U Np est faiblement ' 

dense dans R. 

Donc par le théorème de Kolmogorou-Sinai 

H (9) = lim H(Np, 9) . 
p — * 

<f5 

ftp://ftp.n


Pour tout entier j > 0 l'algèbre de won Neumann engendrée 

par TJ(fìp) et £UaJ(g> - g
e Gp3 est égale à 0J(Np) , donc si 

j < n, 9J(NP) est contenue dans la sous-algêbre de uon 

Neumann Np,n de d i mens ì on finie, engendrée par Ap,n et 

CUg. g € Gp,n}. Ainsi par la propriété C 

H(NP, 8 (Np) 6n(Np)) < H(Np,n) . 

Comme Pp,n est abélienne maximale dans Np,n , nous obtenons 

H(Np( e (Np) en(Np)) < H(Pp,n) = h(U T
J(PP)) 

d'où 

H(NP, 8) < h (Pp, T) 

et donc H O ) < h(T) . 

D'autre part il est clair que H O ) > h<T) . 

q.e.d. 

Exemple 4.2.2. Soient X0 = i l , . . . . m], .B0 la tribu 

borei Ienne canonique sur X0 et Mo la mesure donnée par 

M (j) = X . , j=l m, A ,> O, Z) A .= 1 et soit G0Ie 
j 

groupe des permutations de X0 qui conservent la mesure M0-

Posons (X,B, M) =11 (Xk,Bk, Mk) où (Xk,Bk, Mk)
 = (X0-B0, M0) 

pour tout k e Z . 

Pour p,q e Z , p < qsolt (XJ.BJ. nj> = ]J" (Xk,Bk, Mk) et 
q 

soit GpIe groupe des automorphismes de Xj engendré par © G0 

et le groupe des automorph i smes de XjJ correspondant aux 
permutations de Cp,p+1 q3. Posons G = u Gun ; Il est 

clair que le groupe G opère ergodiquement dans X. 

Soit T le décalage de Bernoulli sur X; l'application a (g) = 

TgT"1 définit un automorph isme de G. So 11 R = R (P, G) ; si 8 

désigne 1'automorphisme de R défini comme précédemment, le 
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triplet (X.G.T) uérifie les hypothèses du théorème, on a 

donc 

HC 9> = h<T) = - E A.logA,. 

Ce résultat peut être obtenu différemment; en effet nous 

allons voir que 1'automorphisme 6 ci-dessus est conjugué au 

décalage de Bernoulli 0 non commutatif construit au 

paragraphe 1 sur un produit tensoriel infini. 

Reprenons les notations du théorème 4.1.9. Soient 

M0 = M11(C ) , V0 un état fidèle sur M0 vérifiant vo = TrCh.) 
m 

où h = E À ,e, . e, projecteurs minimaux de M0 et 

M = ® (Mk, <pk) avec Mk = M0 , <pk = cp0 pour tout k e Z 

(p= ® <pk et R = Z, (M) . Soient Mp l'image canonique de 

® M0 dans M, N2 le centralisateur de la restriction de v à 
q 

Mj e t Aj l ' image canonique de ® Ak où Ak = A0 es t Ia 
p 

sous-algèbre abélienne maximale de M0 engendrée par la 

famille (e,) . Nous identifierons la sous-algèbre abélienne 

maximale de R adhérence faible de u Aun à la sous-algèbre 

A = L' (X, M ) c R. Ainsi le groupe Gp opère sur AJ , donc 

pour tout g e GJ il existe un unitaire vg de NJ tel que 

g (a) = uga>jg pour tout a e AJ et grâce à la structure du 

groupe Gj , on peut choisir ces unitaires de manière qu'ils 

forment un groupe et que 6 Cv8) = va<0) = vTaT-i où 8 est le 

décalage de Bernoulli sur R 

D'autre part il est clair que AJ est régulière dans NJ car 

elle est abélienne maximale dans Mj Donc l'algèbre 

de von Neumann engendrée par Aj et tvg. g e GJ3 est égale a* 

Nj. Comme U NUp est faiblement dense dans R , l'algèbre de 

von Neumann engendrée par A et Cv0, g e G) est égale à R . 

L'application ¢: R — R définie par 0(a) = a pour tout 
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a e A et <J> (Ug) = Ug est un i somorph i sme et on a 0 8 Ç" = 

9 , ce qui démontre l'assertion ci-dessus. 

Sòit M une algèbre de uon Neumann finie à prédual separable. 

munie d'une trace normale fidèle normalisée. 

Lemme 4.2.3. Soient G un groupe iopologique et a- G — flut 

M une action continue pour la topologie de la convergence 

simple 2-normique sur flut'M et teiJe que T(ag(x)) = T CX) 

pour tout x e M et tout g e G . Rlors pour toute partie 

compacte K de M pour la topologie de la convergence 

2~normique sur M nous avons 

sup Hx - ag(x)ll2 — O si g — e 

où e est J 'élément neutre de G. 

Preuue. Soit C > O; pour tout x e K soit BCx, C) = 

Cy e M. Hx-UjI2 < C) . Comme K est compact, il existe 
n 

X1 Xn e K tels que K c u EKx1, C) 

Par hypothèse sur a il existe un voisinage W1 de e dans G 

tel que pour tout g e W1. Hx1 - U9(X1)II2 < C . Pour tout 

x e B(X|, c) nous auons 

Hx - Qg(X)II2 < 2 Nx1 - XlI2 + Jix, - Q0(X1)II2 < 3e 

si g « W1 . 
n 

Soit W = n W1; alors Hx - ag(x)ll2 < 3 C pour tout x e K 

et tout g e W 
q.e.d. 
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Proposition 4.2.4. So it K un sous-ensemble précompact de 

1 'espace métrique F des sous-algèbres de dimens ion finie 

de M. Pour toute suite (Nj)]J=I. N0 e K nous avons 

lim 0"1H(N1 Nn) = 0 

Preuve. Soit c > 0; il existe un entier m > 0 tel que 

pour tout n > m il existe i < m avec d(Nn,N1) < C , donc 

pan la propriété F 

H(Nj Nn) -H(N 1 Hn.,) < H(NnIN1) 

< d CNn. N1) < C 

Ainsi 

n"1 H (N1 , Nn) = 

n"1 CIf(H(N1 N1+1) - H(N1 N1)) + H(N1 Hn)I 
I=Bl 

< n-1 ((n - m) c + H(N1 N1n)) . 

Comme £ est arbitraire. nous obtenons la conclusion. 

q.e.d. 

So i t G un sous-groupe compact du groupe des automorph i smes 

de M muni de la topologìe de la convergence simple 

2-normique et supposons que T (g (x) ) = T (x) pour tout 

x e M et tout g e G . 

Lemme 4.2.5. Pour tout N e F et tout g « G. J 'ensembJe 

Cgn(N) . n e M } est précompact dans F. 

Preuve. Soit (nk)k,N une suite d'entiers positifs. Il existe 

une sous-suite de (nk) . encore notée (nk) telle que 

(g"") converge pour la topologie de la convergence uniforme 
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2-normique sur les compacts de M (lemme 4.2.3). Donc 

la suite (gn_k (N)) est de Cauchy par le théorème 3.10. 

q.e.d. 

La propos i tIon sul vante est une conséquence Immédiate de la 

proposition 4.2.4 et du lemme 4.2.5. 

ProposItlon 4.2.6. Sous les hypothèses cl-dessus nous suons 

H (g) = 0 pour tout g « G. 

Soit X un espace boreiien standard muni d'une mesure de 

probabilité diffuse (J et soit T un automorphisme ergodique 

de X conservant la mesure M . Soit R = L" (X, M) XT Z le 

facteur hyperfini de type H 1 , produit croisé de X par T. 

Soient A l'image canonique de L* (X. M ) dans R. E 

1'espérance cond i t i onnelle canon i que de R sur A et U 

l'unitaire de R correspondant à la translation de 1 dans Z . 

Posons 

Ro = Cy € R< y = £ anU\ an e A, J c Z , J f i n i ) 
ni J 

Pour tout f e L1CX. M ) et tout y e R0 , l'application <py,f 

définie par 

Vy.f <x> = Ix E(y*xy)f dM 

est une forme linéaire ultrafaiblement continue sur R. 

Propos i t i on 4. 2.1. L'espace vectoriel engendré par les <pu,f , 

y e R0, f e L1Cx. ji) est dense dans le prédual de R. 

Preuve. Voir CAu, paragraphe 1.2]. 
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Théorème 4.2.8, Supposons que 1 'automorphisme T soit- à 

spectre discret; c'est-à-dire que 1 'ensemble des vecteurs 

propres de l'opérateur unitaire de L2CX, M ) associé à T est 

total dans L2(X, M) .Qlors 

H(Rd U) = h (T) = O. 

Preuve. Par [WaI, théorème 3.4 page 68] on peut supposer que 

X est un groupe abél i en compact et. que T est une rotat l on 

sun X; c'est-à-dire 11 existe g € X avec T = T0 où 

Ta(h) = gh pour tout h e X . Comme X est abélien, nous 

ayons TgTk = TkTg pour tout k e X; donc Tk s'étend en un 

automorph isme 9k de R en posant pour tout k 9k(a) = Tk(a) 

pour tout a e ft et Ôk(U) = U . 

Montrons que l'action de X sur R donnée par 

k e X — 6k e Qut R est continue pour la p-topologle. 

Soient u = E b,Un' e R0 et x = E anll
n e R, an * fi. 

Alors 

y'xy = ^EiT'bîanirbjlf 

= E V ' CbJan)T™' (b.)Un-n|4nj 

l . j . n 

donc 

E(y'xy) = E ^ ' <bî) T ^ ( O J ) V Can,^) 

e t 

E Cy'8 k (x) y) = ^ T p <bj) V (b,) T?' (Tk(an,_nj ) ) 

Pour f « L1 (X. y) nous obtenons 

(Pu.r (x - 9 k ( x ) ) = 

J x C E 1 V C b D V C b J ) T ^ (a n , _ n j - T k (a n ,_ n j ) ) ] fdM-

fi ins i 
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I <Py.f <X - 9 k ( x ) ) I < 

EJIa1 I I I Ib0 I I J x I rg
n' ( a n r n j - T 1 4 C a n ^ ) ) I l f l d u 

et donc I <py,f (x-8k(x)) I — 0 si k — e où e est l'élément 

neutre de X. 

Il est clair que ce résultat reste vrai pour toute 

combinaison linéaire finie de <pUif . Donc par la proposition 

4.2.7 l'action k — 6k est continue pour la p-topologie. 

Ainsi par la proposition 4.2.6 nous avons H(8k) = 0 pour 

tout k e X et comme 8g = fid U nous obtenons la conclusion. 

q.e.d. 

Soit G un groupe abélien localement compact. On dit qu'une 

représentation unitaire continue i de G dans l'espace de 

Hilbert K a un spectre discret si K possède une base 

orthonormée C C 1 . ye r c G} formée de secteurs propres; 

c 'est-à-d i re x (g) Ç r = < g, y > Ç T pour tout ye r et 

tout g e G. Soit aune action ergodique de G dans le 

groupe des automorphismes d'un facteur fini M, continue pour 

la u-topologie. Le système (M, a) est appelé presque 

périodique CO-P-T, définition 7.3] si la représentation 

standard du système (M,G. a ) a un spectre d i scret. Des 

propositions 4.2.G ci-dessus et 7.2 de CO-P-T] on déduit le 

corolla ire 

CorolJaire 4.2.9. Soit (H; a) un G-système presque 

périodique; alors HC a (g)) = 0 pour tout g e G. 

Remarque 4.2.10. On a vu au paragraphe 1 qu'il existe des 

automorphismes extérieurs d'entropie Infinie. Montrons qu'il 

existe aussi des automorphismes intérieurs d'entropie 
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infinie! Soit X un espace boreiien standard muni d'une 

mesure de probabilité diffuse /jet soit T un automorphisme 

ergodique de X conservant M et soit R = L" (X, M ) xT Z . 

Si U est 1'unitaire de R correspondant à la translation 

de 1 dans Z il est clair que H(Ad U) > h (T) donc si 

h (T) = e» (voir par exemple [WaI". page 96]) alors 

H(fìd U) = œ 
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4.3. Eniropi e d'un flot d ̂ automorph i smes. 

Dans ce paragraphe nous démontrons le théorème 

Théorème 4.3. î, Soit (a t) U B un fJot d'automorphismes du 

facteur huperfini de type Hi . continu pour Ja u-topologie. 

Q lors 

H<at) = ItI H(Q1) 

pour tout t e R 

Preuve. Vu que H(B)= H<9"1) pour tout 8 e flut R, on 

peut supposer t > 0. Comme dans CS i n, page 127]. montrons 

que pour 0 < s < t 

HCa1) ^ t/s HCa.) 

Soient m un entier positif et N une sous-algèbre de 

dimension finie de R. Notons k<n) un entier positif 

vérlflant 

nt < k(n)s < <n+l)t , n e M 

et r (n) l'entier positif vérifiant 

r(n)s/m < nt < (r(n)+l)s/m . n e N . 

Comme Cr(I) r (n) } <= Cl ,2 k(n)m}. pour k = k (n) nous 

avons 

H(N, Q1(N) 'O01(N)) < H(N, aB/ni (N) a (kNÎs/n (N) ) + 

E , H ( a p l (N) I ar(p)f i /B (N) ) . 
P=I 

Ma is 
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H ( a p l (N) I ar(p)fi/rn (N)) = H (Q 1 (N) I N) 

où Â  = p i - n (p) s/m e t O < À < s/m . 

Par le lemme 4.2.3 on peui supposer que (at) esi coniinu 

pour la iopologie de la convergence uniforme 2-normique sur 

les compacts de R. Donc pour tout C > Oil existe m 

suffisamment grand pour que H(a x (N) I N) < e (théorème 

3.10). Ainsi 

n_1H(N, a t(N) an t (N)) < 

(krn)n"1 (km)"1 H(N a<kri)s/a (N)) + £ . 

De p lus s i n — œ , k(n) — œ e t k ( n ) / n — t / s , donc 

H(N, o t) < mt /s H(N, a f i /B) + C . 

S o i t N t e l l e que H ( a t ) < H(N, O1) + C . A lo r s 

H ( a t ) < H(N, a t) + £ 

< mt/s H(N. ae/tt) + 2£ 

^ mt/s H( ae/(n) + 2 C 

= t/s H(ae) + 2 c 

car R est hyperfini (proposition 4.1.4). Comme £ est 

arbitraire nous obtenons 

H(O1) < t/s H(off) . 

Soit q un entier vérifiant O < t/q < s. Par le résultat 

ci-dessus, nous avons 

H(O8) < qs/t H(ol/q) = s/t H(Q1) 

Ainsi 

H(O1) =. t/s H(oe) . 

q.e.d. 
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4.4. Non coni I nui té de 1'entrop ie. 

Dans ce paragraphe nous étudì ons certa I nés quest i ons 

concernant la non continuité de l'entropie d'un 

automorphi sme. 

Propos It ion 4.4. 1. L 'ensemble des unita ires pér iodiques 

d'une algèbre de von Neumann M est normiquement dense dans 

le groupe des unitaires de M. 

Preuve. Soit n un entier positif et posons 

un>k = exp(2i Tk/n) , 0nM = [u e C I u = exp(lt) , t e R , 

2i ik/n < t < 21 i <k+l)/n}; 

pour k = 0 n-1. 

Soit FnIa fonction boreiienne sur le cercle unité S
1 de C 

définie par FnCz) = unik si z e 0n-k ; alors 

I Fn(Z) - Z I .< Cn = I "«.I - "n.O I 

pour tout z e S1 et il est clair que Cn — 0 lorsque 

n — DO 

Soit u un unitaire de M. Pour tout n soit- Un = Fn<u) ; 

alors unest un unitaire périodique de M et 

1 im Hun - ull < 1 im Cn = O. 
n—- n—• 

q.e.d. 

Corollaire 4.4.2. Si M est une algèbre de von Neumann de 

type II,, l'application H- fìut M - R +, 8 - H<9) n'est 

pas normiquement continue. 

56 



Preuve. Comme M est de type III - elle contient le facteur 

hyperfini de type Hi ; donc pan la remanque 4.2.10 il 

existe un unitaire u € M vérifiant H(Pd u) > 0. 

Pan la proposition ci-dessus il existe une suite (un) 

d "un ita mes péniodiques de M tels que Hu - UnII — 0 . Comme 

H (fid Un) = 0 pour tout n, nous obtenons la conclusion. 

q.e.d. 

Propos it ion 4.4.3. Soit R le facteur hyperfini de type H 1 ; 

on muni Rut R de la u-topologie. Le sous-ensemble de flut R 

formé des automorphismes d'entropie nulle est un G6 dense. 

Preuve, Comme Int R = Aut R CSaI, th. 4], par la proposition 

4.4.1 l'ensemble des automorphismes d'entropie nulle est 

dense dans Aut R. Il reste donc è voir que c'est un G4 . 

Soit N une sous-algèbre de dimension finie de R et soit p 

un entier positif. L'application HP,N : Aut R — R définie 

par HP<N ( S ) = p-1 H (N, 6 (N) 6p (N) ) est cont i nue. En 

ef f et r so i t 9 e Put R; par la propr iété F, pour tout 

ö e Aut R 

I HP.N O ) - HP,N (O) I < 

p-'max tÉH(6 J(N) | Ö J(N)),£ H(Ö J(N) I 6J(N))3 
j=i j=i 

Soit C > 0 et soit n = dim N; par le théorème 3.10 il 

existe 6 > 0 tel que si P et Q sont des sous-algèbres de 
é 

dimension finie de R uérifiant dim P = n et P c Q alors 

H(PIQ) < € . D'autre part si N1 désigne la boule unité de 

N, il existe un uoïsinage W de 8 dans Aut R tel que pour 

tout o e W 
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sup Il 6J(x) - ÖJ(X)II2 < 6 
X « N1 

pour j = 1 p. Donc 9J(N) e oJ(N) et oJ(N) e 9J(N> 

pour j = 1 p. Ainsi si o e W, | HP,N (B) - HP.N ( a ) I 

< C ce qui démontre la continuité de HP.N . 

On en déduit alors que l'application Q - H ( N , 9) est 

semi-contInue supérieurement car 

H(N, 9) = lim Hpn (9) = inf Hp N (9) . 
P-- p 

Soit (£k) une suite décroissante de nombres positifs tels 

tels que lim Ck = 0 et soit (Nk) une suite croissante de 

sous-algèbres de dimension finie de R telle que l'a 1gêbre 

de von Neumann engendrée par les Nk soit égale à R. 

Pour tout k posons 

Vk = C 9 e Put R I H(Nk, 9) < ckl 

Il est clair que Vkcontlent l'ensemble des automorphismes 

d'entropie nulle; d'autre part Vkest un sous-ensemble 

ouvert de ftut R car il est l'image réciproque de ]-œ , ck[ 

par l'application 9 - H(Nk. 9 ) . Posons V = n Vk ; alors V 

est l'ensemble des automorphismes d'entropie nulle et c'est 

un Gi dense. 

q.e.d. 
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4.5. Une fam iI le non dénombrable d'automorphlsmes, 

d 'entropie nul Ie. 

Comme dans le cas classique, l'entropie est un invariant de 

conjugaison qui est loin d'être complet, A titre d'exemple. 

nous donnons dans ce paragraphe une famille non dénombrable 

d'automorphismes apériodiques non conjugués d'entropie nulle 

sur le facteur R hyperfinl de type H 1 . 

Soit X un espace boreiien standard muni d'une mesure de 

probabilité diffuse M et soit T un automorphisms ergodique 

de X conservant M. On considère R = L" (X, M) xTZ 

U et A comme avant la proposition 4.2.7. 

Pour te [0,1 [, posons X1 = exp(2i *t) e S
1 = Z et soit 

Vt l'opérateur unitaire sur L2 (Z ,L2(X, M ) ) défini par 

VtÇ<n) = Xî
n Ç(n). 

Pour tout a e fì nous avons VtaVj = a et VtU
nVÎ = x?\f pour 

tout n e Z , donc l'application 9t(x) = V1XVj est un 

automorphisme de R. L'action 0 de S1 ainsi définie est 

appelée action duale (voir [Ta]). Cette action est continue 

pour la topologie de la convergence simple forte sur Aut R 

CTa, page 187], Ainsi par la proposition 4.2.6 nous obtenons 

Proposition 4.5.1. Pour tout t e [0, IC, H(A1) = 0. 

Nous noterons P(T) le spectre ponctuel de T; c 'est-àLdire 

P(T) est le spectre ponctuel de l'opérateur unitaire de 

L2(X, M) associé à T. 
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Proposition 4,5.2. Pour tout te [O, IC, B1 est un 

automorph ;sme intérieur de R si et seulement s i 

X1 = exp(2i Tt) e P(T) . 

Preuve. Supposons que 61 so i t un automorph Isme 

intérieur de R; c'est-à-dire 9t = , Ad v avec v e R. Comme 

8t(a) = a pour tout a e P1, nous avons v e fi car A est 

abélienne maximale, dans R. De plus vUv* = Xtvdonc T (v) = 

Xtv, ainsi Xt
 € P(T) . 

Réciproquement supposons que X1
 € P(T) et soit f e [_2(X, M) 

une fonct i on propre de T correspondant à la valeur propre 

Xt. Nous avons 

I f (T"1 (J) I = I X1I I f (u) I 

pour tout u e X . Comme T est ergodique IfI = k est une 

constante presque partout et f e L" (x, M) . Soi t v l'image 

canonique de k"1 f dans A; v est un unitaire de A et une 

fonction propre de T. donc T (v) = Xtu = UvU' , d'où 

vUv* = Xt1U = Qt(U) .Vu que vav' = a pour tout a e A nous 

avons B1 = Ad v 

q.e.d. 

Corolla ire 4.5.3. Si T est faiblement mélangeant, alors pour 

tout nombre irrationnel t e [0, IC, Q1 est apériodique. 

Preuve. S i T est fa iblement mélangeur alors P(T) = 11} et 

si t est un nombre irrationnel dans CO, IC alors x[ * 1 

pour tout entier n * 0, ainsi OJ est un automorph i sme 

extérieur pour tout n * 0; c'est-à-dire 6t est 

apériodique. 
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Dès maintenant soit t e [0, 1C un nombre irrationnel fixé 

et soient S et T deux automorph Ismes ergodiques de X 

conservant la mesure M. Notons R = L" (X, JJ) XT Z = 

L" (X, M ) xs Z et U (resp. V) l'opérateur unitaire de R 

correspondant à T (resp. S) . 

Soient 0 l'action duale pour T et Ö l'action duale pour S. 

Supposons qu'il existe ^ e Aut R vérifiant o.t = iji 0^"1 . 

Pour tout a e fì nous avons a = ot(a) = y» O1IjT
1 (a) ', donc 

^-1 (a) e A car t est irrationnel, donc tp (A) = A. De plus 

O1(V) = Xt
1V= * G1Y"

1 (V). donc x;1 *~! <V> = 6 ^ " 1 (V); 

ainsi e t ( U V (V)) = U" ̂
-1 (V) , d'où U' «jT1 (V) = a e A car t 

est irrationnel. Ainsi S (b) = VbV = y (U) v (a)b Y (a)** (U)' = 

tp (U) b Y (U) * ; c'est-à-dire S = ^Ty"1 . En conséquence si ot 

et 0t sont conjugués dans R, alors S et T sont conjugués 

dans A. 

Réciproquement, supposons qu'il existe * e Aut A tel que 

S = i/» T y>~1 . Nous noterons encore y son prolongement 

canonique à R ( y (U) = V) . Nous avons IjJe1IjZ
-1V = 

Xt1V = O1(V) et y O1Ij)"
1 (a) = a pour tout a e A, donc 

öi = * ö i f l . 

Nous avons donc démontré le théorème 

Théorème 4.5.4. Avec J es notations ci-dessus, S et T sont 

conjugués si et seulement si o tet O1 Je sont pour un 

nombre irrationnel te LO, IL. 

Corollaire 4.5.5. Il existe une famille non dénombrable 

d 'automorphismes apériod/ques non conjugués d 'entropie 

nulle sur le facteur hyperfini de type II, . 
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Preuve. Pour A e R * soit Sx le décalage de Bernoulli 

d'entropie A sur X. Soit 6* l'action duale pour Sx dans 

R = L" (X. M) xSl Z et soit t « [0. IL un nombre 

irrationnel fixé. Pour tout \ e R J, 0* est apériodique 

par le corol lai re 4.5.3 et FKe1
1) = 0 par la proposition 

4.5.1,. De plus si À * X ", S1 et S^ ne sont pas 

conjugués car leurs entrop i es. di f f êrent. ft I ns I par 1 e 

théorème 4.5.4, G1
1 et S1

1' ne sont pas conjugués. 

q.e.d. 
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4.6, Un exemple de décalage markovlen. 

Soit m un entier ^ 2 et notons M0 le facteur de type 

Im. Pour tout k e z posons Mk = M0 et soit C la C'-algêbre 

C = ® Mk.' Pour tout j e Z nous noterons x0 l'injection 

naturelle de M0 dans le j-ième facteur de C et si p.q-« Z -

p ^ q. nous noterons Mp la C'-algèbre engendrée par 

C TTj(M0) . J = P q3-

Soient a le décalage de 1 vers la droite sur C, y un état 

sur C, invariant par a et Yp la restriction de ^ à Mj . 

Par CSa2, 1.23] * est déterminé de manière unique par les 

YUn et, comme Y est invariant par a, Y est déterminé de 

manière unique par les Y0
1. n e N , 

DéfInIt ion 4,6.1. L'état Y est appelé markovlen s'il existe 

une application linéaire complètement positive 

o : M0 ® M0 - M0 vérifiant c < l ® D = 1 et ö(x®y) = 

c (x® o (y® D ) pour tout x,y e M0, tei Je que 

Y < TT0(X0) . . . Xn (Xn ) ) = Y £ < 0 (X0® O (X1 ® . . . ® Ö (Xn® 1) . . . ) ) ) 

= IpS ( Ö (X0® O <Xt® . . . ® O (Xn.! ® Xn) . . . ) ) ) 

p o u r t o u t X 0 ,X j . . . . .Xn € M0 . 

Dès maintenant nous nous concentrerons sur l'exemple 

sulvant. 

Soit <e,j ) u ,,j<B un système d'unités matricielles dans M0. 

So I ent h0 « M0 et pour tout i = 1 m. W, e M0 

h0 = £ A ,e,, • W1 = S PIJ Sjj vérifiant X, > O. p u > 0 
ta m 

pour t o u t ! . j , 53 * j = J2 Ptj = 1 e t J^ Àjpj, = X1 pour 
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tout i. Posons <p0
 = Tr(h0.)oû Tr est la trace habituelle 

sur M0 et 

o (x®y> = E1(WCxOy)W
4) 

où W = £ e M ®WJ/2 e t Ei es t l ' a p p l i c a t i o n l i n é a i r e de 

M0 ® M0 sur M0 donnée par E ( (x®y) = xTr (y) . Nous auons 

o <x®y) = E 1 (E eM ® W|/2 ( x ® y ) E e^ ® Wf ) 

= E 1 ( ^e 1 1 X 0 J j « Wf yWf ) 

= E0O11 XeJ 0 Tr (W^yWf ) 

Donc < J ( 1 ® 1 ) = 1 ; de p lus 

o ( x ® ö ( y ® l ) ) = E 0^Xe 1 1 Tr (Wf E eM y e j J T r ( W f W f ) W f ) 
K i I I i J 

= C1S1* xe u Tr (Wf E e,, yTr (W1) W
1/2 ) 

= C1UKKXen Tr (Wf yWf > = c ( x * y > . 

Donc Ö sat I s f a i t aux c o n d i t i o n s de la d é f i n i t i o n 4 . 6 . 1 . 

Pour k = O n so i t xK e M0 ; on d é f i n i t 1 ' é t a t V0
1 sur M0 

par 

<p£< * 0 < X 0 ) • • • t n < X n ) ) = <Po< ö <Xo® ö ( X 1 S . . . ® C (Xn_j ® Xn) . . . ) ) ) 

et pour p . q e Z , p < q et pour x e Mj on pose 

vS<x) = (P3"P (a"p (x)) . 

L'état v sur C est alors donné par la famille ^Un . Pour 

simplifier, nous supposerons <p fidèle. 

Lemme 4.6.2. Soient X0 Xn e M0. xk = E X M e n . alors 
i . j 

<pS< I C ( X 0 ) . . . x n < x n > > = E A , s p , 0 , , . . . p , _ , . X » . . . . X * ? , . . 
1O 'n 
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Preuve. Nous auons 

vS<*o<e I O l j B) i i (e,,.,,,) . . . Xn (G1 n .^)) = 

= <Po<o<e lô lJO« 0 ( 6 , ^ , ® . . . ® d C e , ^ . ^ ®e ln<Jn ) . . . ) ) ) 

= Vo< c Ce10^ ® . . . ® O C e 1 ^ 1 ® E ^ 1 1 e , ^ , 9 j J Tr (W^g 1 . . . , W f ) ) . . . ) ) 

= ^0(O(O1 0 1J0 » . . . ® a Ce,_J fH Ï ® e , ^ , Tr (W£ e I n i > Wf1 ) ) . . . ) ) 

= . ô .n. j BP.^.. . . 4Po(O <e10lJO ® . . . ® ö C e . ^ . j ^ ® e , ^ , J r v l ) . . . ) ) . 

G ' où pan i n d u c i i o n 

<PS( T0(X0) . . . TnCxn)) = 

= ôin.j» ô
 i*4.JB-I • • • 0 I 1 1 J 1 P I 0 - I 1 P I 1 - I 1 • • -Pi^1-In v (e.o-jo^ 

= 5 I o - JO ^ I1-Jl • • • ^ In-Jn ^ I0 PlO. I i P h . ' î • ' - P l n - I - I n • 

Ainsi 

<P3(T0(X0) ... Tn(Xn)) = E , ̂ 10Pi0-I1 ...Pi1^..nx^l0 . . .x™,B . 
Io 'n 

q.e.d. 

ProposIti on 4.6.3. Si W, = h0 pour tout / = î m alors 

1 "é'tat (p est un état produit. 

P r e u v e . On a W = E e l t ® W\n = E e „ ® h f = 1 ® h f . Donc 
i « i i 

<3(x®y) = E ^ C Î ® ^ ) Cx®y) ( l ® h 0
/ 2 ) ) = 

= E1(X ® h f y h f ) 

= x Tr ( h f y h f ) = x<p0(y) . 

D'où (PS( T0Cx0) . . . XnCxn)) = (P0 Cx0) . . . <P0(xn) . 

q . e . d . 

Soit M l'algèbre de von Neumann obtenue par la construction 

GNS pour l'état (p de la C'-algèbre C et soit N = Z, (M) 

le centralisateur de (p dans M. Comme le décalage a 
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laisse (p invariant, la restriction de a à N est un 

automorphisme 9 de N appelé décalage markouien sur N. 

Corollai re 4.6.4. Sl W1 = h0 pour tout / = I1...,m, 

1'automorph i sn\e 9 est un décalage de Bernoulli. 

Soit Trp<q la trace habituelle sur Mp,q et soit hp,q la 

dérivée de Radon-Nlkodym de <pp.q relativement à la trace 

TrPiq
 : ^p-q = TrP.q <*Vq •> * Nous noterons hn = h0,n ; par 

définition de <PP, on a hp-q = ap<hq_p). 

Lemme 4.6.5. Avec les notations ci-dessus nous avons 

a) H n = E 1 *o<*.0e,Ollo> !!¢1,.1,8.,.1,) • • •
 1H-I <Pi**.u., e V l i l^ ) Hn(W1^1 ) 

b) L ' o p é r a t e u r u n i t a i r e UtP'q> = h ^ . ^ h ^ e (MpL1 U M j + 1 ) * . 

P reuve . Pour k = 0 n s o i t xk = E x,** e i j ; nous avons 

Tr0,n E Z) *o < *i0e,0 . ,0> * i ^Pi0-I1 öii.ti > • • • 

*n-l (p.,,,..«., e l l r f . l | r i ) X0(X0) - - - * n ( x n ) 3 = 

Tr0.n C i 0 < ^ l oei 0 . , ox 0 ) TTi(Pi01Le11-11X1) . . . 

^n-I (Pi^. i* . ! e l l r t . l ( r f xn_j) In(W111-1 Xn ) ] = 

Z ^ 1 ^ I0
 X l o . l o P l o - l i X ' i - I t ' • - P l ^ i - I n - I X l n - I - I ^ i ( Ç P t n . , . t„ X 1 ^ i n ) = 

'0 Ir1-I 

L-, ^ l o P i o . l i • ' • P i n - L i n
 x i 0 . Io ' ' - X i n . 

1O 'n 
, . I r , 

= V j ( I T 0 ( X 0 ) . . . T n ( X n ) ) . 

Ce qui démontre la première assertion. 

Posons q - p = n; nous avons 

hp!ì,q+1hp:q = a^
1 ChnIi aChn

1)) 
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hni2 - E < ^J 0 PJ 0 -J 1 • • -Pj1-Jn* > _ l t » o <ejp.jp) - - - i „ * i (QJ11111J1111 ) Trn+2 (Wj^1 ) 

a < ) = E , C ^ 1 P i 1 . . . . . . P i ^ . . . ) 1 1 X 1 Ce 1 1 1 1 1 ) . . . xn<e ) i n M < ) 

done h-nl\ a (.Wn
1) = 

E , C ^ P ^ J , ' 0 ^ . J 0 ) I1Ce011J1)I: *n*, (ejMI.jB+1 ) Kn+2 (WjI1, ) 
Jo-Ji Jwi 

d 'où Kl\ a <hi l) e . ( M i U f O ' . 

« ins I h-!l.q+1 Wp\ e a ^ (Mi U M S ? ) ' - <MJ-, U Mq+1 ) " . 

q . e . d , 

Soient a¥ le groupe modulaire pour <p dans M et o <p'q> le 

groupe modulaire pour <pp dans Mp . Comme ipo a = cp et cpp = 

<pjtï° ak pour tout k e Z , on a 

ö •; o a = a ö t et a o ö ̂  = ö ̂  H o a 

pour tout t e R 

Proposition 4.6.6, Pour tout x e Mun on' a 0* Cx) 

0<-n-t.n+l) < x ) p o u r i o u i t e R 

P r e u v e . On a O1* <x) = CJ1* o o ^ k j k ) 0 Ö ^ ' 1 0 e t pou r k > n+1 

c t ( X ) - r u . * xn_k,k 

~ >*—K-n.i-t-i n_j(+i,k-i n_kik xn.K.i, n_k+i#k_i n_k+i,k_i 

- k 1 1 e, .<-K+t.k-l) s • v , ,C-k+l.k-1) . - i t 

- n.k+j.k,! VU1 ) x u t n.K+Lk.i 
- k ' 1 V k - l t 

~ f i_k + l i k_i x n_k+i,k_i 

= or i ,k-D (x). 

Donc sf k > n+1 on obtient 

„ » / \ _ - » „ <-k.k> _ C-n-l.n+l) • >. 
Qt (X) = O 1 O Ö.t o O t (x) 

Mais par CLo, lemme 4], 0^'10 (x) converge fortement vers 

0* (x) lorsque k tend vers l'infini. D'où 
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a; (X) = o <-"-!•"•» (X) 

pour tout t e (R 

q.e.d. 

Pour tout n e M et tout k e Z posons 

Nun = Cx e M"n I ofn"I,n+1> (X) = x pour tout t e R } 

lC k = Cx e M^k I 0<-"*-»-«*
+»> (x) = x pour tout t e R } 

donc î C = Gk (Nun) . 

Corollaine 4.6.1. Soit E¥ 1"uni que espénance conditionnel le 

normale fidèle de M sur N qui conserve <p ; aJors E„ (MUn) = 

Nun , donc N est une algèbre de von Neumann hyperfinie. 

Preuue. Par définition E, (Mun) = Cx e [̂ n I ot* (x) = x 

pour tout t € R }; comme o* (x) = ö<-n-i.n*i> ̂  p o u n 

tout x e M̂ n on a E„ (Mun ) = Nun. Il est clair que N est 

finie; elle est hyperfinle car (MUn) est une suite 

croissante de sous-algèbres de dimension finie de M qui 

engendre M. 

q.e.d. 

So i t A0 la sous-a lgèbre abé l i enne max i male de M0 engendrée 
q 

par Cen , i = 1 . . . . , m } e t so i t AL1 1 'image canoni que de ® A0 
p 

dans M; alors Â  est abélienne maximale dans Mp . 

Propos11 i on 4.6.8. Pour tout entI er positi T n on a 

A]n <= N2n. 

Preuue. Il suffit de uoir que 1I2n+2 y
 = yh2n+2 pour tout 
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y e flf+1 car s i x e tfn 

-n- l / L _ n+1 K n ^ n + 1 X = a'"-1 Ch2n+2 a™ (X)) 

= a * 1 <h2n+2y) 

où y = an+1 (X) e Qf+1 -

S I y = * i < a p . . . I2n+] Ca2n+1)
 e Af1+1 , on a 

1 " W y = E * o < * . D e , 0 , l o ) "• i <Pio.ii e ^ • • • 

^sn+i ^Pi1 n . t w l e , M i , M ) K2n+2 (N l in4l ) Ir1Ca1) . . . x2n+i (a2n+1 ) 

= yh2n+2 

c a r TkCpIk_Jilk e lk. lh> irk(ak> = * k ( a k ) xk<p l | l_t.1li eikrik ) 

pour tout k = 1,2 2n+l. 

q.e.d. 

Théorème 4,6.9. Soit Q le décalage markouien sur N; alors 

H(B) = - E 1 ,̂p.j log p,j . 

Preuve. Par le théorème 4.1.3 et le corollaire 4.6.7 nous 

auons 

H O ) = H m H (Nun , G ) . 

et pour n fIxé 

H(N^nJ) = Hm^q)
-1H(NUn - 9 (NUn) 62q (N?n)> 

q-. 

= lim (2q) "1H W n ,N̂ J1 fO, ) . 
q-o. 

Pour tout k = 1 2q on a Nun̂  c N^2q . En effet pour 

tout x e N ^ on a 

0<-n-l.n+2q*l> ( x ) = <J<-n-I.n+2q*l)0 0 <-n+k-i.n+k+l> ( x ) = 

It t--lt .. lit L-It 
-n-l.n+2q+l n-n+k-l.n+k+l x n-n+k-l.n+k+l n-n-l,n+2q+l • 
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Par un raisonnement identique à celui du lemme 4.6.5 b) on 

uolt que 

h i t . - i t CM k"n _ 1 U M n + 2 q + 1 1 " 
n-n- l .n+2q+l n_n + k _ i , n ^+ l e *>™-n-l U nk+n+l > • 

Donc cet opérateur commute à x ce quI démontre l'assert ion. 

Ainsi par la propriété C nous obtenons 

H W n ,IC, IO,) ^ H(N^2q) 

v = H <A£2q ) = H (Ç\r2q ) . 

Posons r = 2n+2q; nous auons 

H(AJ) = E n V d 0 C e 1 . . , , ) . . . * r ( e l r . l p ) ) 
'o 'r 

•= , E n (A l Dp l 0 i l I . . .p,^. , , . ) 
<0 I r 

= - E ^ I 0 P l o . H • • - P I r J . I r l O g < ^ l o P ' 0 . H ' ' - P l r - 1 - l r ) 
'O ' r 

= - E ^ i 1 ( E 1 P i , . P I M . I , ) log X10 
IO ' l Ir 

- E 1 ^I0Pi0... • • -Pir-Lir d o g p,otlI + . . . + log plr.,.,P) 
I Q . • • • < I r 

= - E X1 log X1 - r E X1P1J log p,0 . 

Donc 

H(N[In, B) < l im (2q)_1 ( - E X1 log X1 - (2n+2q) E A ,p(J log p,, > 
q - - l l . J 

E X,p (J log p,j . 
• • j 

D'où H ( 8 ) < - E X l P l J log p(J . 
"•J 

D'aut re pa r t pour t o u t n on a H(O) > H(AUn, 6) e t 

H(A[In , 6 ) = Hm q_1H(A?n , 8 (Aun) 8"(Aun)) 

= Hm q-1 H (Aun. A^i1 f C q ) 
q — 

= l im q -1 H (PC ) ; 
q — 

d'où le r é s u l t a t . 

q .e .d 
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