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1. Introduction,

Soit M une algebre de von Neumann finie, munie d’une
trace T normale fidéle normalisée. Un automorphisme & de M

est une bl jection linéaire de M vérifiant
By = 808 et Y = 80"

pour tout x.y € M. On note Aut M le groupe des
automorbhlsmes de M.

Dens [C-S), A. Connes et E. Stdrmer ont défini
1 “entropie H(8) d”“un automorphisme 8 de M conservant T.
Cet invariant leur a permis de démonirer 1 existence d’une
famille non dénombrable d“automorphismes non conjugués du
facteur hyperfini de type 11,

Ce travall est consacré & 17étude de 1 entropie d“un
automorphisme. Une pertie des résultats qui y sont contenus
est tirée de 17article original cité ci-dessus. Certains de

nos résultats ont &té publiés dans (Bel.

Dans le chapitre 2. nous rappelons les définitions et

quelques propriélés relatives & 1’entropie de la théorie
ergodique classique (= commutetive) dans la langsge des
algébres de wvon Neumaﬁn: ceci en deux temps.
Dans le premier paragraphe. les définitions sont en terme
des projecteurs minimaux d“une sous-algébre de dimension
finie d’une algébre de wvon Neumann abélienne A; on ne fait
donc que paraphraser 17exposition classique (uoir par
exemple [Wall).

Dans le second paragraphe. le théoréme de concavité de Lieb



que nous rappelons dans le cadre d’une algébre de wvon
Neumann finie permet d’exprimer la définition en terme du
cOne positif A.de A. C7est cette formulation qul admet une
généralisation convenable au cas non commutatif.

Dans le chapitre 3 nous rappelons les définitions de
1 “entropie H(N;. ... Ny  d7une famille finie de sous-algébres
de dimension finie de M et de 1 entropie relative H(P I Q) de
deux sous-algébres de dimension finie de M. Nous é&noncons
les propriétés de ces deux notions données dans [C-S) et
démontrons quelques propriétés supplémentaires; en
particulier que |l application dWN,P) = HNIP) + H(PIN)
définit une métrique sur 17ensemble des sous-algébres de
dimension finie de M.

Le chaplitre 4 est consacré & 17étude de 1 entropie H(8)
d“un automorphisme & de M.

Dans le premier paragraphe., nous rappelons la définiticn
de H(8) ., ses propriétés essentielles et démontrons un
‘Lthéoréme de Kolmogorou—Slnéi;. qu! permet parfois de
calculer 17entropie d“un asutomorphisme d7une algdbre
hyperfinie. En particulier nous étudions les “décalages de
Bernoulli® du facteur hyperfini de tgbe Ily. Tous ces
résultats sont dens [C-S5]. Nous remarquons ce plus que ces
décalages sont fortement mélangeurs.

Dans le paragraphe 4.2 on considére un espace borélien
stenderd X muni d’une mesure de proBabilité diffuse uet
un automorphisme T de X conservant u . dont on note h(T;

1 “entropie au sens classique. Considérons le produit croisé
Mde A=L (X,u) par T, la trace sur M associée 3§ pu et

1 “automorphisme Ad U induit par T. On a banalement H(Ad W
> h{T>. d’od en particulier HAd W = o si h(T) = o



(remarque 4.2.10).
Dans 17état actuel de la théorie initide bar Connes et
Stérmer. le probléme le plus insolent est

a~t-on HAd W = h{ ?

Nous avons obtenu une réponse partielle.

Théoreéme 4.2.8. Si T est & spectre discret. alors H(Ad W) =
0 et par suite H(Ad U = h{(T).

Ce praobléme admet 1la variation suivante. Soient G un
groupe dénombrable d“sutomorphismes de (X, u> et RC(R.G) le
produit de HKrieger de A par G. (Reppelons que R(A,G
colnclde avec le produit croisé usuel lorsgue 17action de G
est libre et que c’est toujours un facteur lorsque 17action
est ergodique: nous rappeloné la construction de R{(R.G> au
début du paragrsphe 4.2). Supposons gue T normalise G. Alors
on vérifie que T se prolonge en un automorphisme 6 de
R(A.G> en général non intérieur., avec H(B) > nh(M . De
nouvesau |

a-t-on H(8) =h(T> ?
Nous nous sommes intéressés au cas od G est localement fini
(de sorte gque R(R.G) est hyperfinie) et nous montrons dans
certains cas que H(B) = h(T) (théoréme 4.2.1).
Nous montrons que les décalages de Bernoulli peuvent &tre
obtenus par cette construction (4.2.2). d70d une nouvelle
maniére de calculer leur entropie.

Au paragraphe 4.3 nous démontrons que st a: R — Aut R
est un homomorphisme continu pour la topologie de ls
convergence SiQple uniforme dans le prédusl de R, alors

HCa,) = {t! HCap . Ce résultat est une généralisation



d“un théoreme dd & Abramov en théorie ergodique classtque.

Au paragraphe 4.4 nous démcntrons que 17application
H: Aut R — R, n7est pas continue pour la topologie normique
(et & fortiori pour toute topologie convenshle) sur Aut R.
Dans le m&me ordre d'idée si R est encore le faclteur
hyperfint de type II; et si Aut R est muni de la topologie

de la convergence simple uniforme dans le prédﬁal de R, on a

Proposition 4.4.3. L “ensemble . des automorphismes de R

d’entropie nulle est un Gy dense <(blen que H: Aut R

— (0. o] soit surjective).

A titre d’exemple. nous donnons au paragrsphe 4.5 une
famille non dénombrable d“automorphismes de R non conjugués
deux 3 deux gul sont d“entropie nulle <(ces automorphismes
sont en plus apériodigues. donc conjugués dans le quotient
Out R de Aut R par les sutomorphismes intérieurs).

Si  la théorie a8 peu progressé depuis 1 article
original (1375 c’est peut-8tre par mangue d“exemples
calculables. L7objet du paragraphe 4.6 est d“étudier. en
nous inspirant de [Acl.Ac2]. ce que nous appelons les
décalages de Markov, généralisation du cas bernoullien

rappelé su paragraphe 4.1. 0On considére pour ceci un

vecteur de probsbilité (X;.....4,) € R" avec A, > 0 et
Avtooo+k, = 1. et une matrice stochasticue (p,;)ic,.cn BvEC
p, > 0 . Put...tpm = 1 et E;'kai, = A, pour i =
1.....m. On associe a ces données une algébre hyperfinie N

munle d“une trace t et un automorphisme 8 de N.

Théoréme 4.6.9. Avec les mémes notations on a



H(B) = - Z%A"p” log p, -

On peut penser que N = R lorsque les p,; sont strictement

poéitife.
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Stdrmer. ainsi qu’a T. Giordano. S. Criener, V.F.AR. Jones et
C. éeqies pour de fructueuses conversations.

Je tient aussi & remercier Monsieur J. Ratcliff.
analyste systéme au Cenire de Calcul de [7Université de
Neuchatel qui e écrit le programme me permettent de rédiger
ce trava!l sous cette forme.

Enfin ma reconnaissance s’ adresse & Monsieur S.D.
Chatter )i pour son accueil a l’Ecoie Polytechnique Fédéraje
de Lausanne et au Fond National de la Recherche
Scientiffque. Leurs soutients financiers m”ont permis de

terminer ce itravail.



2. PRELIMINAIRES.

2.1. Rappels sur 17entropie de Kolmogorov.

Solt A une algébre de von Neumann abélienne, munie d’une
trace 1t normale fidéle finie normalisée. Nous noterons
n la fonction continue sur [0, » [ définie par n (L) =
-t log t. Soient P et Q deux sous-slgébres de dimension
finie de A, de projgecteurs minimaux (p,y et <dg

respectivement.

Définition 2.1.1. - L entropie de 1as sous-algébre P est

h(P) = Z|: n1lp) = —El: 1 {pY log T (p)) . .

Définition 2.1.2. L entropie relative de P relativement 3 @

est:

hePI1@ =3 t¢gp2 nltip,gp/ T(gp)
] ]
= - 2 1(3p 2 tlpay/ g logl(poy/1gp).
N T

Soit x un opérateur positif sur un espace de Hilbert et
solt x = f; Ade, sa décomposition spectrale: on défintt

nx) = J3 niAdde, .

Remarquons aue 17unique espérance conditionnelle normale

fidéle Bt A — Q qui conserve la trace 1 est donnée par

Ee(a) = }; g, T Cagy / 1 (g .



Alnsi nous avons
hPl @ = E; T nke(py) .

Nous notercns Pv @ 1la sous-algébre de A engendrée par P et

q.

Théoréme 2.1.3. Soient N, P et @ dss ‘sOus—algébres de

dimension finie de A. Nous avons les propriétés:

a> 0 € h®P) € logn si P est de dimension n

b st P < Q alors h(P) € h(®

¢ hPv@ = h®P + h@IP

d> h(P 1@ est croissante en P et décroissante en Q

e h(PI@® < h®IN + h(NIQ.

Preuve. Voir par exemple {Wal., théoréme 4.3 p. 77].

Notation 2.1.4. Sotent P et ( deux sous-algébres de wvon
‘ 4
Neumann de A. Pour & > Qon notera P c (si pour tout
x e P, xll € 1. il existe ye Q lyl < 1 tel que

Ix -yll, < & o0lxll; = 1",

La proposition suivante exprime la continuité de 1 entropie
relative pour la topologie forte sur . Sa preuve est
similaire 3 celle du théoréme 4.18 de [(Smor] ou du lemme 8.2

de [ShiJ.

Proposition 2.1.5. Soit k un entier positif, pour tout ¢
> 0l existe 8 = 8(k,€) > 0 tel que si P et @ sont des

sous-algebres de dimension finie de A, vérifiant dim P = k



[}
et Pc Q. alors h(PIQ) < ¢

Soit T un automorphisme de A conservant la trace t st soit
P une sous-algébre de dimension finie de A. On notera TP la
transformée de P par T°. Grce aux propriétés c) et d du
théoréme 2.1.3, 11 west facile de voir que la suite
(™ h®V TPV ... VT®P) admet ure limite lorsque n tend

vers 17infini, que 17on notera h(®P,T):

AP, T) = lim nh(®Pv TPV ... Vv TP .

n—e

Définition 2.1.6. L’entropie‘de I est définie par
h({T) = sup hP., T) e ([0, o]
le supremum étant pris sur les sous-algebres de dimension

finie P de A.

Remarquons que si S et T sont deux automorphismes conjugués

de A, alors h(S) = h({).

-

Le théoréme suivant dd & Kolmogorov el Simai donne un moyen
de calculer 17entropie d“un automorphisme. La démonstration

de ce théoréme est une conséquence facile de la proposition

2.1.5.

Théoréme 2.1.7. Soit (P)) une suite "croissante de

sous-algebres de dimension finie de A telle que la réunion

des P, soit faiblement dense dans A. Alors



h{T) = lim h{P,, D).

n—+o

2.2. Le ihéoréme de concsevité de Lleb et ses conséguences.

Soit M une algébre de wvon Neumann finie. munie d une

trace 1 normale fidéle finie normalisée.

Théoreme 2.2.1. [Liebl Soit k e M fixé: pour tout

A e [0, 17, 17application

f: Mo x M =R, fé.b = tka k™)

est concsave,

Ls preuve qui suit est due a B. Simon [Sim): nous

utiliserons le lemme suivant.

Lemme 2.2.2. Pour i = 1, 2, soient r,, s, et t, des
opérateurs continus positifs sur un espace de Hilbert K tels

que

MMy = MalMye 8182 = 8251, tltz = tzt:

et r,2 s +t, pour i =1, 2.
Alors pour tout X ¢ ([0, 1]

i -1 1 1-2 I -1
rird™? 2 stsyt o+ttt

Preuve. 3 On peut supposer que r; et r; sont inversibles,
car par le calcul fonctionnel borélien. pour tout A > 0 et
tout re M,, (¢ + ' converge fortement vers r* lorsque

£ tend vers zéro (€ > 0) [S-Z. théoréme 2.20].

3



b) Supposons que pour A, u e [0, 1]

A -2 3 -1 1 -1 1- 1- -
ry ryt o3 sl st Rttt et rfryY > sfsyt b

et montrons que

A+ /2 _1-Ch+u) /2 +ud /2 _1=-Ch+) /2 Chepd /2  h-(h4pd/2
"y P! 4 2 8 . Ss +t1 g tz 8 =4q

Soient £ et n e K: nous avons:

1 (€| n) | = ((eitt/2ghthmra g (i =ity g n).l =
b (st 83702 (st s5 02 + @Ay iy £ |

Donc par 1 inégalité dg Csuchy - Schwarz

1 @& n) ) < lcst sy )Y El s sy )2 nll +
ety LY ENNaL ¢ 0 0l <

(Cs) syt +{ b7 ) €1 )2 (sl sy +LEL7* ) n I M7
Cer pour tout a,, a,., B,. Bre R,

a,d, + BIBZ € (U? + B?)Uz(ﬂg + Bg)“z.

172 -{1-1)/2
2

Posons § = r] r /2 ~-p>/2

et n = r r; ¢, ek

alors

- -{f= 1 -1 - - -(]-
LQE T n) | € (rpM2pgt=bz (gl o st} ity 0 Bz gy,
-u/2 _={1-u)/2 i- - A2 _-l-mr2 72
P (el s AL LTIIRTE R T ) YE ¢

Il ¢11? par hypothése;
c ‘est-3-dire

~{-m) /2 -A/2 ={1=-23/2
2

Ny o ari*’?r el @) | < el

donc

10



ey e ™ qerd ey < 1,
alnsi si p désigne le rayon spectral d“un opérateur,

-1 - - - 1 -k N -1/4 - -
Herd ri Yl rl ™M qey rE Y Rl RV =

11\ -1/4
2 7

1 - =174 i -1\ -1/4 - -
p ((ryr I D BN TG D REAN (It LD R A I

FEOYTYT et ry M) car p(abd = p (ba) .

p {rfr
< ! i)™ girf r V2 ¢ 1,
D “ou

(A+w) /2 _1-(L+p)/2 Chepd/2 _1-(L+p)/2 (A+p)/2 L 1-CA+u)/2
™y ) ¥ 2 8 . 8, g +t1 tz .

c) Du résultat démontré en b> on déduit par induction que
PRy > sisr bty

pour tout A rationnel diadique dsns 17intervalle (0. 13].

Comme 1 “application
a e [0,1] - a"p""

est fortement continue si a, b e M, et ab = ba I[5-Z.
corollaire 9.151. on en déduit le lemme.

g.e.d

Démonstration du théorédme 2.2.1.

On peut supposer que M ¢ B(*M, 1)) : soit € 17image

canonique de 1 ¢ M dans L*(M, 1) et scient 3, @y, by, by

e M, et, 8 « {0, 1]. Posons

a= Og;+ (1 - 8)a, et b= 8b, + (1 - 8)b,.

Considérons les opérateurs linéaires continus s;. s2. i;.

t,, ry et r, dans L*(M, 1) définis par

1



S}(XE)
by (x €D
ryx €D

Bagx €. s5,(xE) = Bxbgf
(1-0)a,x§, t,(x&) = (1-6)xby §
ax €. r,(x€) = xb€

1l

pour tout x € M.
Comme (s,(xE) IxE) = B(xbg€IxE) = B1'bex) 2 0 . on 3
s; 2. 0 et on volt de mBme que s;. t;. t,, ry, r; sont des

opérateurs positifs. Nous avons
S]SQ(X £) = gzaQngE = Sle(Xg)

donc s;s; = s,5; et de m8me t,;t, = t.t;, et rry, = rory.

D7sutre part 11 est clair que
ro=1s +t, i =1,2.
Ainsi par le lemme 2.2.2 nous obtenons
PPy (KEYITKEY 2 (sl el KEYIKEY + (WMt k&Y IKE)
pour tout k e M. c“est-a-dire
Tk'a kb)) > Bt k'a Kbty + (1 - 8) t(k'a kbi).

g.e.d.

Sotent x et ye M, et soit A > 0 tel que x ¢« Ay. Alors
><IIZ lOg X XIIZ et X:/zlog y x1!2

sont. des opérateurs hermitiens de M. En effet, par le calcul

? log x x* est un

fonctionnel continu il est clair que x!
€iément hermitien de M. 07autre- part par [(Pe. 1.3.5 et

1.3.11), pour tout € > 0 on a

x'? log x x'* <« %Y log(x+e) x'?

17



< %" logChyte) x2

et pour €, € €, on obtient

1/2

I'4
X log x x* <« x!7?

log(Ayt e x'?

< xM? logCly+ep %%,

F]

d ol 1 existence de la limite forte x'? logCiy) x'?

172

et de x? log y x¥* = x"? log(Ay x?* - x log A

Si 1 est une trace sur M on écrit abusivement

1/2 1/2 )

T(x log y) = 1 log y x

Définition 2.2.3. Soient x et y e M, et supposons qu’ll
existe A > 0O tel que x < Ay . On appelle entropie

relative de x relstivement & y le nombre réel

Six1y = 1x(logx - logy?.

Corollaire 2.2.4. [Lin) L spplication (x. 95 - S{x Iy est

convexe,

Preuve. Par le théoréme 2.2.1. 1l agpplication

-1

(x, @ — &yt

est concave pour A e [0, 11 et pour A =0 elle est

linéaire. Donc
x, Y — d/dil 5 r(xl'lgl)
est concave. Mais

d/d i 1,0 TXPy') = - t(x(log x - log y)»

13



ce qut démontre le corollaire.

g.e.d.

Remarque 2.2.5. Nous avons S(Ax [ Ay = AS{xly pour
tout A > 0. |

Soit A une algébre de wvon Neumann abéllienne munie d’une
trace 1 normale fidéle normalisée. Soit P une sous-algébre
de dimension finie de A, de projecteurs minimaux <{p,)

Notons E,17unique espérance conditionnelle normale fidéle

de A sur P qui conserve la trace 1 .

Lemme 2.2.6. Soit a = Z.: Ay ppe P avec A, > 0 et soit

@ une sous-algebre de dimension finie de A, alors

SCal Egla)) ¢ E. .S Eqp) .

Preuve., Remarquons tout d“abord gue S(alEq(a)) est bien
défini: c’est-3a-dire qu’il existe kK > 0 wvérifiant
kEg(@ > a. On a Egta@) = E_, q,tagy/ 1) od (g) est

la liste des projecteurs minimsux de Q. Pour tout J 1l

existe kx, > 0 tel que x,t(aq,y) t(gyaq, > aqg,. Soit
k = max k,alors xE(a) » ZJ:an = a.

Soit a = ZI) A, et sait b = ): m,p, avec W, = A,/a. alors
Z': u, = 1. Donc

S | Egb)) = scEl wip L2 uEep))
< T w5, | Eglp)> (corollaire 2.2.4)
= 1/a T A8, | Elp)).

14



D “autre part

“S(b I Eqd)) = S/ all/akzlad)

1/aS(a | Eg(ad) (remarque 2.2.5)

ce qui démontre le lemme.

g.e.d.

Soit 5y 1 ensemble des suites x = (x;2, x, € A,, x, =0 sauf

pour un nombre finl d”indices et salisfaisant Z;>q = 1.

Théoréme 2.2.7. Soient P et O deux sous-algébres de

dimension finie de A. Nous avons

1D hP) = sup 2 ntix) - 1TnEpix
2) hPi1Q = J‘S&JP ; TNEg(x? — TnEp(xy

Preuve. 1) Soient (p,)> les projecteurs minimaux de P. Il est

clair que
hP> < sup E; nTix) - tnEplx

car (p2 € 5 et n{pp = 0.

Montrons gue pour tout x = (x)) € S;,
; n T(Xk) - T T}Ep(xk) < EI n T(p,).

Comme T (x,) = t(Ex(x)). nNous pouvons supposer gue xx € Pi
c’est-d-dire x = E; A P avec Z; Avi =1 pour. tout i.

Ainsi

ntl) = 3 t(n ] ha TR - n (2 hap) =
Z; T(E; Ak,p,(logZ; A Pr - logz; A TP

En appliquant le lemme 2.2.6 3 Q@ = € . nous obtenons

15



2 ntix) - 1nx) < 22 Ao 1¢n,(log p, -log T¢I =
E‘;: A n 1) Z': n ).

2) Comme h(PtQ) = }_T, T nEap)) . nt.:u..ls avons
hP1@® < sup Z} T NEe(x) .~ T nEp(xe .
Montrons que pour tout x = (%) S5, .
;} T NEg(x - TnElx) € hPID.

Par la définition 2.1.2, nous avons h(P1Q = h®Fvald ;
nous pouvons donc supposer que P c @ . Nous avons

alors

; TNEe(x) - TnEa(x) =
2 T (Ep(x) log Epx) - Egxlog Eglx)) =
5 T (Ep(x0 10g Ep(x) - Ea(Ep(xi0) 10g Eq(Ep(x,0)) =
;: T (ylog Uw - Ealyw log Eglu) = 2 Syy | Eqlyw)?

ou Ue = Ep (Xk).

Nous avons yx > 0 et yoe P. donc y, = ):I: Avi Py avec Ay,
> 0 et@ Ay, =1, car ;gk=1 . Ainsi

% TN - TEGw = D SE haip | 5 haEa)) <
22 haSk TE® = T 1 nkp)

a cause.du lemme 2.2.6.

16



3. Entropie dans une algebre gg von Neumann finie.

Sait M une algébre de von Neumann finie, munie d’une
‘trace normale fiddle finle Tt telle que T<¢1> =1 . Pour

tout entier n strictement npositif. nous noterons Sn
| ‘ensemble des familles x = (X, ). lys...sipe N
d“éléments positifs ‘de M., nuls sauf pour un nombre fini

d“indices et vérifiant
Pour xe §5,, 1 e {1, .... n} et i,e N, on pose

D “autre part si P est une sous-algebre de dimension finle de‘
M, on notera Epl’unique ‘espérance conditionnelle normale
fidéle de M sur P qui conserve la trace t . Nous noterons
n la fonction continue sur [0. ® [ définie par n ) =
- 1 log t. Remarquons que n est une fonction concave d’un

opérateur [N-U, théoréme2, p.153].

Définition. 3.1. Si Py, ..., P, sont des sous-slgebres de
dimension finie de - M, l%entropie de la famille
(P]r P | Pn> eSt

HPy, .. . Py = sup {“;;.hn T Xy, ) - §; E; T nEp, (x;,03."

Définition 3.2. Si P et G sont des sous-algébres de

dimension finie de M. l7entropie relative de P relativement

a8 @ est
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HP1@ = sup {E; T nEelx,) - T nEplx)].

Remarquons que H(P;. .... P, est symétrique et positive (on
le voit en choisissant tous les x,,.,. .., nuls sauf 17un d’eux.
égal a 1.

Proposition 3.3. (C-S) Soient Py, ..., P,. Gy, .... Q,, P. @

et N des sous-algébres de dimension finie de M. Nous avons

les propriétés

A HP,, ... P € HW@. ..., G st P e &, i=1v ... D
B HPy oo i PyeiPray v ... P € HPy L, P + HPuuy ... .PY
(C> Si Pyw ... Poec P alors

HCPyo ... Per Paage ... P € HP, Py ... P

(D> Pour toute famille (e)),; de projecteurs minimaux de P
tells que z:e, =1, HP) = Z; ntde).
() Si (P,u...UPy) " est engendrée par des sous-algébres @,

de P,, commutant deux 3 deux. alors

HP, ..., Py = HCPU .. UPY D
(F) HPy ... P & H@p ... Q) + 25 HP,1G)

G) HINIT@ < HWINIP) + HPI D
(H) HINIP) est croissante en N et décrojssante en P
(ID Si P et @ commutent. alors

HPIT@ = HCPU@ 1A = HIPU®D ™) - HID

Lemme 3.4. (Inégalité .de Jensen) Soient M;et M, deux

algebres de von Neumann. E une aspplication lingaire positive

de My dans M, telle que E(1) = 1. Nous avons
Edn(x??> € nEMXD

pour tout xe M, 0 € x ¢ 1.

18



Preuve. [Guill La fonction n est enveloppe inférieure de

fonctions affines., soit

nd = jpf (a, + bit).
On a

E{nix)) € E(g, *+ bx) = a, + bEX.

Nous obtenons alors le résultat en prensnt la borne
inférieure sur le membre de drotte.

g.e.d.

La preuve de la proposition 3.3 se trouve dans [C-S]1. Nous

en donnons ci-dessous une esquisse.

Propriété A: Si P, ¢ Q,3lors tnks (x) = tn Ep (Bg (X3
> T nky () par 171négal Ité de Jensen et donc la propriété
se déduit de la définition.

Proprigté B: Ls démonstration de cette propriété consiste 3
se ramener au cas de la sous-additivité de 1entropie

hPv D < hP) + h(Q) dans le cas abélien.

Propriété C: En utilisant la propriété A on se raméne au cas
od Py, .... P, sont toutes égales a P. Pour simplifier les

notaticons, posons k), = E, pour 1 =1, ..., n.

Soit ¢ une bijection de N sur N¥.Si x e S,, on définit

Y € Spke par

th— PR = X\o(J,).. v 0 00he Jre o coih ikt

On veul alors démentrer que
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(%) DI Ik S SIS B o T Ey(xy,) €
. = 1

n
2 nt (th J»-l«l) - g EI T nE!+k-1 (g:1> .

1

Pour 1 > 2, y, = xy"' donc ces termes disparaissent dans

1 “inégalité (#). D autre part si on pose

- — 1
X wiPg ... vl T chJ - E et xv(J);. R 'R & ) T PP

alors (#) est équivalente 3

K .
(%) T nEy(x;,) > EJ TNEX Ty v

Mals comme E, = E, pour 1 1, ..., Ket

. _ 1
v&.r-l Ey (x ¥iD ... v(J)g) = Ek(xu_])l)-

17inégal ité (#4) se déduit de 17inégalité plus générale: sl

ze S5, alors

Lrnlz, ) € E;IZZ tn(z ).

Cette Inégalité se démontre par induction sur m en utilisant

le corollaire 2.2.4 et la remarque 2.2.5.

Propriété D: Supposons pour simplifier que P est un facteur
de type I, . Soit x = (x> € S en choisissant pour (x,J
une sulte de projecteurs minimaux. de somme ! dans P on voit

gue H(P> > log n. Il faut donc démontrer que

2 ntlx) - 1nEx> < log n.

Comme TtEp(x)) = T(x), on peut supposer que Xx, € P.
D“autre part par le corollaire 2.2.4 on a si a, b e P,

a2 0.b2> 0,

ntlath) - T1ntath) € nrt@ - 1@ + ntd) - tnb.
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Alnsi en utilisant la décomposition spectrale de chague x,

on peut supposer que chague x, est un opérateur positif de

rang 1 et dans ce cas on voit que E; nTix.) T Tnx,) =
log n.
Propriéié E: L~“inégalité HCP,..... Py € HPLU...UPD™

découle de la propriété C. Pour 17inégalité réciprogque, on
est ramené 3 étudier les sous-algébres abéliennes maximales

des P,

Propriété E: Cette propriété est immédiate & pertir des
.défInitions.

Propriété G: Si x« S, ., on a

Z; T nEelx,) - tnEy(x) = .
ZI: T NnEe(xy) - tnEp(x) + TnE(x) - TnEyx) <
HPI1Q@ + HINTP).

Propriété H: Se démonire comme A.

Propriété 1: Pour démontrer cette propriété on se raméne au
cas ou & est un facteur. Dans ce cas on peut supposer que
Pud™ =P @& Q ét les inégalités se déduisent du théoréme
de sous-additivité de Lieb-Ruskai [L-R, theoréme 2ii)].

Remarque 3.5. On a

HPy, ... P < H®P,, L. Ph Pog?s

cette propriété est une conséquence immédiste de la
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définition 3.1.

Proposition 3.6. Soit N un sous-facteur de type I,de M et

soit €8,,),p1,...n un systéme d7unités matricielles de N. Si
A est la sous-algebre abéllenne maximale de N engendrée par

€€y 7 1=1... .n alors

1) HINTA = HIN> = HWD = log n
2> Pour tout automorphisme o de M,

HINT g (R> 2 HWN) - log 4.

Preuve 1> Soit A une racine primitive n-iéme de 1 unité:

pour tout k., 1 € k< n ., soit x le projecteur
x,f = 1/n n&ﬂ AP e,
Nous avons 1 (x = 1/n pour tout K et g;f“ =1 . de plus
Eax0 = 1/nT ey, = 1/n

pour tout k. Nous obtenons donc. en utilisant la propriété

H:

HOD > HOEAY > 35 T B = T ()
= i;l't nEa(x = nnd{l/n) = log n = H{ND

ce gqui démontre 1).
2> Soient k=1, . n comme ci-dessus et posons
Xy = 1/n + U+ alors t(y = 0. Soit o € Aut M. comme E,

est positive fidéle et conserve la trace. nous avons

Ea(o (2> = Egl/n + o (Y2

22



= 1/n + E;u.e..

avec M, € R. u, i < 1/n et X u, =0.

St u, =0 pour tout i, alors Eg(o(x2) = 1/n. donc

TnEg(a(x) = ndl/n) = 1/n log n
> 1/n (log n - log 4.

Comme T nExCo (x> = 1/n 21 n{l/n + ﬁ.) . on peut
supposer que M, > Opour 1 € i <€ r, w, < 0 pourr < |

€ vr+set u, =0 pourr+s < i € n.

Posons p, = W, pour 1< 1 € r, qQ, = - Mpey  pour

1 € i € s. Nous obtenoné

T nEL (6 (%)) =

= 1/n 5 nd/n +p) + 1/n L ndl/n - Q) + (er-s)/n n(1/m)
= 1/n % A+ npd n 1/m) +-1/n 0+ np))

+1/n 3¢ - ngy n/m + 1/n nd - ngd)

+ (n=-r-s)/n n /M

= /M) + /0t ol +np) + 1/n* 3o ndl - ng).

Mais ndl-ng) 2 0 car 0 < l-ng, € 1 et nl+pp) 2

n(2) car 1l < l+np, < 2. Donc

TnE(o(xd) > n/n) + r/n? (D
> nl/n + 1/n n (D

n(l/n - 1/n log 4.

D’oOZn: 1n Ea(olxd) » nndl/nm - log 4 = logn - log 4.

Comme Eq+q = oE,o . nous obtenons

n

HINT o7 (A)) > TNEq 1@ (X

=1
n

= [ TNEaCo () > HMN) - log 4.

g.e.d.
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La propriété 1D de la proposition ci-dessus est
caractéristique de la non commutativité de M. En effet si P
et Q@ sont deux sous-algdbres de dimension finte d7“une
algdbre de von Neumann abélienne. on a h(P 1@ = h®P) sl et
seulement si P et @ sont indépendantes: c“est-a-dire si (p,)
(resp. (q,)?) est la liste des projecteurs minimaux de P
(resp. @ alors t(p,gy = 1) 1(q) pour tout i et tout j
(voir ([Shil).

SI R est le facteur hyperfini de type 1I,obtenu comme
produit croisé d“un espace borélien standard (X. ud> par un
automorphisme ergodique T. la théorie de Dye-Krieger permet
de Construlre.une suite croissante de sous~facteqrs Ny de
dimension finie de R dont la réunion soit faiblement dense
dans R et telle que chaque N ,contient une sous-algébre
abélienne maximale A, vérifiant Ay ¢ R - A, c. A =
L* X.u) < R et UR, faiblement dense dans A. Il est alor;
tentant d“essayer de calculer 17entropie de 1 automorphisme
Ad U, od U est 17unitaire de R canoniquememt associé a T.
4 17aide de la suite (N (pour la définition de 17entrople
d“un automorphisme., voir le paragraphe 4.1'suiuant). En fait
la propriété 2) de la proposition 3.6 semble indiquer que

cette méthode conduit 3 une impasse.

Ocrénavant nous noterons F ] ensemble des sous-algébres

de von Neumann de dimension finie de M.
Lemme 3.7. a Soient P. @ e F, si x ¢ P;et y  Q

vérifient i1 existe A> 0 tel que x € iy, T = 1Y
et Sixly =0 . alors x = y.
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b) Pour tout @ e F et tout xe M,, il existe A > 0 tel

que x € AE;(0 .

n

Preuve. a) Soient x = 521 X,e, la décomposition spectrale de

x et y = i;lgj} la décomposition spectrale de y. nous

supposerons que

0 %€ ... € x, et 0« y,; <

¥/

Yn -

Nous avons

x log x = E; x, log x,e, = E;Jx. log x,ef,
et x log y = I;%_Gx. log yef,

car x € Aiy. Donc
S{xly = 1v&x(log x - log W)
= 3, O(X. log x, - %, log yp 1<e,f)

1eJe Y™

> (x, log x, - x, log y, = %, + y,) © e f)

2 4, x 7y log (x\/yp) - x/y, + 1) 1 f)

car t(x) = 1(y. dautre part t - 1 <t log t pour tout

t e R,. svec égslité si et seulement si t = 1. fAinsi si
Stxly =20 on obtient x, =y, ou t(efy = 0. Mais
t(e,fpy =0 implique e f,e, = 0. donc ef, = 0. Enfin on 3

X -y = E;J e, (x - Wf, =2 & - ype,f,

T.J

donc X = .

b)Y Soit Egx) = Z; a,e, la décompasition spectrale de Eyg(x).

od (e;) est une famille finie de projecteurs de Q. Soit A la
sous-algébre abélienne de Q@ engendrée par la famille (e .

On a Eg(x) = Egqix) car Eqlxde, = ae, = Eeixep et
T (Eexdey) = a,t(e) = 1xe,y). on peul donc supposer que @

= A est ghélienne et on a
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Eg(x) = le a.e, = Z} ti(xep/ t(epe,.

Pour tout | vérifiant exe, = 0O . soit A, = Wxlt/a, : alors

A, a e, > exe, el si l’=. max (A
A TEg(x) 2 Z': 8,Xe, = Eg-ny (XJ.
Solt G le groupe des unitaires onlut.If‘s de @: on a auss|

Egrow X0 = 161 ;:Guxu

donc 1 61 Eg-ny 0 = Zu‘:euxu > X.

Atnsi en posant A = A1 G1 on obtient AE,(x0 2> x.

g.e.d.

Lemme 3.8. Soient P et (@ des d&léments de F. Alors

HPP1Q =0 si et seulement st Pc Q.

Preuve. La suffisance est une conséquence de la propriété H.
Supposons que H®PI® =0 et soit (x? ¢ 5 wérifiant

X, e P pour tout 1. Par 17tnégalité de Jensen nous avons
TnEg(xy? 2 1 nX)
pour tout i. Par hypothése H(P I Q@ = 0 : nous obtenons donc

Zl: TnEg{x) - Tnxi) =0
d od TnEg(x? - tnx) =0
pour tout |. c’est-a-dire

T (X, log x, - %, log Eq{xp2?> =0

pour tout . Ainsi par le lemme 3.7 on a x, = E4(x,), donc
x, ¢ @ pour tout i, d’o0 P c Q.
gq.e.d.
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Proposition 3.9. L spplication d: F x F - R, d®P.@® =
HP 1A + HW@! P est une distance sur F.

Preuve. Il est clalr que d est positive et syméirique.
1 “inégal ité trisngulaire est une conséquence de la propriété.
G de la proposition 3.3 et per le lemme 3.8, si d(P,Q =0
slors P = Q.

g.e.d.

Le théoréme suivant est le résultst le plus Important
démontré par Connes et Stdrmer: il donne la continuité de
1 “entropie relstive pour la topologie forte. La preuve de ce
théoréme est longue el difficile: nous en donnons ci-dessous
une esquisse.

Soient P et @ des soUs—algébPes de wvon Neumann de
M, on écrit P : Q@ pour &> 0, si pour tout xe P,

Il < 1 il existe y e Q, Nyl € 1 vérifiant lix - yll,

< &, o0 hxll, = t(x""HY pour tout pe (1, o L.
p P p _

Théoreme 3.10. [C-S] Pour tout entier n et tout € > 0 11

existe & = &(n, &> > 0 tel que pour tous P, O € F
3
vérifisnt dim P =net Pc Qon ait HPIW < £,

Esquisse de la preuve. L idée de la démonstration est
d’essayer de trouver un unitaire ue M tel que UPU' ¢ Q et
llu - 1l petit. En fait ce résultat ne peut B&tre obtenu
qu “approximat ivement.

Soient Pe F, fe P"NM et notons
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Pl = {xf + A U-Nlxe P. X e C3J.

Le lemme clé pour la démonstration est le suluant.

Lemme 3.11. [C-S] Soient n un entier positif et € > 0 il

.existe 5 = 8n,e) > 0 tel que pour tous P, Q e F
vérifiant dim P = n et P : Q 11 existe un unitaire ue M
avec | fu-111 < €&, un progecteur ee P'NM tel que
t(e) 2 1-¢ et une sous-algebre P de G wvérifilant
dim é <€ n+l telle que

P

ueu' € P et uPu' = P

Ce lemme é€tant admis. la démonstration devient facile; en

effet par la propriété G on a

HPI® < HEPIPYD + HE® I WPLD + H(E™ 1P) + HP I
= HE® P + HP I uPU + H(P™ | P

car P« @ . 11 reste donc & démontrer que HPIPH et

HP® P sontipetits si e est proche de | et que H(P I uPu®
est petit si llu - 1l est petit.

Soit A 17algébre de wvon Neumann engendrée par e et N
1 “algébre de von Neumann engendrée par P et A, Comme AR ¢ P~

nous avons par las propriété I
HP TIPS < HWMNIPH € HM@ = n1(e + ntdl - e
et on démonire de maniére similaire que

H(PPIPY € ntee) + ntdl -~ + 1(l - e logn

si dim P € n.

Pour voir que H(PIluPu") est petit si Ill - ull est petit
28



nous suppaserons pour simplifier les notations gue P est un

facteur de type I,. Soit x un é&lément positif de M. de

trace 1. On a3 1nEgpe (X0 = tnEW'sxw csr. pour tout
automorphisme ode M, £,60 = o E, o', Donc
TnEpe GO - TNEGO = TnEW'sW - T nE(x) .

Soient x; = Ep{xX), X, = Ep(u'xw) et soient x, = Z; X,e,. X;=
E; u,f, leur décomposition spectrale avec

ll:} e 2 Anet HI; L. 2 Hpn.
Nous avons T (X)) = 1 (xy) et

Hxy - Xlly € Mx - u'xully € 111 - ull.

En outre., par [Po, théoreéme 5.6]1. on a
1/n E; I A, = M, € lixy = xlly.
D “autre part nous avons

l tndxy) - x| = 1/n IZI: nduy - ndipl.

Rinsi pour tout ¢ > 0, si lll - ull est suffisamment petit.

slors
P tnEgpe X0 - 1nEex) | < €.
Nous avons donc démontré que pour tout xe M, x> 0
P amnPeye (X0 - 7nECO T < €100

si Hi - ull est suffisamment petit. d’od le résultst.
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4. Entropie d un automorphisme.

Nous gardons les notations du chapitre 3. de plus nous

noterons Aut M le groupe des automorphismes de M.

Y

4.1. Définitions et premiéres propriétés.

Solt 8 un automorphisme de M conservant la trace T sur M.

Définition 4.1.1. (C-S] Pour tout Pe F on pose

a HP.8> = lim n" HP, 8P, ..., 8" (P

et
b) H(8) = Sup H(P, 8.
Pe

On appélle entropie de 8 Jla quantité H(8) « (0.,» ]

Ramarquons que la limite a) existe. En effet, posons a, =
HP, 8¢P)..... 8" (P par la propriété B on a @,, <
a, + a,. Soit g un entier: pour tout entier n posons n = kg

+ravec 0 < r < q. Alors
an/N = 3 7 KQHr) € 3/ Kk + a/kr) € a,/q + a/k,

donc lim sup a,/n € a/q: d’od liT.sup a,/n € le a,/q

n—e

Alns! H(P. 8) = igf a,/q- = lim a,/n.

Remarque 4.1.2. i) Comme conséquence immédiate de la

définition nous avons les propriéglds suivantes.
a) L “entropie ast un fnvariant de  conjugalson.
c ‘est-a-dire si 8,, 8, Aut M sont tels qu”il existe

o e Aut M avec 8, = o8,6 . alors H(8) = H(8).
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b> Si M est abélienne, on retrouve I entropie classiquse 3
cause de la propridtég E.

c) Si 8 est périodique. alors H(8) = 0.
ii) 51 o est un antiautomorphisme de M, on pesut é&videmment
définir H(a) comme pour les automorphismes. Les propriétés
de H(o) sont les mémes que celles de 17entropie d“un

automorphisms.

Comme dans le cas classique., un des seuls moyens pour
calculer 17entropie d7un automorphisme est le théoréme du

type de Kolmogorov-Sinai:

Théordme 4.1.3. [C-S] SI M est une algebre hyperfinie,

engendrée par une sulite croissante de sous-algébres de

dimension finie P, . alors

H(8) = lim H(P,, 8.

Preuve. Soient P e F et € > O donnés: par le théoréme

3.10, 11 existe k tel que H(PIPY < ¢€.Donc

HP, 8, .... 8°(P)) < |

HP,, GCPY. ..., B"(PY) + }:TEOH(B'(P)I 8'(PY) =
HP. .... 8"PY) + (n + DHEPIPY <

HP,. 8P, ... 8P + (n + D¢

donc

HP. 8> < HP,, 8) + €,

Comme € est arbitraire., nous obtenons la conclusion.

g.e.d.
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Proposition 4.1.4. ([C-5] Soit 6 ¢ AQut M conservant la

trace t . Pour tout entier p nous avons H(EMD <
lpl H(B) . de plus si M est hyperfinie alors H(B? =
lpl HCE).

Preuve. Comme H(6) = H(8') , nous pouvons supposer p > 0.

Soit Ne F. par‘la remarque 3.5 nous avons

ATHN, BPCND . ... B™ (D) < nHIN, BN, ... 8™ (N
= pp) T HIN, BN, .., 8™ (DD

donc

HN. 8% < pH(N, )

ce qu! démontre la premiére assertion.

Supposons maintenant qu”il existe une suite croissante de
sous-algebres de dimension finle Nide M dont la rdéunion
soit faiblement dense dans M. Soient N, et € fixés
et posons m = dim N,. Par le théoréme 3.10 il existe
5> 0 tel que si P. Ge F uérifient dim P = m et P c O
alors HP I @ < €.

B7autre part comme la réunion des Njest faiblement dense

. L]
dans M, il existe g > k tel que 6I(NJo<c Ny, J =

0.....p-1. Par la propriété C et la remarque 3.5 nous avons
HNg., 8PN . ... 8™ (N> =
HNg, .. o Ng. 8P CND ..., BPCNY « ... BT ND L 8T (N . 8™ (NDD

od chaqgue répétition apparait p fois. Donc par la propriété

F nous obtenons

FTHWNG. 8PN . ..., B NDD 3
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-1 " - g o + . Sy
PPHON, BN . ... BT (N -r“%iﬂmem(wkn 8% (N
=T HMNG B ML L 8T (N -3 HCE N TN
> prpd™ HN, 8ND. ..., 8™ NYY- pe.

Donc H(Ng. 6P > pHN. 8> - € . ce qui démontre la

deuxiéme assertion.

Définition 4.1.5. Le groupe des automorphismes d“une algébre

de von Neumann peut étre muni de diverses topologies:

i> La topologie de la convergence simple forte, définie par
g, -~ 8 si 8, converge fortement vers B8 (x> pour tout
x e M.

ii) La topologie de la convergence simple ponctuelle dans M,
ou p-topelogte, définie par 8, — 8 si ¢©(8,(x)) converge
vers ¢ (B8 (x)) pour tout x e M ei tout ¢ ¢ M,.

iii? La topologie de la convergence simple uniforme dans M,.
ou u-topologle., définie par 8, — 8 si llpe 8, - ¢eo 81

converge vers 0 pour tout ¢ € M,.

Toutes ces topologies coincident si M est un facteur fini &
prédual sépsrable [Col.Hal et elles sont encore éguivalentes
s :
fv) la topologie de 1la convergence simple 2—normique;
définie par 8, — 8 si }l8,(x> - 80l,; tend vers 0 pour
tout x e M, ‘

Définition 4.1.6. Soit G un groupe d sutomorphismes d’une

algebre de von Neumann M. On dit que G opére ergodiquement
dans M ou gue G est ergodigue si 1 “algebre des €&léments
G-invariants est réduite aux scalaires; ce qui revient 3

dire que les seuls pPOJéCtGUPS de M invariants par G sont 0O
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et 1. De plus si G est localement compact., non compact pour
la p-topologie et si o , est un 6&tat normsl fidéle
G-invariant., on dira que G est fortement mélangeant pour o

Si

Lim o (gl y =0 ) o (Y

g

pour tout x, ye M, ol g — o signifie gue g sort de tout

compact de 6.

I1 est clair que si G est fortement mélangeant alors G est

ergodique.

Proposition 4.1.7. Soit A wune sous-algebre involutive

ultrafaiblement dense de M; si

Lim o(g(adb) =w (@ e®) Y a, be A

g—-e

alors G est fortemenl mélangeant dans M.

Preuve. Soient x.y e M. Pour tout € > 0 11l existe a, b e

C A, Dall < lxl, bl < Iyl tels qgue

lo@oeM-oGD el ! < € et | plgab - geow ! < €.
En effet
Pe(@ o - o)l ! <
Lo | ebh-wW I+l oW | | ¢ (3-x) |
< Wxll o<b-y | + Nyl ¢ (a-x) |
et | o(@@@b - gow ! < 1l e(g@b-Y)Il + | plgle-xy’ |
= 1 e(g(a b-y) | +1 ¢ ((a=x>g" (W) | |
Oonc | o (@oOWw-0x) ey 1 <
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e @OGly-g@b I +1 900 ¢ Y -g¢(a) e bl
+1 ¢ (gladb) - (a) 9 (b) |
< 2¢ + i g9@g@bd-9(a@ eI < 3¢

si g est suffisamment grand.

g.e.d.

Soit Mg = M0 ) et soit o9y un état fidele sur My alors

9o = Trch.) od Tr est la trace habituelle sur Mget h ast
un opérateur positif de trace 1. de wvaleurs propras
0 WD U Pour  tout ke Z  posons Mc = Mg
P = ¢, et soit M = EE My, 9 le facteur opérant dans
] "espace de Hilbert K obtenu par la représentation GNS pour
l6tat ¢ = ® ¢, de la C'-algébre ® M . Si petaq sont

des entiers vérifiant p < g, on notera Mj 1”image canonigue

Q
de ®M, dans P Mk -
R ,

Proposition 4.1.8. Scient M et ¢ comme ci-dessus.

1> Le groupe G des permutations finies de Z opére
ergodiquement dans M.
2> Le sous-groupe de Aut M 2ngendré par le décalage vers la

droite a sur M est fortement mé€langeant dans M pour o.

Preuve. 1) [5t1.5t2] Soit ge ©G: il existe p.g € Z,
p € q tels gue g soit une permutation de {p.p+tl..... ql.

Soit u, 1 opérateur unitaire de M; défini par
q q
ug(? EJ) = l? EQ‘J’

[l est clair que g — u; est une représentation unitaire de
G dans ®M, et que @ (Uxuyp = @ (x> pour tout x ¢ M.

Soit § 17image canonique de 1 ¢ @M dans K: on a u§ = §
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pour tout ge G. Pour tout entier positif p soit g,la
permutation écrite "sous forme de prodult de cycles

gdisjJoints:
gy = (=2p+1,—p+1) (-2p+2, p+2) ... (-p. OO (L, p+1> ... (p.2p)

ot notons u, 1 unitaire u, . Si x.y.z e MY pour p > g nous

avons

¢ Z'upxupy) =@ (upxuz'y)

p (WY& z8ED

(Upxupy € 12 £>

Soient x.y.z ¢ @M, et soient xq.yq 2q € My tels que lix-x,li
= 0, lly-yl — 0 et llz-zl = 0 si g - o . Pour tout ¢ >

0 on a

L (upxupy €128 - oGO WEI2zE) 1 <
Mgz + 21 xgllily-ygltlizIt +2lx,ll1yglll z-Z,4!
+ 1 QUXqUpUa € 1 2q &) =0 (Xg> (Ug € 1 2, €D |

< & si g est suffisamment grand et p < q.

-

Bonc Wxtpy€ 128> — oG W&1z& st p — o el si

€. €2 K on obtient (uxu &1 € — oGO (E I & pour
tout x ¢ ® M, '

Soit M°1“algdbre des points fixes de M par 17action de G;

du raisonnement ci-dessus on déduit que pour tout x e M® et
tout &, ¢ K, (xE1 &P = oCEL §D. En effet soit (x,

une sulte d“éléments de ®M, convergeant fortement vers x et

soit € > 0 fixé: pout tout p nous avons

L (XETED = 9COCET ED T =1 (Uxub €1 €D = @I C(ET ED |
= I ETUEY - eGICET ED
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<l €4l =) €I+ 1 Cp ) = 9 I CET ED 1
ol Uy €1 &) —o ) CE 1 € |
< 2NN~ EIl +1 Cupxaup € 1 €~ 9 (x) (&1 & 1.

Il existe n suffisamment grand pour que 21§l 1l (x-x) €Il <
£€/2 et pour cet entier.* n il existe p su'f‘f‘isamment. grand
pour que | WX €1 € - o2 (€1 &P < £/2. Comme &

est srbitraire on obtient (x€ 1 &P = o) C(ET &) . Soit e

le projecteur sur L €. Pour x e M° et €, £,¢ K on a

(GXE||62) = (XE1iE)(EIEZ> :<51|X'E>(£|Ez)
= o) (g EXCET §
et (xe €, € = (£, EXWETED =&, EXYCET &

donc xe = ex pour tout x € M® donc e e (M~

On en déduit alors que M° = € . En effet si x.ye M on a
pixy = (xy&i1 &) = (exey& | €) =9 &0 o (Y

donc ¢: M°® — € @est un #-homomorphisme surjectif et comme
¢ est fiddle. ¢ est un isomorphisme de M° sur C .

2) Par la proposition 4.1.7 il suffit de démontrer qus
lim ¢ (a@b) = 02 ¢®) pour tout a.be UM, . Si a.b

e U M, il existe p tel que a.be M, et pour tout k > 2p
p

w(a“@b) = 9@ 9b) car ¢ est Invariant par a.

g.e.d.

Le théordéme suivant donne une généralisation des schémas de
Bernoulll classigues: il permet d”en déduire 17existence
d’une famllle non dénombrable d automorphismes apériodiques

(CoZ] non conjugués de R.
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Théoréme -4.1.9. (C-S] Soient M, ¢ et a comme dans la

propositfon 4.1.8.
1) Le centralisateur Z, (M) de ¢ dans M est le facteur R
hyperfint de type 11 .

2> La restriction de «d R est un automorphisme 8

fortement mélangeant pour ¢ . d’entropie
HCBY = =25 k,logh,,

appelé décalage de Bernoulli sur R.

Preuve. 1) Soient p et q des entiers avec p € q ; on notera
Ny ¢ MJ le centralisateur de la restriction de ¢ & Mj. Il
est clalr que la suite (N%,)., est croissante et que éLﬁ;
est fortement dense dans Z, (M) car ¢ est un stat produit.
Pour voir que Z, (M) est un facteur. solt G et u,comme dans
la proposition 4.1.8. Ccmme ¢ est G-invarisnt, Z, (M) est
globalement invariant par 17action de G et u, e Z, (M. Par
‘la propesiticn 4.1.8 1) siI x est un &lément central de
Z, (M), XUy = UgX pour tout g € G, donc xe C " ce qul
démontre que Z, (M> est un facteur et donc Z, (M) = R.

2> 11 est clair que ¢est a-inuariant et que R est
globalement invariant par a. Comme a est fortement
mélangeant dans M (proposition 4.1.8), 8 est fortement
m§langeant dans R et on a 8 (ND = NI

Soit h = izll.e. , e, projecteurs minimaux de My: 1 “algébre

A, engendrée par {e;.....e,} est abélienne maximale dans M,
car ¢, est fidéle., donc dans Z, (M) . Pour tout ke Z .
posons A, = Ay et pour .tout p.q e Z, p< g, soit A}

1 “Image canonique de.gbﬂk dans M; alors Qgest abélianne

maximale dans Nj.
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H¢8) = lim HNY, , @),

p—=

Soit p fixé: par la propriégté C nous avons

HONG o 8Ny, oL, BRCNRD) = HONG L NBL L L, NESnD
< HNE™)
De plus comme A% est abélienne maximale dans N%" ., par la
propriété D

HINER Y = HCGAPE™) = 2p + m + DDHEAD
P (

car H(P® Q) = HPY + HW); donc

HINTY = H@E™) = (2p+m+1)H(AY
= HP, . B A%, .. BRCAR D))
< HNE,, BN, ..., 8" (N,
d7od HIN, ..., B°CNE, D) =(2p+m+ 1) HEAD .

0 “autre part nous avons

HGED = H@Y = i;lntpg(e.)
= ijnu,) =-3 A,logk,.

e 1=1

Ainsi HNE, , 8) = -}il A,logh, pour tout p.
q.e.d.

Soit By la transposition sur Myet pour K e Z2 posons

By = By et B= ®B,. Comme ¢, est invariant par By
ast invariant par B et on notera p la restriction de B 3

R. Par [Gt] p est , & . conjgugaison prés, 1 unique

ant lautomorphisme involutif de R.
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Corollaire 4.1.10. L “antiautomorphisme ¢ = 8p est

apériodique (c est-a-dire o’ est apériodique) et d’entropie

H(o) = H(8) = —Z; Alogh,

Preuve. Comme 8 p = p08 ona o® = 8" pour tout entier
n, donc o ast apériodique et H(o¢®» = H(8%) . Ainsi par la

proposition 4.1.4 ot le théoréme 4.1.9,
H(o) = H(B8) =—§; X,logh,.

g.e.d.

Corollaire 4.1.11. Soient 8, et 8, deux décalages ds

Bernoulli sur R. alors

H(8,® 6, = H(B,) + H(B, .

Preuve. Pour 8, soit (ND la famille des sous—algébbes

définie comme dans la démonstration du théoréme 4.1.9 et

pour 8, soit de mé&me (PD . Nous avons
HON, . B NP DL s BYCNP ) DY = HONE)
et
HPP, . B,P% 0. ... B85CP% )= H(PR
Donc HCNB, . B, (NP D L. ., BY QNP D) + HCPP, L B, (PP ), ..., B5CPP D) =
HANH) + HCPRX) = HINBX @ PRX) = H(NS, @ PP, .. ., 8@ 85 (NP, ®PP)) .

Ainsi HWN%, ., 8 + H(PP . B8, = HIN, ®P,, 8,8 8,) et nous

obtenons la conclusion par le théoréme de Kolmogorov-Sinai.

g.e.d.

Ment ionnons que la généralisation du corollaire 4.1.11 3 des
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fam.il

automorphismes arbitraires constitue un des problémes

ouverts les plus importants.

Proposition 4.1.12. Pour tout ne Z soient R, le facteur

hyperfini de type 1l;et 1, la trace canonique sur R,. On a
R = EE(R” 1) et si 0 désigne le décalage sur R. alors

H(B) = o .

Preuve. Pour chaque n scit (NP, une suite croissante ds
sous-facteurs de type I, de R, dont la réunion soit
faiblement dense dans R,. Si M; désigne 1 “image canonique de
Eiq N3, alors (M est une suite croissantes de sous-facteurs
de dimenstion finie dont la réunion est falblememt dense dans
® (R,, 1, i ainsi R = ® R, t,)0.

En outre., par le théoréme de Kolmogorov-Sinsl, nous avons

HCBY = lim H(M,, 68)

p—e

et par la propriété E,

i
HOME, 8 (M) . ... 8%(MD) =H(®ND = (2p+k+1) log p.
p p p P P )

ne-p

donc H(M;. 8) = log p: d’0Q H(8) = o .
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4.2. Entropie dang les produits croisés.

Solt X.un espéce borélien standard muni d’une mesure de
probabilité M diffuse. Soit G un groupe déncmbrable
d “sutomorphismes de X. Nous suhpaserons que le groupe G
conserve la mesure wet qu’il opére ergodiquement dans X.
nous noterons e 1 “élément neutre de G.

Rappelons la construction du produit croisé de Krieger
[Kr] telle gqu’elle est egposée dans (Gul2].

Pour tout w e X solt 6w = {(gw, geG} 1%rbite de u

sous l7action de 6 et scit K, = 1*(Gw)> muni de ls base
hilbertienne cancnique €¢,, . veGuw et posons €P =
€u.gu . Il est clair que pour g.he G la fonction w —

(E9] €%  est mesurable. donc 1-ensemble des £€© est une
famille fondsmentale de champs de vecteurs mesursbles [Di.
IT.1]. On définit slors 17espace de Hilbert K = [ K,
du(w) intégrale hilbertienne du champ mesurable w — K, .
Pour a ¢ L™ (X, u)>et ge G solent M, et U, les opérateurs

sur K définis par
M€y = aCw) €, et W€, = Yy (Euyd
od Y, ., est 17Isomorphisme de K, sur K,» définl par
Voo (€L e? Z€gun -

U est une représentstion unitaire de G dans K et on 8 les

relations

U E® = g9 et UMUL = M,
od galw) = a(gt w), '

L“algdbre de wven Neumsnn A = (M,, ael” (X, u)) est

.



isomorphe 4 L™ (X, u) ; dés lors nous Ident ifierons ces deux
algebres.

Par hypothése sur le groupe G, 17algsdbre de wvon Neumann
R = R(A.BG) engendrée par a et {U;,, g ¢ G} est un facteur de
type Il . hyperfini si| G est mcyennable.

Remsrquons que le wvecteur £ de K est un uvectsur trace
totalisateur et séparateur pour R: de plus A est abélisenne
maximale dans R. Si K” est le sous-espace de K engendré
par les a€® ., aefA et si p désigne le projecteur

orthogonal de K sur K”. 17application E: R — Adéfinie par
EG)E® = px€E@)

est 17unique espérance conditionnelle normale fidéle
de R sur A qui conserve la trace 7t sur R donnéde par le
vecteur £ .

Soit T un automorphisme de X conservant la mesure u : nous
noterons encore T son prolongement & A. Supposons que
T6T! = G et notons a(g = TgT™

Montrons que T se prolonge en un automorphisme B'de R
vérifiant 8<(a) = T(a) pour tout ae Aet 8WUY = U,y
Comme TGT = 6. pour tout we Xon s GT'w = T'Guw ,

donc 17application linésire 9,: K, — Kr4; définie par

o, (€442 = Epa,71, est un isomorphisme. Par [Di. 11.2],
le champ w — ©®, est mesurable. D’adtre part pour tout g

€ G nous avons la relstion:

ngT".TgT"u = ®-n.ni ljJg.g"T""m ¢Tg“T"M .
En effet | o0

¢-"'1 wg-g'lr' w € ET:;"T'1 w TgiT !y )
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— -1

= ¢ W wgsg'lT" w (€ ol T u.gtT e )

- -1

= 05 CErrygirty) = P e )
et

Vigtt ot e CErgirtungitty ) = €4 1471y .

Soit V | opérateur sur K défini par
VE, = 07 &y,
Alors V est un opérateur unitaire sur K: en effet on s

Ve, = b, €4,
et pour £, £ e K
CEIVEED = [,CE, 1 v E7, 0 du(w)
= (i€ 1 0 Epudu (W)

Sotent &, = ..ZL Auo €., €L £74, = 'Z;ul'n.r.- E1u,Ter

slors

CEIvteEn = [y 2o huy €y :"&A'T,_T,. €, ¢-0du CuW)
I e Ao A ey duCw)

Jx 'zgququuJ-Ijljgle<w)

Jx 2o Ariwary X 7w du ()

JxCvEY 1 €7 0duCw)

vVET &N,

]|

1l

n

Pour tout be Aet tout ge Gnous svons les relstions

VbV* = T(b) et VUN' = U, .
En effet
(WbV* E), = 07 BV )y = 0L BT w) (VW E) )
= b(Trw o) ¢, E, = (TbEY, .
D “autre part

WUV Edy = 00 WV Edqay = 00 Y, oray VT E) g,
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i

=1 .
® ] Wg_g-:r-: u (I)Tg-: Tt E To-l-r-l u = ngT-’ .T.Q"T" " E Tg"T" " "

y

alp.agHw Eu(g")u = (U,(g) E)u

Ainsi VRV' = R et 1“automorphisme 8 de R défini per -
8 (x) = VxV' pour tout x ¢ R uérifie 8¢ = T(a) pour tout
ae A et 6 Uy = Ue o pour tout ge 6. D700 le

prolongement annoncé.

Supposons G réunion d7une sulite croissante (G) de groupes
finis avec TG,T" ¢ Gny

Soit (APny une suite croissante de sous-algébres de
dimension finie de A telle que kﬁﬂn soit fsiblement dense
dens A et telle que G, opére sur A, pour tout n. Pour p
fixé, posons Ay, = <Ll0TJ(QQ)' . Le groupe G,, engendré
par {at(Gy.0< j< n} est finii nous supposerons que G,
opere sur A, |

Sous ces hypothéses nous avons le théoréme

Théoréme 4.2.1. Si R. 8 et T sont comme ci-dessus. alors

HC(8) = h{D

ol H est 17entropie de Connes-Stdrmer et h est ] entropie

de Kolmogorov.

Predve. Soit A, comme éi—dessus et soit N, 17algeébre de wvon
Neumsnn engendrée par Ry et {Ug, g e Gl I N, est une
sous-algeébre de dimension finie de R et éLzNP est faiblement
dense dans R.

Donc per le théoréme de Kolmogorovu-Sinai

HCB> = 1im H(N

1
p—e P

6.
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Pour tout entier 3 > 0 17algdbre de von Neumann sngendrée
par T7(A) et {Us,gp . ge'Gyd est égale 38 67N . donc si
J € n, 87Ny est contenue dans la sous-algébre de wvon
Neumann N,, de dimension finie. engendrée par A, et

{Uge g eBpnl. Ainsi par la propriété C

HNg, 8 (N oL BP(NDD € HUN, ).
Comme A,, est sbélienne maximale dans N,, . nous obtenons
HCN,, 8 (N, ... 8P (ND) < HCA, ) = h(LlOTJ(Qp))

d ol
HN,. 8) < he@A,, T
et donc H(8) < h(T) .

D“autre pert il est clair que H(B) > h(D
g.e.d.

Exemple 4.2.2. Socient X, = {1. .... ml}, By ls tribu

borélienne canonique .sur X, et up, la mesure donnée par
wep = A, . J=l.....m. 1> 0. E; Ay =1 et solt Gple
groupe des permutations de X, qut conservent la mesure u,.
Posons (X.B. u) ="1:l:z (X By 1) 00 X By 1y = (g Bpe )
pour tout ke Z .

Pour p.qe Z . p < gsoit (X.BY u®H = ]j;p (X,.By. b)) et
soit G) le groups des automorphismes de X; engendré par } Go
et le groupe des automorphismes de X; correspondsnt aux
permutations de {p.p+l..... ql}. Posons G =:tioGZ,: Il est
clair que le groupe G opére ergbdiquement dans X.

Soit T le décalage de Bernoulli sur X: 17application a(g) =
TgT™? définit un automorphisme de G. Soit R = R(A, G): si 8

désigne 1 automorphisme de R défini comme précédemment. le
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triplet (X.G.T> vérifie les hypothdses du théoréme. on a

donc
H(B> = h(T) = -2; A,logh,.

Ce résultat peut 8&tre obtenu différemment: en effet nous
allons voir que 1 “automorphisme 8 ci-dessus est conjugué au
décalage de Bernoulli 8 non commutatif construit au
paragraphe 1 sur un prodult tensoriel infini. |
Reprenons les notations du théoréme 4.1.9. Soient

Mo = MaCC )., 9o un état fidéle sur My, vérifiant oo = Trch.)

od h = Eil Ae, . e, projecteurs minimaux de M,et
M = EE Myr 042 avec My = Mg . 9, = 9y pour tout ke Z .
» = ® ¢, ot & = Z, M. Soient M} 1%image canonique de

?P% dans M., Ni le centralisateur de la restriction de ¢ 3
Ma et A7 1“image canonique de %Fﬁ od A, =R, est la
sous-algébre abélienne maximale de M, engendrée par ls
famille (e,>. Nous identifierons la sous-algébre sbélienne
maxtmale de ﬁ adhérence faible de Lﬁﬁ% 4 la sous-algébre
A=L X,u) < R. Ainsi le groupe G opére sur Al ., donc
pour tout ge G 1l existe un unitaire v, de NI tel que
g¢@ = vgay, pour tout s e A} et grace 3 la structure du
groupe G ., on peut choisir ces unitaires de manidre qu”ils
forment un groupe et que 8 Ve = Ve = Urgrt 00 : est le
décalage de Bernoulli sur é

D“autre part t1 est clair qus Ae est réguliére dans Njcar
elle est abélienne maximale dans M: .. Donc 17algébre
de von Neumann engendrée par Ap et {v,. g €G)} est égale 3
Na. Comme UN%, est faiblement dense dans R . 1 “algebre de
von Neumann engendrée par A et {v,, g e G} est égale 3 ﬁ .

L “application ¢: R~ R définie par ¢ (a) = a pour tout
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ae A et OC = U, est un isomorphisme et on a ¢ éqv‘ =

8 . ce qui démontre | assertion ci-dessus.

Soit M une algébre de von Neumann finie 4 prédusal séparable.

munie d une trace normale fidéle normal isée.

Lemme 4.2.3. Soient G un groupe topologique et a: G — Aut

M une action continue pour la topologie de las convergence
simple 2-normique sur Aut M et telle que t(a,(x)) = 1
pour tout x € M et tout ge G . Alors pour toute partie
compscte K de M pour 1a topologie de la convergence

Z2-normique sur M nous avons
Sup Ix - agxll, = 0 sig— e

ol e est 1 élément neutre de 6.

Preuve. Soit ¢ > 0. pour tout x e K soit Bx.€&) =
{ye M Hx-yll, < €3} . Comme K est compact. il existe
Xyo ..., Xn € K tels que K ¢ QliB(x,.E)

Par hypothése sur a il existe un voisinage W,de e dans G
tel que pour tout ge W, lix, - ayxpIll; < € . Pour tout

X € B(x,, €2 nous avons
Ix = agGOll, € 2 Hx, - xll; + lix, - agxll; < 3¢

si ge W,
Soit W =,b1‘“‘ alors lIx - agxll; < 3¢ péur tout x e K
et tout ge W

g.e.d.
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Proposition 4.2.4. Soit K un sous-ensemble précompact de

1 “espace métrique F des sous-algébres de dimension finie

de M. Pour toute suite (Np%. N, e K nous svons

lim nPHON,, ... N =0

no-=

Preuve. Soit ¢ > 0. il existe un entier m > 0 tel que
pour tout n 2 m il existe I < m avec dIN,.N;) < € , donc

par la propriété F

HONg, .o N = HONp Lo N ) € HAKN, TN
< dWN,.Np < €.

Ainsi
NP HWN, .. N =
n tEI";:(mN,,...,N.,,) S HMN. L NDD + HON LN T
€ ntln - m e + HN. ... N

Comme £ est arbitraire., nous obtenons la conclusion.

q.e.d.

‘Soit G un sous-groupe compact du groupe des automorphismes
de M muni de la topologie de la convergence simple
2-normique et supposons que T(@x)) = 1 pour tout

xe M et tout ge 06

Lemme 4.2.5. Pour tout Ne F et toul ge G. 1 ensemble

{g"N). neN Y est précompact dans F.

Preuve. Soit (nJwy une suite d7entiers positifs. Il existe
une sous-suite de (ny) . encore notée (nyy telle que

g™ converge pour la topologie de la convergence uriiforme

43



2-normique sur les compacts de M (lemme 4.2.3). Donc
la suite (g"* (N)) est de Cauchy par le théoréme 3.10.
g.e.d.

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la

proposition 4.2.4 et du lemme 4.2.5.

Proposition 4.2.6. Sous les hypothdses ¢i-dessus nous avons

H(g’> = 0 pour tout ge G.

Soit X un espace borélien standard muni d“une mesure de
probabilité diffuse pet soit T un automorphisme ergodique
de X conservant la mesure u . Soit R =L X, w) xZ le
facteur hyperfini de tupe II,, produit croisé de X par T.
Soient A 17image cesnonique de L° (X, u> dens R, &
1 “espérance conditionnelle canonique de R sur A et U
1“unitaire de R correspondant 4 la translation de 1 dans Z .

Pasons
Ro = {y e R,g=EJanU", an€ A, Jc Z ., J finil

Pour tout f e L'(X.u) et tout ye Ry, . 17application ¢,
définie par

Oy O = [y EWxPf du

est une forme linéaire ultrafaiblement continue sur R.

Proposition 4.2.7. L “espace vectoriel engendrd par les ¢,r.

y e Ry, f e L'(x,u) est dense dans le prédual de R.

- Preuve. Voir [Au. paragraphe 1.2].
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Théoréme 4.2.8. Supposons que 1 automorphisme T soit- a

spectre discret:; c est-a-dire que 1 ensemble des wvecteurs
propres de 1‘opérateur unitaire de L*(X. u) associé 3 T est
total dans L*(X. w) .Alors

H@Ad W = h((D = 0.

Preuve. Par [Wal. théoréme 3.4 page 68] on peul supposer que
X est un groupe abélien compact et que T est une ratation
sur X: c-est-a-dire 11 existe ge X avec T = T, od
Tsh) = gh  pour tout he X . Comme X est abélien. nous
avons T Ty = T, T, pour tout ke X; donc T,s’étend en un
aulomorphisme 8, de R en posant pour tout Kk 8,(a = T,(a)
pour tout ae A ot 8, = U

Montrons que 1 “action de X ~sur R donnée par
keX — 8,efAut R est continue pour la p-topologie.

Soient y = Z:;l bu" € R, et x = Z‘,z a"e R, a, e A.

Alors
u'xy = l'J'Z; U™ bia,U"b U™
= ..§ Ty (bla,) Tg™ by U
donc
EW'xy = Z..:JT;“ bP TP b T (8y )
et

EQ 8,000 = 5 T BT () T (Tylapn, )

T.J

Pour f e L'(X, g> nous obtenons

o (X = 8,000 =
S5 T BD TP B) T (un, = TulBnn ) 1fd .

Ainsi
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P gge (X = 8,000 1 <

5o lalliibyi Jx Il T (ann, = Tk(@nny 20 1 1 1 du

et donc | ¢, Xx-8,()1 —~ 0 si k- e ode est 17élément
neutre de X.

Il est clair que ce résultat reste wrai pour toute
combinaison lindaire finie de ¢, . Oonc psr la proposition
4.2.7 l7action k — 8, est continue pour la p-topologie.
Alnsi par la proposition 4.2.6 nous avons H(8,) = 0 pour
tout ke X et comme -8, = Ad U nous obtenons la conclusion.

g.e.d.

Soit G un groupe abélien localement compact. On dit quune
représentation unitairé continue 1 de G dans 1“espace de
Hilbert K & un spectre discret si K posséde une base
orthonormée {(£,. ye I ¢ é} formée de uecteurs‘propres:
c ‘est-3-dire (@ §, = <g.¥r> §, bour tout ye I' et
tout ge G. Soit aune action ergodigue de G dans le
groupe des automorphismes d“un facteur finl M, continue pour
la u-topologie. Le égstéme (M. a) est appelé presque
périodique [0-P-T, définition 7.3]1 st la représentalion
standard du systéme (M,G.q) a un spectre discret. Des
propositions 4.2.6 ci-dessus et 7.2 de (0-P-T] on déduit le

corollaire

Corplleire 4.2.39. Soit M: a) un G-bysteéms presque

périodique; alors H(a(g)) = 0 pour tout ge G.

Remarque 4.2.10. On a vu au paragraphe 1 qu’il existe des

automorphismes extérieurs d’entropie infinie. Montrons qu’il

existe aussi des automorphismes intérieurs d7entropie
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infinie. Soit X un espace borélien standard muni d‘une
mesure de probabilité diffuse uet soit T un automor‘phlsmé
ergodique de X conservant pupet soit R =L X, u) x; Z ..
St U est 17unitaire de R correspondant a la translation
de 1 dans Z i1 est clair que H@AD U > h(T) donc si
h(T) = @ (voir par exemple [Wal, page 36]) alors
HAd V) =
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4.3. Entropies d’un flot d automorphismes.

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoreme

Théoreme 4.3.1. Soit (a,) ug un flot d automorphismes du

facteur hyperfini de type 11, . continu pour le u-topologie.

Alors
H(Cap = 1t HCap
pour tout t € R
Preuve., Vu que H(8) = H(87') pour tout 8 e Aut R, on

peut supposer t > (0. Comme dans (Sin, page 1271, montrons

que pour 0<s <t
H(ayp < t/s HCap

Soient m un entier positif et N wune sous-algeébre ds
dimension finie de R. Notons k() un entier positif

vér | f lant

nt € k(s < (n+1)>t , ne N

et r(n) l7entier positif vérifiant

rds/m € Nt < (P+Ds/m, ne N,
Comme {r(ld.,....r{M3ec {1.2..... k<Mml. pour k = k(n? nous
avons
H(N. UL(N) te e 'Cl..,t (N)) < HN, aerm (N> ..... a (hnd s/m (N)) +
-Z::=1H< A (N | Grgyarm (DY
Mais
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HCap (D | argyem (DD = HCay (N) TN

od A=pt -rPls/met 0 < A < s/m.

Par le lemme 4.2.3 on peut supposer que (ay est continu
pour la topologie de la convergence uniforme 2-normique sur
les compacts de R. Donc pour tout € > 0il existe m

suffisamment grand pour que H(a; (D IN) < €& (Lhéoréme

3.100. Ainsi

NPHON, a (DL ..., ay (DD €
mdn™ km) TPHNL L L, Oges (D) + €.

De plus si n - o, KN = o et k{mM/n — t/s. donc
HN, ) € mt/s HIN, a0 + €.
Soit N telle que H(ay < HNN,ay) + € . Alors

H(ay € HWIN,ap + €
€ mt/s HWNN, a0 + 2€

€ mt/s HCag ) + 2€

il

t/s H(ap + 2¢€

car R est hyperfini <(proposition 4.1.4>. Comme € est

arbitralire nous obtenons

H(Cay < t/s H(ap.

Soit q un entier vérifiant 0 < t/qg < s. Par le résultat

Ci~-dessus. Nnous svons

HCag € qs/t HCay,? = s/t HCay

Ainsi
HCay) = t/s HCa,).
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4.4. Non continuité de 17entropie.

Déns' ce paragraphe nous étudions certaines questions
concernant la non continuité de 1 “entropie  d7un

sutomorphisme.

Proposition 4.4.1. L ‘ensemble des unitsires périodiques

d “une élgébre de von Neumann M est normiguement dense dans

le groupe des unitaires de M.

Preuve. Solt n un entler positif et posons

Wox = exp(2|tk/r‘|),‘l'),,_k ={ue € | w-= exp(it), t e R,
2i tk/n € t < 2i 1 (k+1)/nd;
pour kK = 0,...,n-1.

Soit F,la fonction borélienne sur le cercle unité S'de €

définie par F,(2) = w,, sl ze 0,,: alors

<

|F(2) - 21 € €,= | W,y — Who!

pour tout ze S' et il est clalr que ¢, — O lorsque
nm — o
Soit u un unitaire de M. Pour tout n soit u, = F,(W;

alors u,est un unitaire périodique de M et
lim Hu, - ull £ 1lim €, = 0.

n~= n~e

g.e.d.

Corollaire 4.4.2. 51 M est une algebre de wvon Neumann de

type 11, 1spplication H: Aut M - R,, & — H(B) n’est

pas normiquement continue.

56



Preuve. Comme M est de type II,. elle contient le facteur
hyperfini de type 1l,: donc par la remarque 4.2.10 il
existe un unitaire u ¢ M vérifiant H(Ad W > 0.

Par 1la proposition ci-dessus i1l existé une suite (uy
dunitaires périodiques de M tels que llu - ull —~ O . CommeA
HARd uy =0 pour tout n, nous obtenons la conclusion.

g.e.d.

Proposition 4.4.3. Soit R le facteur hyperfini de type I1l, .

on muni Aut R de la u-topologie. Le sous-ensemble de Aut A

formé des automorphismes d’entropie nulle est un G, dense.

Preuve. Comme Int R = Aut R [Sal. th. 41, par la proposition
4.4.1 17ensemble des sutomorphismes d’entropie nulle est
dense dans Aut R. Il reste donc & voir que c’est un G,
Soit N une sous-algebre de dimension finie de R et soil p
un entier positif. L7application H,y® Aut R — R définie
par  H,.y(8) = plHN, 8D, ..., 8P(N)> est continue. En
effet, soit 68 ¢ Aut R; par la propriété F., pour tout
¢ € Aut R

| How €8 = Hyw o) 1 <
-1 J J J J
™ max {E;Hce ™1 o (N)).i;_;IH(o N> | 82N> )

Soit € > 0 et soit n = dim N; par le théoréme 3.10 il
existe 8 > 0 tel que sl P et @ sont des sous—algébres de
dimension finie de R vérifiant dim P = n et P : Q ealors
HPI@® < € . D7autre part si Nidésigne la boule unité de
N, il existe un volsinage W de 8 dans Aut R tel gque pour

tout o ¢ W
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sup H83¢x) - odGOll, < &

L] 4
pour 1.....p. Donc B3Ny ¢ od(N) et o¥(N) ¢ BI(ND

pour l1.....p. Alnsl s1 o e W, 1H (8) - HyCO) I
< €& ce qui démontre la continuité de H,,
On en déduit alors que 17application 8 — H(N, 8) est

sem|-cont Inue supérieurement car

HON. 8) = 1im Ho (8) = inf Hy (8).

pee
Soit (€, une suite décroissante de nombres positifs tels
tels que lim €, =0 et soit N2 une sulte croissante de
sous-algeébres de dimension finie de R telle que 17algébre
de wvon Neumann engendrée par les Nysoit égale & R.

Pour tout K posons
Ve = {8 e Aut R | HN,. 8 < 6l

Il est clair que V,contient 1“ensemble des automorbhfsmes
d’entrople nulle:. d“sutre part V,est un sous-ensemble
ouvert de Aut R car il est 1”image réciproque de J-wo , €,
par 17application & — H(N, 8). Posons V = f:Vk: alors V
est 1 7ensemble des automorphismes d”entropie nulle et c”est
un G4 dense.

gq.e.d.
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4.5. Une famille non dénombrable d“automorphismes.

d’entropie nulle,

Comme dans le cas classique., 17entropie est un invariant de
conjugaison qul est loin d“@tre complet. A titre d exemple.
nous donnons dans ce paragraphe une famille non dénombrable
d “automorphismes apériodiques non conjugués d entropie nulle

sur le facteur R hyperfini de type II,

Soit X un espace borélien standard muni d“une mesure de
probabilité diffuse w et soit T un automorphisme ergodique
L. X, H) XTZ

de X conservant M. On considére R
U et A comme avant la proposition 4.2.7.
Pour t e [0, 1[, posons X, = exp(2i xt) ¢ &' =7 et soit
V. 1-opérateur unitaire sur L@ .L*(X. u>) défini par

Vg = X" £

Pour tout a e A nous avons ViaVy = a et V,U"V{ = x{"U" pour
tout n. e Z . donc 17application 8.(x) = VxV{ est un
automorphisme de R. L7action 8 de S' ainsi définie est
appelée action duale (voir [Tal)>. Cette action est continue
pour la topologie de la convergence slmple‘forte sur Aut R

{Ta. page 187]. Ainsi par la proposition 4.2.6 nous obtenons
Proposition 4.5.1. Pour  tout t e [0, 10, H(8Y = 0.
‘Nous noterons P(T) le spectre ponctuel de T: c’est-a-dire

P> est le spectre ponctuel de 17opérateur unitaire de

L2¢X, u) associé A T.
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Proposition 4.5.2. Pour tout te (0, 10, B8, est un

sutomorphisme intérieur de R si et  seulement si

X, = exp@irt) ¢ P(M.

Preuve, Supposons que 8, soit un automorphisme
intérieur de R, c”est-3-dire 8, = Ad v avec v e R. C.omme
B,(8) = o pour tout 2 € A, pous avons v € Acar A est
abédlienne maximale dans R. De plus wUu' = Xwdonc TW) =
XV, ainsi Xy e P(.

Réc iproquement supposons que X, € P(T) et soit f e L*(X, u)
une fenction propre de T correspondant & la valeur propre

X Nous avons
FECT W)l = 1 x| 1 fCwy |

pour tout w e X . Comme T est ergodique |fl = K est une
constante presque partout et f e L° (x, u). Soit v i’image
canonique de k™ f dans A: v est un unitaire de A et une
fonction propre de T. Donc T = xw = UwW , dou
wUu' = XU = 8, . Vu que vay' = apour tout a € Anous
avons 8, = Ad v

g.e.d.

Corgllaire 4.5.3. Si T est faiblement mélangeant, alors pour

tout nombre irrationnel t e (0. 1[, 8, est apériodique.

Preuve. Si T est faiblement mélangeur alors P(T) = {1} et
si t est un nombre irrationnel dans (0., 1[ alors Xi = !
pour tout entier n = 0, ainsi 8 est un automorphisme
extérieur pour  tout n = 0; c’est-a-dire 6, est

apériodique.
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Dés maintenant soit t ¢ [0, I{un nombre irrationnel fixé
et soient S et T deux automorphismes ergodiques de X
conservant la mesure u._Notons R=1L" X, u) x¢Z =
L™ X, u) x5 Z et U (resp. V) 17opérateur unitaire de R
correspondant & T (resp. 9.

Soient 8 17action duale pour T et ol action duale pour S.
Supposons qu”il existe v ¢ Aut R vérifiant o, = w8, ¥,
Pour tout a € Anous avons a = 6.,(a@ = w0,y (@ , donc

y (@ € A car t est irrationnel, donc v (@ = Q. De plus
o (V) = x{'V= gl V), donc Xyt V) = BT (W)
ainsi B,y (W) = Uy (W .d7oa W'y (W) = ae Acart
est irrationnel. Alnsl Stb) = VbV' = gy W w(a)b-p(a)'w(U)' =

y Wby D', c’est-d-dire S = yTy™' . En conséquence si o,
et 8, sont conjugués dans R, alaors S et T sont conjugués
dans A. |
Réciproquement. supposons qu”il existe ¢ ¢ Aut A tel que

S = Tyt Nous noterons encore y son prolongement

canonique & R (y) = V). Nous avons y B, 97V =

X¢V = o) et ye,v'(@ = apour tout ae A, donc

|

O v B,p,

Nous avons donc démontré le théoréme

Théoreme 4.5.4. Avec les notations ci-dessus, S et T sont

conjugués si et seulement si o, et &, le sont pour un

nombre irrationnel t e [0, 1[.

Corollaire 4.5.5. Il existe une famille non dénombrable

d “automorphismes epériodiques non congugugs d’entrople

nuile sur le facteur hyperfini de type II, .
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Preuve. Pour A ¢ R, soit S, le décalage de Bernoulli

d“entropte A sur X. Soit 8' 1-action duale pour S, dans

R = L (X.u) x, Z et soit te (0.1l un nombre
irrationnel fixé. Pour tout A € R: B8, est apériodiqus
par le corollaire 4.5.3 et H(8!) = 0 par lz propasition
4.5.1, De plus si A = A7, 5, et 5,- ne sont pas.
conjugués car leurs- entropies différent. Ains! par le
théoréme 4.5.4, 8 et 8! ne sont pas conjugués.

g.e.d.
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4.6. Un exemple de décalage markovlien.

Soit m un entier > 2 et notons My, le facteur de type
I.. Pour tout ke Z posons M, = M, et soit C la C'-algdbre
C = 8, M Pour tout je Z nous noterons 1, 17ingection
naturelle de Mydans le j-iéme facteur de C et si p.qge Z.
p € q. nous noterons Mg la C'-algébre engendrée par
{x, M, J=p.....02.
Soient o la décalage de 1 vers la droite sur C. v un état
sur C. invariant par a et v} la restriction de ¢ 3 M
Par (Sa2. 1.23]1 v est déter‘miné de maniére unique par les

¥ el. comme Y est invariant par a, y est déterminé de

manidre unique par les yg. ne N,

Définttion 4.6.1. L état v est appelé markovien s”il existe

une application lingaire completsment positive

6: Mg @ Mg — Mg vérifiant c(lel) = | et o (x®y)

o (x® c(y®1)) pour tout x.y e My, telle que

0 CTo(xg) . Tax)) = U0( 0 (xo® 6 (x;® ... ® 6 (x.®1)...0))

= Yolo(xe® 0 (X ®...® 6 (xpy ®X)...00)

pour toul Xo:X;,....Xn € Mp.

Dés maintenant nous nous concentrerons sur 1 exemple

suiwvant.

Solt (e, ici.cnun systéme d unités matricielles dans M.

Solent hoe Mg et pour tout 1 = 1.....m, W, e M,
m . m

he = Z.-:=: Ae,, MW = ZJ;lp.JeJJ vgrifiant A, > 0. p, 2 O

pour tout I.3. ZJ;IR_E ZJ;Ip,_, =1 et ZJ) Ap, = A, pour
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tout 1. Posons ¢y = Tr(hg.?> o0 Tr est la trace habituselle

sur M, et
o (x®yY = E;(H&x® YW

m
od W = Qle,,mfl:” et E,est 1 spplication lindaire de

My ® Mg sur Mydonnée par £ (x@y> = xTr(y . Nous avons

o x®Y = E (G e, W (Xx®Y T ey, O W)
E.(?Je.,xeJJ ® W2 yWl?)

2@6,, xe,, Tr (W2 yW?)

Donc ¢ (1®1> =1 ; de plus

o (x® o (Y@ 1)) = 3 e xey Tr K™ 2Je,. ye,, Tr W2 W20 W)
Ele,{k x6y, Tr (W Zl) e, yTr (WY W)
;lem xey TR 2 yW’?) = o (x®y).

1

ODonc o satisfait aux conditions de la définition 4.6.1.
Pour ¥k = 0,....n soit x, € My: on définit 176tat @j sur M,

par
PolXolXe) ... To(Xy)) =9o( 0 (Xg® 0 (X ®...8 (X ®Xp)...00)
et pour p.qe Z. p € q et pour x e M on pose
Palx> = 9g" Ca® ().

L“état ¢ sur C est slors donné psr ls famille o7, . Pour

simplifier. nous supposerons ¢ fidéle.

. ‘ )}
Lomme 4.6.2. Soient Xer....%n € Mo X« =20 xij ey . alors
+J

O5CHo (X . TalX)d = T Ay Piauty - - Proets Xl - - - X, -

Pouudi th
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Preuve. Nous avons

0ol To(8,,,2 11(&y,. ) ... %,88,.,)) =

= 9o(0(e,,®0(8,,%...00,,,.,, ®e. ,). .00

= 9o(0Ce,,®.. . ®ade,, ., ® Z;Je.. im0, TP W% e, W)
= 9olo(e,,®...0de ,.,,®%e._,. ., Tr(w}iﬁe,m*wﬁ)) DD

= 8 P, ©0C0 (8, ,,® ... 9 U.<81,,_,,J,,_, @8, , gl ...7) .A

D“0d par induction

0ol Tolxg) ... TplXy)) =
= 6 IneJw 6 Il v dret = ¢ 6l|._|]| plo.h plj-!: L 'pln-l"n v (elo-.lo>
= 6 los Jo 6 [T | I 6 Ine Jn A lg p'ovll pl1-|z tr 'p|h-1-|n :
Ainsi
03CTe0) . T ) = T AigPrts - - Prosta Xigig - - - Xim,
q.e.d
Proposition 4.6.3. Si W, = hg pour tout 1 = 1...., m alors

1 7°6tat ¢ est un état produit.

Preuve. On a W =Y e,®W? = Y e,®h/? =1 ® hy*. Donc
1=1 1

o (x®y) = E;({18hy?) (x®y (1®hy*)) =

= E,(x ® hy*yhd®)

x Trthe?yhy®) = xeqly) .

D00 9aCxolXe) ... T,0X)) = @0olXg) ... 9wolxy .
g.e.d.
Soit M 1 “algebre de von Neumann obtenue par la construction

GNS pour 176tat ¢ de la C'-algébreC et soit N = Z, (M)

le centralisateur de ¢ dans M. Comme le décalage a
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lalsse ¢ Invariant, la restriction de a 3 N gst un

automorphisme 8 de N appelé décalage merkovien sur N.

Corollaire 4.6.4. Si W, =hy pour tout i = 1.....m,

1 “automorphisme 8 est un décalage de Bernoulll.

Soit Trp, 1o trace habituslle sur Moo 6t soit hyq lo.
dérivée de Radon-Nikodym de ¢,, relstivement & ls trace

Tr = Trpqpq.>. Nous noterons h, = hgs: par

p.g ° Pp.q

définition de ¢J, aon a h,q = a’(hy,).

Lemme 4.6.5. Avec les notations ci-dessus nous avons

3) hy = Iz: ).

o, 0 Tﬂ( l|u e1o.lo) Il(plg.Heh.ll ) . In-l (pl,,._g.tn_.l eln_‘,ln_, ) In(N

et

b> L opérateur unitaire u®® = h'io hitye M, U MIH ",

) G0 .
Preuve. Paur k = 0.....n soit X = 2 X, €, : NOUS avons
T

Tro.n Ro . Tu(l,oewJo) t Prpiy C1ry )

Toet Prozites Ciyoing ) TolXe) ... TalX ] =
Tr‘ﬂ-l’l [ IO( A lo eln.lo XO) X 1 (pln.“ ell.li X]_) .
In'l (p|n-z'|n-1 eln,.l.ln,.q xn—l ) In(w Xn)] =

(]

()} (1) n-1 [¢
2 , A lgxlp.lo plp-ll x':-': . 'p|n-l-|n-l x'o-l-'o-l (EI plw-i.-tnx!:.)ln) =

({1} {n)
2 )\ 1o Plocty « o «Piatoin Xigoag - - - X1, 0m

= ol aglxg ... Tox)).

Ce qui démontre la premiére assertion.

Posons qQ - p = n: Nous avons

S thete = aft ol a (ht )
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-1t _ -1t -1t
n+2 T N-Z:-Jmsl"kph"h .. ’pJn-Jnu) Io(ex'l’) N e (GJW,JW) L CNJMI>

a (h,',t) = E | (ln P, - 'p'n-l"..)'t l1<e.,,|,) Ve In(elmln) (N::’)
donc hn; a (hy') =
z,h;,_hl .-]‘:L A:]:' p_-k:-tJl IO(BJ)_J)) Il(e‘h_‘h ) ZJEM II'H'! <eJm1.JM, ) Hn+2 (H;:’L’ )

d“o0 hus a¢hl'y e MuMniy © .

AINsT hltan hetg & P (Mg UMRID " = (M, U MITH ",

]

g.e.d.

. {p.q}
Soient ¢' le groupe modulaire pour ¢ dans M et o®%¥ le
groupe modulaire pour @7 dans M3 . Comme ¢o a = ¢ st ¢ =

k K
@mco d pour tout ke Z , on s

0,:0 a = a 0: et ako oép.?) = o:p#-k.ql»k)o Gk
pour tout t eR
Proposition 4.6.6. Pour tout xe M, on a of (x =

(-n-1.n+1)
oy (x> pour tout t ¢ R
Preuve. On a 6f (x) = ofo a0 0% et pour k > n+l

o 00 = hlow xhlck

— it -1t 1t -1t It -1t

- h-k+l.k-l h—kﬂ.k-l h-l(.k Xh-k.k -K+1,.K-1 h-kﬂ.k-l

— It (=K+1 K=1) « ¢ (-k+1, k=12 -1t

= Bl (U 7 X Uy k41, k-1

- 1t -1t

= Nlestiket X Noagiuet

- Oé-k+l.k-1) <x> )
Donc st k > n+l on obtient

ol GO = afo aF¥e o™ GO

Mais par [Lo. lemme 41, oY (x) converge fortement vers
al O lorsque Kk tend vers 17infini. D7 od
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ejp.jp

of () = oMY o

pour tout t e R

g.e.d
Pour tout ne N et tout K e Z posons
NY, = {xe M, | o™ () = x pour tout t ¢ R
N = {x e MUK | o™l () = x pour tout t € R 2

donc Nos = B8%(N" ).

Corollaire 4.6.7. Soit E, 1 unique espérance conditionnelle

normale fidéle de M sur N qui conserve ¢: alors E, M}) =

[\ ., donc N est une algébre de von Neumann hyperfinie.
Preuve. Par définition E, M,) = {xe M, | of (xX) = x
pour tout te R} comme o (x) = oMY (%) pour

tout xe M, on a E, M,) = N,. Il est clair que N est
finie: elle est hyperfinie car (M,> est une suite
croissante de sous-algébres de dimension finie de M qui
engendre M. |

g.e.d.

Soit A, la sous-algébre abélienne maximale de My engendrée
. q
par {e, . 1 =1....,m} et soit A; 1 image canonique de p®ﬂ0

dans M: alors A; est abélienne maximale dans M;

Proposition 4.6.8. Pour tout entier positif n on 2

by ] ! .
A%, e NI, .

Preuve. Il suffit de wvoir que hywy = yhsee pour tout
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ye AM™  car s xe A

h-n—l.nﬂ X = a-ﬂ-] (hzr“.z GMI (X))

a ™ (hanee )

ody = a™ () e AM

2n+1
1,68 ... Tone Ban ) € AT, oOn a

]

Sl y
PRI nZ: bﬁo(k'De”'”) T Pioty @ty ? - -
T 2n+1 <p|;n.rw1 =TT > T 2ne2 (HHM ) 11(81) e Tone (82n+1)

= Yhgnsz

car TP, By ”? Tuar) = 1,080 LTSS ST - T

pour tout kK = 1.2,...,2n+1.
g.e.d.

Théorémg 4.6.8. Soit 0 le décalage markovien sur N. alors

H(8) = - Z;l A.pi,log pi, .

Preuve. Par le théoréme 4.1.3 et le corollaire 4.6.7 nous

avons

HC8> = Lim HI(NZ, . 8),

Lt

et pour n fixé

HON, . 8) = 1imQ@ ™ HWINS, . 8N ) L. ... 829 (NS )
q-e
= 1im Q@ HING, N, .. NS
q-c
Pour tout k = 1,....2g on a N < N%¥ | En effet pour

K
tout x € Nl on a

-1, n+2q+1) _ (-n—1.n+2q+1> -ni-1, —
| cé—nln q (X) = thlnqu o cftn+k1n+k+1) (x) =

1t -1t I -1
h-n-l.n+2q+1 h-n+k-1.n+k+l X h—n+k-1.n+k+l h-n—l.n+2q+l .
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Par un ralsonnement identique 4 celul du lemme 4.6.5 b) on

volt que

It - K=-n-1 nt2gtl « »
h-n-l.n+2q+1 h-n*k-l.n*k*l € (M—n—i U Mk+n+1 ).

Donc cet opérateur commute @ x ce qui démontre | assertion.

Ainsi par la propriété L nous obtenons

HOND, N NS D) € HONDR )
T = H@ATE) = HER) |

Posons r = 2n+2q; nous avons

H{ = > . 0 (19l ). .. T80 ))

~ 22 AyPiy o Piga, (log Py + .. + 109 Pig.)

1ge. .- Ie
= - 2; A, log A, -r z;;lnpu log pi, -
Donc

HNY,, 8) € lim (2q)"1(—z; A, log A, - (2r1+2q)§I:J)L,p,J log p,,>

q+e
= - EJl'pI‘J I.Og pl_]‘
D00 H(8) < - ZI:Jl.p.J log p, -

0 autre part pour tout non a H(B) > H(L ., 8) et

HCAS, , 8) = lim g HCAD, . B (A%, ..., 8%¢CA% D)
g
= Lim g HGAL AT, AT
= lim g'H@ER)
q—.

d“od le résultat.
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