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Comparaison entre l'estimation paramétrique
et l'estimation non-paramétrique & noyau
pour une densité normale et pour une densité

normale contaminée

Résumé

En se référant aux articles bibliographigues de Wertz et
Schneider (1878} et de Collomb (1981}, on constate que
la littérature abonde d'articles et plus récemment de
quelques livres traitant de l’estimation non-paramétri-
que, et plus particuliérement de l'estimation de fonc-
tions de densité. Cet estimateur g'adapte a la dengité
étudiée et est moins restrictif que l’estimateur paramé-
trigue, gaussien notamment, utilisé fréquemment dans la
pratigue et dépendant de la connaissance précise de la
répartition et de ses paramétres. Peu d'auteurs men-
tionnent 1l'estimation paramétrique d’une fonction de
densité (Wertz, 1978, Tapia et al., 1978, Durbin, 1980).

Le but de ce travail est dranalyser et de comparer les
propriétés de ces deux catégories d'estimateurs pour les
familles F et G, ou

F=1{ flu,0t;x) fonction de densité normale, dfespérance
¢ et de variance ¢?, en un point donné x, notée
N(g,o?;x) ]

ol N(w,02;x) = (20)°1/2 o ! expl-(x-u}?/(202)]) ;

@
[

{ contamination d’une densité normale par une autre
densité normale en un point donné x }

{ (1-g) Ff (x) + ¢ f,(x) ; Ff,{x) = Nlp,0%;x) ,

fo(x) = N(e,B2;x), 0 < &£ £ 1 et x un point donné }.



Soient X, , X,, ..., X, n variables aléatoires in-
dépendantes et identiquement distribuées, possédant une
fonction de densité f, f € F ou G. L’'estimateur non-
paramétrique choisi est 1'estimateur & noyau suggéré par
Rosenblatt (1956) et généralisé par Parzen (1962), noté
fn(x).

£.(x) = (nh )"! T K[(x-X )/h ]
1=l

K est une fonction appelée noyau de £ et h est la
largeur ou fenétre du noyau.

Les noyaux choisis sont le noyau biquadratique K, et le
noyau normal K,.

15/16 (1-uz)? gsi Ju|] <1
K, (u) = [
0 sinon

K,{u) = N{0,1;u)

L'estimateur paramétrique, noté g_, est défini par la
fonction de densité normale, ou le(s) paramétre(s)
inconnu{s} af{ont) été remplacé(s) par les estimateurs
sans biais et de variance minimale, & savoir la moyenne
arithmétique m et 1la variance empirique s?. Ces
estimateurs sont

g,,(m, 6% ;x) = N(m,o°;x} , ¢ inconnu ;
9, (u,(n-1)8%/n;x) = N(w,(n-1)s*/n;x} , o2 inconnu ;
9, (m,s?;x) = N(m,s?;x) , pu et o?! inconnus .

Le critére global de la qualité de l'estimateur £ par
rapport & la densité exacte f est l'erreur quadratique
moyenne intégrée, abrégé EQMI, et le critére de compa-
raison de deux estimateurs f et g est l'efficacité;
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celle-ci est notée eff ;

EQMI(f_)} = J EQM[ £, {x)] dx

ou EQM[fn(x)] = Ef{[fn(x) - f(x)]*} au point x fixé ;

EQMI(f )
eff(f ,g ) =
EQMI(g, )

A. Résultats obtenus pour l'estimation d'une densité
normale

Pour l'estimation non-paramétrigue, Parzen (1962) déter-
mine une approximation de 1'EQMI(f ) & 1l’'aide d'un
développement limité, ainsi qu'une largeur de fenétre
minimisant cette EQMI. Pour le noyau biguadratique, on
obtient

EQMI(f ) = 0.32141 o-? n*/% 4+ o(n" /%)

Pour le noyau normal, la formule asymptotiqgue de 1'EQMI
vaut

EQMI(f, ) = 0.3329 ¢! n"*/% 4+ o(n™¢/%)

Mais, il est possible de calculer explicitement 17EQMI
de f, et de déterminer numérigquement la valeur de k|
minimisant cette EQMI, k_ désignant la fenétre réduite
{(Anderson, 1969 et Fryer, 1976).

EQMI(E, ) = (40o?}71/2 { 1 + n' [ k =% = (1+k 2)"1/7]

+ {14k 2)71/2 - 2 [2/(2+k )1/ )

III



Pour l'estimateur paramétrique, 1'EQMI théorique est
connue uniguement pour le cas ou seule 1l’espérance est
inconnue; un estimateur minimisant 1'EQMI a été trouvé
par Wertz et Guttmann (1976) et par Klebanov (1977).

La détermination analytique de 1'EQMI lorsque la varian-
ce est estimée forme les principaux résultats de cette
partie. On trouve :

EQMI{g, ) = (Me?)"*/2 (1 -~ [2n/(2n+1)]'/? }
EQMI(g, ) = (4Me2)"'/2 {.(n/2)'/? T[(n-1)/2}/T(n/2)

- [ 1+ 3/(8n) - 55/(256n2)] } + O{n™3%).
EQMI(g, } = (4Me2)"*/? [ [(n-1)/2]'/% T[(n-2)/2]/T((n-1)/2]

-~ [ 1-1/(8n) - 31/(256n2)] } + O(n"3),

Les conclusions reposent sur l'analyse des EQMI des es-
timateurs fjn et Iynt de 1'efficacité du noyau normal et
des simulations menées parallélement., Elles se résument
ainsi :

1) La formule asymptotique est mauvaise pour les deux
noyaux considérés, dans un rapport de 1.5; de plus,
le choix du noyau n'est pas primordial.

2) Une fenétre proche de celle proposée par Fryer n'al-
tére gue faiblement l'EQMI(fzn).

3) L'EQMI(f, ) est une fonction décroissante de n, de
1'ordre de n /3,

4) L'EQMI(gjn) est une fonction décroissante de n, qui
est approchée correctement par son développement
selon les puissances de n !,

5) La connaissance d'un paramétre réduit de moitié
1'EQMI de g, ou de g, par rapport a celle de g, .

6) En analysant l'efficacité du noyau normal, force est
de constater qu’elle est toujours inférieure a 1.0,
décroissante de l'ordre de n '’/°, quelque soit l'es-
timateur paramétrique utilisé,
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Ainsi, lfestimateur paramétrique est préférable a l'es-
timateur & noyau, f1n ou f2n, si la densité & estimer
est normale.

B. Résultats obtenus pour l’estimation d’une densité
normale contaminée par une autre densité normale.

Lorsgque la dengité normale & estimer est contaminée par
une autre répartition normale, f € G, on suppose que le
statisticien ignore l’existence d’une quelcongque conta-
mination; ainsi, il cheoisit une fenétre réduite kn ne
dépendant que de la taille de l’échantillon et estime
l’espérance par m, comme dans la partie A,

Pour le noyau biquadratique, la formule asymptotique de
1'EQMI, dépendante de k_, est déterminée par un raison-
nement analogue & celui de la premiére partie et permet
ainsi d'évaluer 1’EQMI(f ) par substitution de valeurs
de k_. On obtient

EQMI(f, ) = 77'¢™!{ 5/(nk_ ) + 3/(224/0) k_*-5]

+ ol{nkn)‘1+kn4]
ol 8§ = | (l-€)? + €?/1® + 8/2/3 (l-g) ¢ R P(d,1l+r%;0) 1,
Plu,y;x) = (2I)*/? N{u,y;x) ,

R = (1+4r2)"% [ d'/(1+r2)? - 6 d2/(1+r2) + 3 ) ,

d = (a-p)/o , r?= R*/a? et k =h /o

n

Pour le noyau normal, 1’EQMI asymptotigue dépend des mé-
mes variables que celle du noyau biguadratigue et vaut

EQMI(f, ) = (4m)~1/? o' [ 1/(nk_) + 3/16 k *-5 ]

" ol(nkn)‘1+kn4]



Mais, il est possible de calculer exactement 1'EQMI(f, )
{Anderson, 1969 et Fryer, 1976). La formule suivante est
alors obtenue

EQMI(E, ) = (4M)"*/% =1 ( (nk_)7!

+ (l-g)? [1 + (l—l/nJ/{l-_t-kn?)l/2 - 2/(1+kn5/2)1/2}

+ e2/r [1 + (1—1/n)/(1+]~c“2/r2)”2 - 2/(1+kn2/(2r?))1/2}

+ 2/2 (l-¢) ¢ [P(Qd,1+r2;0) + {1-1/n) P(d,1+r2+2k_2;0)

-2 P(d,l+r2+kn2;0)} }

L‘estimateur paramétrique est défini en supposant que la:
variance ¢* est connue, par
9,(m;x) = N(m,o?;x)

Pour calculer 1'EQMI(g ), la fonction de densité de m a
€té déterminée exactement. On obtient

EQMI{g ) = (4M)~"1/% ¢ { 1 + (l-¢g)® + €*/r
+ 2/2 [(l-g) ¢ P(d,1l+r2;0)

- (1-g) T (",) (1-g)3 "3 P(d(n-j)/n,2+a, ;)
i=1

- e L (M) (1-e)3 e P(d«3/n,2+r2+a,;0)] )
j=1

ol a; = (j + (n-j)r?})/ n?
et (“j) = nl/[(n-j3)tj!]

Pour analyser les différentes formules, on s‘est res-
treint & deux sortes particuliéres de contamination,
d'une part une contamination asymétrigque avec ¢! = B2,
et d’autre part une contamination symétrigque, c-a-d
d = 0.0
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Pour l'estimateur paramétrigue g, les conclusions sont
les suivantes :

1) L’EQMI est trés sensible & toute contamination lors-
que la différence réduite des espérances est moyenne
ou €levée, d » 1.0, et/ou lorsque le rapport des
variances est différent de 1.0.

2) 8i la contamination est proche du mode principal,

d < 1.0, 1'EQMI(g) ne dépend alors que de la taille
de 1l'échantillon et non du taux de contamination. On
peut donc l’'ignorer.

Pour 1’'EQMI des estimateurs non-paramétriques, £, et £,,
les remarques suivantes peuvent étre formulées

1) La formule asymptotique est grossiére et ne donne
gu'une approximation sommaire de l'erreur commise
pour les tailles dféchantillons étudiées.

2) L'EQMI est une fonction pratiquement constante du
taux de contamination et ne dépend que de la taille
de 1'échantillon, sauf lorsque la contamination
accentue le mode, c-a-4d ri¢ 1.0.

3) La fenétre proposée par Fryer obtient globalement les
meilleurs résultats; toutefois, wune fenétre plus
étroite est préférable lorsque le mode est fortement
prononcé.

4) Le choix du noyau n’'est pas prédominant; le noyau
biguadratique estime pourtant plus précisément les
densités présentant des modes accentués.

En conclusion, l’estimateur non-paramétrique est préfé-
rable & l’'estimateur paramétrique, car le premier four-
nit une densité parente de la densité exacte.

De plus, pour aider le statisticien dans ses prises de
décision, les graphes des taux critiques de contamina-
tion en fonction de la taille de 1l'échantillon sont
tracés pour différentes valeurs des parametres d et r?2.
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SYMBOLES ET NOTATIONS

a, = (j-u# + (n=-3) e}/ n .

bj = {(j-o?! + {n-j) BR?)/ nt

Biais(tn) : biais de l'estimateur t .

c,{e) = (") (1l-g)} g3

d : différence réduite des espérances dans le modéle contaminée;
d= (a=u)/0 .

Ef(x} : espérance mathématigque de la variable aléatoire réelle X.

eff(g ,£,) : efficacité de l'estimateur f, par rapport a
liestimateur g, .

EQMI{L, )
eff(gl,fz) = -
EQMI{g, )
effsim(g, ,£,) : efficacité moyenne simulée;
EQDM(qg, )
effsim(g, ,£,} = ——
EQDM(fz)
EQD(E,) : écart quadratique discret de l'estimateuc £, sur

un échantillon;
jopo 2
EQD(E,) = L [fz(xj) EALTRE
i=1
EQDM({£,) : moyenne de 50 €carts quadratiques discrets de
lrestimateur £,; estimation de 1'EQMI(L,).

EQDS{f,) : écart-type de 50 écarts guadratiques discrets
de l'estimateur f,.

EgM{t ) : erceur gquadratique moyenne de lfestimateur (4R

EQM{t )} = E {[t, - 1]%}



S

EQM[fI(x)] : erreur guadratigue moyenne de l'estimateur f2
au peint x;

EQUIE, (x)] = E {[f,(x) - f(x}]?) , x un point fixé.

EQMI(f,) : erreur guadratique moyenne intégrée de
lrestimateur £, ;

EQMI(E,) = | EQM[E, (x)] dx

f{t;.) : fonction de densité & estimer, de patamétre t.
F(.) : fonction de répartition associée a f(1;.).
£,,+ £, : estimateur non-paramétrigue & noyau biquadratique

de la fonction de densité f.

£,,, £, + estimateur non-paramétrigue & noyau normal de la
fonction de densité f.

yar 9y 3 estimateur paramétrigue de la fonction de densité f;
j=1,2,3.

i.i.d : indépendant et identigquement distribué,

h , h : fenétre du noyau.

k , ¥ : fenétre réduite du noyau; k = h/c.

K, : noyau biguadratique.

K, : noyau normal.

Kum(u,a,b) : fonction de Kummer généralisée.
m, m : moyenne arithmétique de 1’échantillon.

n

n : taille de l’échantillon aléatoire.
N(w#,02;.) : fonction de densité normale de paramétres p et o?;

N(g,02;.) = (21)7%/? o' expl-(x-p)?/(20%}]



("y) = ni/l(n=§)131]

e(n®) : a = of(n") si lim (a /n"} = 0.
n—se

o{n*) : a = 0(n*) si lim {a_/n*) = constante finie,
ne~>mw

P : ensemble des fonctions de densités 3 estimer.

Plw,y;.) = (212 N{w,y;.} , y > 0

Q'dt(t) : ji*m* dérivée de Q par rapport & la variable t.

r? : rapport des variances dans le modéle contaminée; ri= B%/0?
R : ensemble des nombres réels.

R{f,) : rapport entre 1'EQMI et 1'EQDM de l'estimateur f,

pour un & fixé;

EQMI(f,) pour ¢,

R(fzj =

EQDM(£, )} pour g,

Rap(f,} : rapport entre les EQMI de l'estimateur f, pour ¢ = 0.5
et pour ¢ = 0.0;

EQMI(f,) pour ¢ = 0.5

Rap(fz) =
EQMI(f,) pour ¢ = 0.0
u , u : variance empirique lorsque l‘espérance est connue.
¥,, ¥ : variance empirique lorsque l'espérance est inconnue.
Var {X) : variance de la variable aléatoire réelle X.
X . X : variables aléatoires réelles de fonction de densité f.
o : espérance de la densité normale.
B? : wvariance de la densité normale.

T{u} : fonction gamma.



£ : taux de contamination, 0 £ e £ 1.

€, ! taux critique de contamination.

g+ espérance de la densité normale.

N : constante pi = 3.14159265...

¢? : wvariance de la densité normale.

T : parametre de la fonction de densité f.

& (t) : fonction caractéristique de la variable aléatoire X.
¢{t) : fonction caractéristique de la densité normale N.

X *(u) : fonction de densité de la répartition du chi-carré

4 n degrés de liberté.
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CHAPITRE 1 : GENERALITES

Introduction

Un des problémes majeurs en statistigue est celui de
lrestimation, notamment de fonctieonnelles et de parame-
tres associés & une loi de probabilité P & partir de
données expérimentales. Par exemple : la fonction de
répartition, la fonction de densité, le mode, les mo-
ments de la loi P. Ces estimations peuvent &tre ponctu-
elles, la moyenne arithmétique par exemple, ou données
par un intervalle de confiance. Dans tous les cas, elles
aident le statisticien & interpréter au mieux les résul-
tats et 3 prendre les décisions utiles en tenant compte
des hypothéses de travail.

Il semble difficile, voire impossible d’estimer quelgue
paramétre que ce soit sans une connaissance 3 priori
de l'ensemble des lois de probabilité P, ensemble noté
P. Et pourtant, tout le monde, et les non-statisticiens
en premier, utilise la mcyenne arithmétique de n valeurs
observées comme un estimateur de la tendance centrale
des mesures effectuées, sans supposer d'hypothése préa-
lable sur la lei P.

Le probléme traité ici est celui d’estimer la fonction
de densité associée & la loi P. La fonction de densité
n‘est pas une construction purement théorique, mais dé-
crit d’une maniére compléte la répartition de la varia-
ble étudiée : elle permet de calculer entre autre des
paramétres tel gque les moments, le(s) mode(s), et, plus
concrétement, la probabilité de tout événement concer-
nant cette variable. Son réle est ainsi prédominant en
statistique.

Bussi paradoxal que cela puisse paraitre, il est possi-
ble d'estimer cette fonction sans aucune connaissance
sur le modéle; c'est ce que le statisticien fait en
visualisant les données sous forme d‘un graphe particu-
lier, appelé histogramme.



En revanche, si des hypothéses sont posées initialement
sur l’ensemble P, par exemple, la loi P est une répar-
tition normale, alors la statistigue classigue fournit
méthodes et résultats pour estimer paramétres et fonc-
tionnelles découlant de P.

On constate que les deux approches énumérées sont diffé-
rentes et méritent une définition précise qui est le but
de ce paragraphe.

Définition I.1

Si la famille P est formée de fonctions connues et
dépendant d’'un nombre fini de paramétres inconnus, alors
le probléme dfestimation est appelé paramétrique et la
famille P est dite paramétrisable.

Sinon, le probléme est dit non-paramétrigue.

Exemples :

P = { fonctions de densité possédant un premier moment }
n

Soit m la moyenne arithmétique : m =n'! X

m est un estimateur du 1°° moment, mais m est considé-

ré dans ce probléme comme un estimateur non-paramétri-

gue, car la famille P ne peut &tre indexée par un nombre

fini de paramétres.

Par contre, si

P = { fonctions de densité normales, N{u,oc2;x) } ,

alors m  devient un estimateur paramétrique du 1°F
moment .

Ainsi, tout estimateur basé sur wune connaissance &
priori de l’ensemble P et de ses paramétres est appelé



paramétrique, tandis qu‘un estimateur ne dépendant que
des données initiales sans aucune contrainte sur la
famille P est non-paramétrique.

Il est évident gque certaines conditions initiales sont
nécessaires pour pouveir orienter la recherche et aussi
pour calculer les caractéristiques du probléme posé,
Mais, plus elles sont précises, plus elles sont contrai-
gnantes et restreignent son champ dfapplications. RAussi,
il est impecrtant d‘analyser les conséquences sur les
résultats obtenus si l‘on s’écarte des hypothéses formu-
lées (robustesse). Sous cet angle, un estimateur non-pa-
ramétrique aura certainement tendance & étre plus robus-
te qu’un estimateur paramétrigque.

Dans le chapitre 2, l’estimation de la densité normale
est examinée et comparée pour les deux classes d'estima-
teurs définis, paramétrique et non-paramétrigue.

Dans le chapitre 3, le comportement de ces estimateurs
est analysé pour une densité normale contaminée par une
autre densité normale, puis leurs performances sont
comparées.

Mais, i1l est nécessaire tout d'abord de définir les
hypothéses, les critéres de comparaiscn entre les deux
méthodes, les estimateurs uvtilisés et les principaux
résultats ccnnus et nécessaires ultérieurement,

1.1 Hypothé&ses sur 1'8chantillon et sur la densité

(Hl1). Hypothéses sur l’échantillon

XX, o yX , n variables aléatecires réelles (v.a.r}
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), de
fonction de densité 7.

Soit X une variable aldatcire de densité f, notée X ~ f;



E, (X) et Var (X) désignent respectivement 1l'espérance
mathématique et la variance de la variable aléatoire X.

E,(X) = | x f(x) dx , (1)
var (X) = E.{[X - E (X))*} . (2)

Dans la suite, f désigne toujours la fonction de densité
a estimer.

(H2) Hypothéses sur la densité f

Soit P = f f(t;x) ; TER* , 1 <k <=, x €ER }

ol f est une fonction de densité réelle,
T est le vecteur des paramétres de la feonction f,
x un point fixé du support de f.

Remargue

x €tant un point donné, il ne figure pas comme variable
{en premiére position), mais en deuxiéme place, comme
paramétre,

Suivant la nécessité, f vérifie certaines des hypothéses
suivantes
(H2.1) f est continue.

(H2.2) f est de carré intégrable, notée f € L.,

+ =
c-a-d J fix)¥? dx existe et est finie.

-

(H2.3) f est deux folis continlment différentiable et
f'?' est bornée et de carré intégrable.



Les hypothéses (H2.2) et (H2.3}) sont utilisées pour
déterminer les formules asymptotiques des estimateurs
non-paramétriques (cf paragraphe .1.5).

1.2. péfinition A’un estimateur de densité et de ses
caractéristiques

Définition 1.2.1

Un estimateur d‘une fonction de densité f est une fonc-
tion mesurable sur les boréliens, f , telle que pour
X, X, X et ox fixés, fn est une fonction de densité
sur R, c-a-d

f : R xR > R,

n

(X, %, 1. X X)) p——> £ (X X,,..., X, ix) ,

et, frI vérifie les conditions suivantes

f (x) > 0 pour tout x € R ,

n

J fn(x} dx =1

Pour simplifier l'écriture, nous posons

£ (x) = £ (X X, ,....X ix) . (3

La valeur moyenne théorique de l’estimateur £ au point
x est définie par son espérance mathématique E, (£ (x)].

+ @

B LE ()] = | £ (% %, 00een 3x) FUx IF(x, ). Flx )
cb<1c]x2...d)-cn (4)

lorsque les X sont i.i.d. et de densité f.



Le biais au point x est interprété comme une erreur
systématique de l’estimateur f due & l’estimation, par
opposition & l'erreur aléatoire due aux fluctuations
d'échantillonnage. On le définit par

Biais(f (x)] = E. (£ (x)] - f(x) . (5)

La tendance & l’écart & la moyenne au point x est défi-
nie par la variance de £, notée var[£_(x)].

Var (£, (x)] = E {[£, (x)-E, (£, (x)]*} . (6)

Afin de pouvoir juger de la qualité d'un estimateur f ,
des critéres doivent &tre définis. Ils peuvent dépendre
du point x ou la fonction f est estimée, ou mesurer glo-
balement l'erreur commise. Les plus couramment utilisgés
dans la littérature sont l'erreur quadratique moyenne au
peint x, notée EQM[fn(x)], et l'erreur guadratique
moyenne intégrée, EQMI(f ). Ils sont intéressants parce
qu’ils se laissent décomposer facilement & l'aide du
biais et de la variance de l’estimateur £ et qu'ils se
prétent trés bien aux calculs algébriques.

Définition 1.2.2
L'erreur quadratique moyenne de l’estimateur £ au point
¥ par rapport & la fonction f, ou plus succintement EQM

de £ au point x, notée EQM[f (x)}, est définie par :

EQMIE ()] = E {[£ (x)-F(x))*} . (7)

Par simple développement du carré, on montre que

EQM[£_(x)]

]

Biaiszlfn(xJ] + Var [f {x)}] (8)

E (£ 2(x)] + F2{x) - 2 f(x) E LE (x)] . (9)



Définition 1.2.3

L'erreur guadratique moyenne intégrée de l'estimateur f
par rapport a la fonction f, ou plus simplement, EQMI de
£, notée EQMI(f ), est définie par

EQMI(E ) = | EQM[f_(x)] éx . (10)

Pourtant, les critéres de l'erreur absolue moyenne,
abrégée EAM, et de lferreur absclue moyenne intégrée,
EAMI, sont plus intuitifs, mais aussi plus difficiles a
traiter théoriquement

EAM[f (x)] = E [ [f (x)-Ff(x)| ],

EAMI(f ) = J EAM[fn(x)} dx

Le critére de 1'EAMI est facilement interprétable; il
est lié 3 l'erreur maximale commise si la probabilité
d’un borélien est estimée & l'aide de f . Scheffé (1947)
a montré que

J ]f“ - f| = 2 sup | J £, - J |
BER

B

On se référera au livre de L.Devroye et L.Gydrfi (1985)
qui traite de lrestimation non-paramétrique de densité
selon la norme L, .

M.Lejeune (1982) a montré , sur la base de simulations,
que les critéres de 1'EAMI et de 1'EQMI*/? varient de
" maniére identique, les extrema de l’'un ceincidant avec
les extrema de l’autre. Ceci est une raison supplémen-
taire qui nous a incité au choix du critére de 1’EQMI.



1.3, Définition de l’efficacité entre deux estimateurs

Définissons un crit&re global qui permette la comparai-
son entre deux estimateurs donnés f et g de la fonc-
tion f. La définition naturelle est le quotient du cri-
tére de 1'EQMI des deux estimateurs, appelé efficacité
et notée eff(f ,q9 ).

Définition 1.3.1
EQMI(f )

eff(f ,g ) = ————nn . ({11)
EQMI(g, )

Définition 1.3.2

L'estimateur f est dit meilleur que l’estimateur g,
pour la fonction f, si

eff(f, ,9,) <1 pour tout n.

Définition 1.3.3

L’estimateur f est dit asymptotigquement meilleur que
l'estimateur g, , si

lim eff(f_ ,g ) <1

—) e

Les principaux critéres ayant é&té déterminés, nous
allons donner les définitions exactes des estimateurs
utilisés ainsi que les principaux résultats connus.



1.4 Définition des estimateurs utilisés

Supposons gue la famille P est paramétrisable et soit =T
le vecteur de R* des paramétres de la densité, k < =,
Soit t_ un estimateur du paramétre T, c-a-d

t : R® > R tel que t (X ,X,,....X ) est mesurable.

n

Si X, v¥,,...,% est une réalisation de b OPD AP

alors t (X, ,x,,...,x_ ) est une estimation de T.

Définition 1.4.1

L'estimateur paramétrique g au point x de la fonction f
est égal a la valeur de f(t1;x) ol le paramétre T est

remplacé par 1l’estimateur t (X ,X,,...,X ). Il est
donc de la forme suivante
gn(xl,Xz,...,Xn;x) = f[tn(xl,xz,...,xn);x] . (12)

Pour simplifier l’écriture, nous noterons

gn(x) = gn(xlrxzr---rxn;x) . (13)
Or t (X,.X,,...,X ) peut &tre considéré comme une varia-
ble aléatoire. Alors,

E lg, (x)] = B [g, (x}] . (14)

ou E (g, (x)] désigne l’espérance par rapport a la
fonction de répartition de t . La méme remarque est
applicable & la variance.

var,[g, (x)] = Var, [g (x)] (15)

On constate dés lors les limites d’'un tel estimateur; en
effet, la connaissance de f n’impligque pas nécessaire-
ment la connaissance explicite de la densité de t . Et
si elle est déterminée, les calculs engendrés par



Ethn(x)] et/ou par Var, [g, {(x)] sont généralement trés
compliqués, voire insolubles théoriquement. L'illustra-
tion de ce fait est donnée, par exemple, aux théorémes
2.1.2 et 2.1.3.

Seuls des résulats avec des hypothéses trés fortes sont
connus. On pourrait supposer gqu’un choix optimal de
lrestimateur du paramétre T nous conduit a un estimateur
de f lui aussi optimal. Or cela n'est déja pas vérifié
pour la densité normale (Wertz, 1978 et paragraphe 2.1,
l'estimateur g,, , formule (2.17)).

péfinition 1.4.2

L'estimateur non-paramétrique proposé est construit a
partir de 1l’'histogramme mocbile de Rosenblatt (1956),
dont nous donnons un bref apergu

Supposons que l'on désire estimer la fonction de répar-
tition F(x), F(x) = P{X < x), & partir d’'un échantillon
aléatoire de taille n. Alors, un estimateur legique et

naturel de F(x)} est F_(x), défini par

card { X < x }

F (x) = =n! I I{X < x)
n bel I

-

ou I{X < x] est la fonction indicatrice de l'ensemble
(X ¢ x}.

Si F est absolument différentiable, alors f est la
dérivée de la fonction F. Mais F_ n’est pas continue, ni
dérivable en tout point. Comme estimateur de la densité
f. posons alors :

F_(x+h_/2) - F_{x~h_/2)

£(X, X, oo X iX) =
h

n

n
= -1 -
= (nh_) .f1l{x‘ h, /2 < X < X +h /2]

10



£ (x) est appelé histogramme mobile; pour estimer la
fonction de densité au point x, on dénombre le nombre
des Xl contenus dans 1l’intervalle ]x-hn/z,x+hn/2],
tandis gue l’histogramme classique dépend non seulement
de h , mais aussi du point initial x,. Le critere de
1’EQMI est de l'ordre n™*/® pour f contre n ?/' pour
l’histogramme classique, ce gui démontre que £ est un
meilleur estimateur que l'histogramme classique au sens
de 1'EQMI.

Pour cet estimateur, £ , il est possible de calculer son
biais, son EQM et son EQMI. Comme nous analysons une
généralisation de cet estimateur, nous renvoyons le
lecteur & la littérature pour de plus amples détails
{Rosenblatt, 1956, Parzen, 1962, Tapia et al., 1978).

Afin que l’estimateur £ ait des propriétés mathémati-
gques plus séduisantes ({continuité, dérivablité), la
fonction indicatrice a été remplacée par des fonctions
plus réguliéres, c¢-a-d continues, dérivables, intégra-
bles (hypothéses (H3) ci-dessous).

La définition générale de £ est la suivante

£, (X, X, ,...,X ix) = (nh )"

[

K((x~X_)/h 1 . (16)

n
1

i
Pour simplifier l’écriture, nous noterons

£.(x) = (nh,)"' T K[{x-X }/h ] . (17)

=1

Terminologie

1a fonction K est le noyau de l'estimateur.

h est appelé largeur ou fenétre du noyau K, tandis que
£, est dit estimateur a noyau, ou encore estimateur
non-paramétrigque & noyau, car sa définition est
indépendante de la famille P.

11



La variable unique et donc principale de cet estimateur
est la largeur du noyau. Son rdle est de lisser plus ou
moins fortement l'estimation obtenue et son choix est
primordial, bien qu'arbitraire (cf paragraphes 2.3.2.2
et 3.3.2.3).

Méme si P est supposé connu dans ce travail, cet esti-
mateur sera tout de méme appelé non-paramétrique, la
connaissance de P é&tant nécessaire pour la détermina-
tion de l'erreur commise, l'EQMI(fn).

(H3) Hypothéses sur le noyau K

(H3.1) K(y) >0 pour tout y € R .

(H3.2) J*K(Y) dy = 1

-

(H3.3) sup | K{(y) | < = .

-m(y e

(H3.4) lim | y-R(y) | = 0 .

y->®

(H3.3) R(y) = R(-y)

(H3.6) J+y’ K(y) dy # 0 et est finie,

Les conditions (H3.1) - (H3,5) sont nécessaires pour
démontrer la consistance de l'estimateur £ alors que
l'hypothése (H3.6) est utile pour déterminer les for-
mules asymptotiques de 1'EQM[f (x)] et de 1'EQMI(f ) (cf
paragraphe 1.5),

Les conditions (H3.1) et (H3.2) garantissent que fn est
une fonction de densité; les hypothéses (H3.1l) - (H3.3)
impliquent que le noyau K est de carré intégrable.

12



K{y)

K{y)

K{y)

K(y)

K(y}

It

L'hypothése (H3.4) permet de donner moins de poids aux
observations éloignées du point X.

La condition (H3.5) est nécessaire afin gue les observa-
ticns se situant de part et d’autre et & égale distance
de zéro aient un poids identique.

Le choix du noyau K est trés vaste. Mais le comportement
de l’estimateur correspendant est peu & pas influencé
par le noyau choisi {(cf paragraphes 2.4 et 3.5).

Voici gquelgues exemples de noyaux fréquemment utilisés
dans la pratique

0.5 si |y | <1
noyau de Rosenblatt
0 sinon
1 -1yl si [y | g1
noyau triangulaire
0 sinon
15/16 [ 1 - y?)? si |yt <1
noyau biquadratigue
0 sinon
(2m)~%/?% expl-y2/2) noyau normal

3/4 (1 - y2 ) si |y | €1
ncyau d'Epanechnikov

0 sinon

13



(H4) Hypothéses sur la fenétre h

(H4.1) h_est une suite de nombres positits.
(H4.2) lim h =0 .

(H4.3) lim (n*h ) = =

n=)m

Ces hypathéses sont utilisées pour démontrer la consis-
tance de f et déterminer les formules asymptotiques de
1’EQM{fn(x)} et de l'EQMI(fn) {cf paragraphe 1.5}).

1.5 Résultats généraux pour les estimateurs & noyau

De nombreux livres et articles traitent des estimateurs
& noyau, démontrant la consistance, calculant les crite-
res cités, les meilleurs choix possibles pour la largeur
du noyau, appliquant ce genre d'estimateurs & d'autres
estimations que la fonction de densité, par exemple pour
la régression, pour le taux de défaillance, pour les
densités multivarides. On se référera aux bibliographies
abondantes se trouvant dans les ouvrages de B.Prakasa
Rao (1983} et de L.Devroye et L.Gyorfi (1385),

Quelques théorémes importants sont cités et démontrés,
afin de pouvoir calculer par la suite aisément les
différents critéres énoncés pour la densité normale et
la densité normale contaminée. Ces théorémes se trouvent
notamment dans le livre de B.Prakasa Rao {1983) et ont
€té énoncés et démontrés par Rosenblatt (1956) et Parzen
(1962).

Les démonstrations de ces théorémes sont basées essen-
tiellement sur le théoréme (1.5.1) dG & Bochner (1955),
énoncé pour des noyaux plus généraux que ceux définis au
paragraphe précédent.
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Théoréme 1,5.1 (Parzen, 1962)

Soit K un noyau absolument intégrable, noté K € L ,
satisfaisant les hypothéses (H3.3) et (H3.4) et h une
suite positive wvérifiant 1les hypothéses (H4.1l) et

{H4.2).
Pour une fonction g absolument intégrable, c-&-d q € L,
posons
g (%) = h ! J+K(y/hn) q(x-y) dy . {18)

5i q est continue au point x, alors

lim g (x) = q(x) J*K(y) dy . (19)
n=>»
Démonstration

Soit & > 0; alors,

+ o o

| q,(x) - q(x) J K(y)dy | = | h ~* J*K(y/hn)[q(x—y)-q(x)ldy |

—m -t

¢ sup | gi{x-y)~g(x)| | |K(z)]| dz
lyfss
| 215 /h,

+ I [l qix-y)| sv] y/h, K(y/h ) dy

BARX

+ | qlx})] J | K(z)| dz

|z]>8/hq

15



< sup | qix=y}-qix)| | | K(2)] dz
Ivlgs

-

+ 8! sup | zK(2)| }‘I qly)| dy
le|>&/h,

+ | qtx)] J | Kiz)| dz

le]|>8/hy

Lorsque n tend wvers 1’infini, chaque terme de cette
derniére expression converge vers zéro :

pour le premier terme, q est continue en x et K € L, ;
pour le second terme, la limite de zK(z) est zéro selon
(H3.4) et g € L ;

pour le dernier terme, h tend vers zéro et K € L, .

Théoréme 1.5.2 (Parzen, 1962)

Supposons que la fonction de densité f vérifie 1’hypo-
thése (H2.1), que le noyau K vérifie les hypothéses
(H3.1) - {H3.4) et que 1la fenétre h_ vérifie les
hypothéses (H4.1) et (H4.2).
Alors, pour un point x donné,

lim E.[f (x)] = f(x) (20)
n—>=

et

E (£ (x)] = f(x) + o(l) . (21)

Si de plus, h vérifie 1l’hypothése (H4.3), alors

lim Varf{fn(x)] = 0 (22)

n—>e

et

+ o

var.[f_(x)] = (nh )7! f(x) J K#(y} dy + ol(nh )"']. (23)

-
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Démonstration

Puisque F est une fonction de densité continue et que K
est lui-méme une densité, les conditions nécessaires
pour appliquer le théoréme 1.5.1 sont vérifiées.

E,[£,(x)] = E {(nh, )"} T K[(x-X )/h ]}

1=1

= E,(h, ' K[(x-X )/h 1]

=h "' J KE(x-y)/h 1 f(y) dy

En appliquant le théoréme 1.5.1 et l’hypothése (H3.2},
on obtient :

lim E [£, (x)] = f(x)
n=-—>e

et aussi
E [£,(x})] = f(x) + ofl)

Ainsi, £  est un estimateur asymptotiquement sans biais.

var [£ (x)) = Var {(nh )" T KI(x-X, )/h ]}
=1

= n! var {(h "' K[(x-X )/h 1]

=n' { E {{h "' K[(x-y)/h 117}

- E2¢h "t KE(x-y)/h 1} }

n

< (nh )™' {h "1 J K*[(x-y}/h 1 fly) dy}

La fonction K2 vérifie les hypothéses du théoréme 1.5.1.

17



Alnsi,

lim {h "} J*KZ[(x—y)/hn] fly) dy} = F(x) J K2(y) dy
n=53m=

- -o

gui existe et est finie selon les hypothéses (H3.2) et
{#3.3).

Puisque nh  tend vers 1’infini lorsque n tend vers
1'infini, selon {(H4.3), on a donc :

lim var [£ (x)] = O

n—je

et aussi

+ o

Var [£ {x)] = (nh )" f(x) j K*(y) dy + ol(nh )"']. (24)

Démonstration de (24)

lim (var {f {x)] - (nh )™ F(x) J*Kz(yJ dy 1/{nh_}"!

< {(nh )7% {h "1 J‘Kzl(x—y]/hn] fty) dy}

-

- (nah, )7 F(x) [K?(y) dy }/(nh_)-!

= {h -1 J K¥[(x-y)/h_1 f(y) dy} - f(x) J K2 (y) dy

Cette derniére expression tend vers zéro lorsgue n tend

~

vers l’infini en appliguant le théoréme 1.5.1 & K2.

18



Corollaire 1.5.3

Supposons que la fonction de densité f vérifie 1'hypo-
thése (H2.l), que le noyau K vérifie les hypothéses
(H3.1) - (H3.4) et que la fendtre h vérifie les hypo-
théses (H4.1) - (H4.3).

Alors, l’estimateur non-paramétrique f est un estima-
teur consistant en erreur guadratique, c¢-a-d,

pour tout peint x donné,

lim EQM[£_(x)] = 0 . (25)

f—>w

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théoré-
me 1.5.2 et de la définition de 1'EQM[f (x)].

Déterminons les formules asymptotiques pour 1TEQMIE (x))
et 1'EQMI(f ). Elles sont obtenues 3 l'aide d'un déve-
loppement limité de Taylor de la feonction & estimer f,
ce qgui nécessite des hypothéses supplémentaires pour f
et pour K. '

Théoréme 1.5.4 (Rosenblatt, 1971)

Supposons que la fonction f, le noyau XK et la fenétre h_
vérifient respectivement les hypothéses (H2.l}) - (H2.3),
(H3.1) - (H3.6) et (H4.1) - (H4.3).

Alors, pour tout point x fixé,

EQM[E (x)] = (nhn]'1 fix) A(K)
+ hn4/4 | F°2'(x)|® B*{K) + o[(nh_)"'+h *1 . (26)
De plus,

EQUI(f } = (nh")"1 AlK])

+ h /4 B?(K) j | £'27(x)|?dx + o[{nh_)"*+h_*] (27)
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A(K) = J+K2(y) dy (28)
et m .

B{K) = J+y2K(y) dy . {29)
Démonstration

Calculons 1'EQM[f (x)] en appliquant la formule (1.8).
Gréce & la symétrie de K et au développement limité de
Taylor de f au point x, les &galités suivantes se dédui-
sent aisément.

Biais[f (x}] = E (£ (x)]} - f(x)

~t @

= | (F(x-uh )-F(x}] K(u) du

[**
= | [f(x+vh )-F(x)] K(v) dv

VMo

(g O
= hn frix) v K{v) dv

Me—m

+© 1
+ J h_2 J (1-t) F'%)(x+vh_t) dt v2K(v)dv (30)
0

La premiére intégrale est nulle car K est une fonction
paire, selon (H3.5}. '

Pour le gsecond terme, déterminons la limite de la double

intégrale lorsque n tend vers l'infini, en appligquant le
théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, d’une

20



part, & la suite de foncticns

1
J {1-t) f‘a’(x+vhnt) dt v2K(v) ,

0

et, drautre part, a la suite de fanctions
(t-t) F'%'(x+vh t)

La premiére suite posséde comme fonction dominante la
fonction

M/2 v K(v)

gqui est intégrable selon 1'hypothése {(H3.6). En effet,
1
J (1-t) f(z'(x+vhnt) dt viK(v)
0 1
<n J (1-t) dt vIK(v)
0

£ M2 viIK(v)

od M = sup | F'?(x)]
xR

La deuxiéme suite posséde comme fonction dominante la
fonction

M (l-t)
gui est intégrable sur [0,1]

Aingi, par 1le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue, on peut permuter limite et intégrale.

—
lim J J {1-t) F'%'(x+vh_t) dt vIK(v) dv =

n—j
- 0
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4 ©

1
= lim [ (1-t) f‘z'(x+vhnt} dt viK(v) dv
0

n=>)w

n—->=

w1
= [ (l1-t) lim [f"’(x+vhnt)] dt viK{v) dv

J_wp

FP2 (%) /2 J+V2K{V) dv . {31)

1l

Ainsi, puisque h  tend vers zéro lorsque n tend vers
l'infini, selon (H4.2), on a démontré que

lim Biais[f (x)] = 0
n=)>w

et aussi

]

Biais[f (x)] = hn2/2 FUI(x) j+v2K(v) dv + o(hnz)

Du théoréme 1.5.2, on sait gue

+ @

Varf[fn{x)] = (nhn)‘1 fix) [ K?{u) du + 0[{nhn]"1]

Ainsi, en sommant les deux derniéres expressions selon
la formule (1.8), on obtient le résultat asymptotique
désiré pour 1'EQM{f (x)]

+ @

EQM[f_(x)] = {(nh_)~! f{x} J K*(u) du + o[(nh_)"')

+h tsa | U )P [ vZK{v)dv )%+ o(h )
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Déterminons maintenant wune formule analogue pour
L'EQMI(E )

EQMI(f ) = J { var If (x)) + Biais®(f (x)] } dx

L’'intégrale de la Varf[fn(x)] s'obtient aisément, alors
que les calculs se compliquent quelque peu lors de 1'in-
tégration du Biais?[f_(x)].

J4Varf[fn(x)] dx = (nhn,‘p'1 Jij{hn'l Kzl(x‘y)/hn]} dx

=

- n! J+Ef2[hn'1 K[ (x-y)/h ]} dx

Calculons chaque intégrale séparément et commengons par
la premiére. La permutation des intégrales est permise
par le théoréme de Fubini.

J*Ej{hn‘l KZ[(x-y)/hn]] dx = Jﬂ J*f(x+uhn) KZ{u) du dx

— —oY_ =™

Fubini [*°[*°
= flx+uh } dx K?(u) du
J

nt @ @

= flx) dx [+K2{u) du
‘J-O —_

= K (u) du .

¥ _o
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Ainsi,

n=>»a

lim {nh“)'1 JFFE:f{hn'1 Kz[(x—y)/hn]} dx = 0

et

n

+ ©
(nh_)~? J E, {h,~" K*[(x-y)/h 1} dx

-

= (nh“)'1 J‘ K®(u) du + ol{nh_ )71}

péterminons une approximation de la seconde intégrale en
utilisant premiérement 1l’inégalité de #Minkowski, puis
celle de Cauchy (2x) et enfin le thécréme de Fubini,

+ @
{ E,2(h,"" K(({x-y)/h 1} dx =

= J*{ J*[ F{x) K(v} + h f’(x) vK(v)
1

+ 02 J (1-€)F %) (x+vh t)dt v2ZKR(v) Jdv }? dx
0

Minkowski

< Jﬁ [ Jﬂ Fix} K{v) dv }? dx
o © 1
+ jﬁl Jﬁhnz J {(1-£)f'% ! (x+vh_t)dt viK(v)dv ]1? dx
co Jow 0
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< Jﬁfz(X) dx IJVF K(v)dv]}?

{

Cauchy(2x)
et Fubini
+ h /4

< J f2{x) dx + hn4/4

|

existe
5i bien que

Chague intégrale
(H2.3) et (H3.86) ,

[

E,*{h "' K[(x-y)/h 1} dx

(F3 0 (x)PPax [

selon les

veK(v)dv)?

f

(F120(x)]%ax [Jﬂsz(v)dv]2
hypothéses (H2.2},

exigte, est finie et positive. Ainsi, on a prouvé

lim

n—>jw

et

n-! J Efz{hn'l K[ {x-yl/h 1} dx

Comme Varf[fn(x)] est toujours

o

var [£ (x)] dx < (nh )7*

{nh )~*

n-! [Elehn'l R((x-y)/h, ]} dx

0

= o(n"') = ol{nh )"']

positive, on a :

J E, (h,” *R*[{x-y)/h 1} dx

J K2 {u) du .
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Lorsque n tend vers l’infini, nh_ tend vers 1'infini
selon (H4.3), et l'on a donc

n=—3®w

lim J»Varf[fn(x)] dx = 0

-®

et

+ @ + ®
j var (£ (x)]} dx = (nh )~* J K (u) du + ol(nh )~']. (32)

Calculons maintenant une approximation de 1l'intégrale du
Biais?. Or, selon (30), on sait que

® ol
Biais{f {x)] = h ? J+ J {1-t) f‘z’(x+vhnt)dt viK({v)dv

~-@ 0

bonc,

J*Biaisz[fn(x)] dx =

-

+ @ r+ @ rl
= [ [ h? (1-t)f'? (x+vh t)dt v2R(v}dv]? dx

- Yom Jp

[}

- @ pd @ rl
h * { { (1-t)f'2! (x+vh_t)dt vZK(v)dv]? dx .

- Ya.w ~ 0

Montrons que cette triple intégrale converge, lorsque n
tend vers l7infini, vers

+ ® @
1/4 J [ £421 (x)|?dx [J*V2 K(v)dv)?
¢

- ®
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On utilise l'inégalité de Cauchy pour éliminer le carré
de l’intégrale, en scindant une premiére fois v?K(v) en
vEY (v)-vKi(v), et une deuxidme fois (l-t)f'?’'{x+vht) en
(1-t)"+(1-t)*f'2) (x+vht). Puis, en appliquant le théora-
me de Fubini, on permute les intégrales, puisque toutes
les fonctions sont positives et qufelles existent par
hypothése. Ainsi, on a la suite suivante d’égalités et
d’inégalités

+® + @ 1
J.l J J (1-t)F' 2 (x+vh_t)dt vIK(v)dv]? dx

-m - ]
Cauchy [*°*°* =
£ [ (l—t)f'z’(x+vhnt)dt]2v2K(dev[ viK{v)dv]dx
Yom¥_avp — o
Cauchy [** " !
< (] (1-tyde]f]| (1-t)(f'?' (x+vh_t)]?dt}v2K(v)dvdx B(K)
YowmVomvq o

Fubini "t e
= 1/2 [ (1-t) [J (12 (x+vh_t))?dx]} dt vIK(v})dv B(K)
o

—= —-®

nt @

= 1/4 [F'27(x)]%dx [J+V=K{v)dv1 B(K)

Y —m - o

re @

=1/4 | [(f'?'(x)]%dx B?(K) (33)

Vo

ol B(K) = J YvIE(w)dv .

L'expression (33) existe, est finie selon les hypothéses
(H2.3) et (H3.6), et indépendante de h_.
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Posons

+ @ 1
Q (x) = J J (1-t) FO?)(x+vh t)dt vIK(v}dv .
- v}

Selon la formule (31), lorsque n tend vers 1l'infini,
Q (x) tend vers

@

Q(x) = Ff'P1(x)/2 f vIK{v)dv

et donc Q *(x) tend vers Q¥(x).

De plus, J*antx)dx est toujours positive et inférieure

-m
a

1/4 J‘[J““(x)lzdx B2(K) < C < = .

Ainsi, en utilisant la formule (33) et le lemme de Fatou
appligué & la suite Q *(x), on a la suite suivante
d’inégalités

n=>m®

+ o + @
14 [ (F12)(x)]?dx B (K) = J lim inf [Q ?(x)] dx

-o -t

Fatou ®
¢ lim inf Q, %{x) dx

n—mwm
- o

n—>m

+ @
< lim sup J Q. 2(x) dx

{33) B
<178} [F* (x)]%dx B¥(K)
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Ainsi, on a démontré :

1) lim | Q 2(x) dx = 1/4 J‘{f‘“(x)]zdx B2(K) ,

n—>®e®
Yo -

nt x + &
2) lim Biaisz[fn(x)] dx = lim [hn4 J Q {x) dx] = 0 ,
n—s® n—)e

+ @ +
3} J Biaisz[fn{x}] dx = hn4/4 J [Ff'%7(x)]%dx B?(K)

+ aoth ) . {34)

En reqoupant les expressions {(32) et (34), la formule
asymptotique désirée pour 1'EQMI(f ) est déterminée.

A partir des expressions (26) et (27}, il est aisé de
chercher une fenétre minimisant chacun de ces deux cri-
téres; il suffit de déterminer les zéros des dérivées
par rapport a h , puis de remplacer les largeurs trou-
vées, notées h.,w et hy,,,, dans les expressions
correspondantes.

Dans ce travail nous étudions principalement le critére
de 17EQMI pour différents noyaux; déterminons la fenétre
cptimale minimisant 1/EQMI et 1’EQMI correspondante pour
lfestimateur a noyau £ .

Corovllaire 1.5.5%5 (Rosenblatt, 1971)
Supposons que les hypothéses du théoréme 1.5.4 soient
vérifiées.
Alors, la fenétre minimisant L'EQMI(f ) vaut :
- ©

Peom: = [A(R)/B*(K)]!/° [} | Fi2P(x)|?*dx]"1/° n 173 (35}

29



et l'EQMI(fn) minimale vaut

EQMI{f ) = 5/4 [A*(K)-B¥(K))*/® [| | £1¥)(x)|?dx]*/® n%/°

+o(n"¥%) . (36)

On constate que 1'EQMI optimale ne dépend que du noyau
choisi et de la dérivée seconde de la densgité a estimer
f. Cette formule donne ainsi une borne pour l’EQMI(fn).

Epanechnikov a déterminé un noyau minimisant 1'EQMI(fn)
{(cf p.11); mais de nombreux articles démontrent que le
cheoix du noyau n‘est pas prépondérant (Tapia et al.
{1578) et paragraphes 2.4 et 3.5). En effet, si l‘on
substitue les valeurs de A{(K) et B(K) obtenues pour
différents noyaux, les EQMI correspondantes sont trés
voisines (cf théoréme 2.2.1).

Rema rgue

Les théorémes 1.5.2 & 1.5.5 peuvent étre démontrés pour
des noyaux qui ne sont pas nécessairement des densités.
L'hypothése (H3.l) est alors remplacée par K € L,, tan-
dis que l’'hypothése (H3.6) est substituée, lorsque s est
supérieur a 2 et pair, par

3+ @
J vl K{v) dv = 0 pour 'j =1,..., s-1,

L]

v® K(v) dv # 0,

Yo
md @

ve | R{v) | dv - est finie,

Vawm
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L'hypothése (H2.3) pour la densité f est remplacée elle
par
- f est s-fois continiiment différentiable et
f'®) est bornée et de carré intégrable.

Les démonstrations sont semblables a celles qui viennent

drétre données (cf B.Prakasa Rao (1983)).

Dans notre travail, nous nous restreignons a deux noyaux
le noyau biquadratique K, et le noyau normal K,.

15/16 (1 - y?)? si |y | €1
K, (y) = { (37)
0 sinon
K, (y) = (2I)7*/? exp[-y?/2] {38)

Ces noyaux sont les plus couramment utilisés dans la
pratique d‘une part, et ils possédent de bonnes qualité
de lissage drautre part. Ils vérifient les hypothéses
{H3) énoncées auparavant.

Le noyau normal posséde encore un avantage non négligea-
ble : il se préte trés bien au calcul de l’estimation
d’une densité normale grice aux propriétés de multipli-
cations et d’intégrations de densités normales {(cf anne-
xe 1). Ainsi, 1'EQMI exacte peut étre déterminée algé-
briquement.

Le noyau biquadratique posséde lui un support compact et
donc seules les observations les plus proches du point x
contribuent 3 l‘estimation de f. Sa formule asymptotigque
de 1'EQMI est trés wvoisine de celle du noyau normal
(théoréme 2.2.1) et ainsi la qualité de l’exactitude de
la formule asymptotique peut étre établie.

Pour ces deux noyaux, les constantes A(K) et B(K) valent
respectivement

5/7 {39)

pour le noyau biguadratique : A(K, )

B(K, ) = 1/7 (40)

n
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pour le noyau normal : A(K,) (4n)-1/2 (41)

B(K, )

1.0 (42)

Conclusion

La présentation des estimateurs, des critéres, des
théorémes nécessaires étant terminée, nous pouvons
passer & l'analyse de l'estimation de la densité nor-
male (chapitre 2), avant d’étudier une famille de
densité plus générale, les densités normales contaminées
par une autre densité normale (chapitre 3).
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CHAPITRE 2 : ESTIMATION DE LA DENSITE NORMALE

Ce chapitre est consacré a l'étude des estimateurs pa-
ramétriques et non-paramétriques définis au chapitre 1
pour la famille P des densités normales

P =1{ flu,0?;x) fonction de densité normale, d’espérance
g et de variance ¢! en un point fixé x, notée
"N(w,0?;:x) }

ol N{p,o%;x) = (20}71/% o ! expl-(x-u)?/(20%)]) . {1)

La fonction N{p,e?;x) vérifie les hypothéses (H2) et
représente dans ce chapitre la fonction a estimer f.

Dans les deux premiéres parties, le critére de 1'EQMI
est calculé explicitement pour chaque estimateur. L'étu-
de du comportement analytique de 1'EQMI et de l'effica-
cité forme la troisiéme partie, tandis que le dernier
paragraphe est consacré aux simulations.

2.1 EQMI des estimateurs paramétriques

La fonction de densité N & estimer, dépend au plus de
deux paramétres. Les trois cas pouvant se présenter sont
traités séparément et complétement, & savoir

1. L’espérance seule est inconnue,
2. La variance seule est inconnue.
3. L’espérance et la variance sont inconnues.

De nombreux choix d’estimateurs pour y et o? s'offrent
au statisticien
les estimateurs ., du maximum de vraisemblance {(MLE},
des moindres carrés,
robustes (Huber),
. de rang,
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de Bayes,
non biaisés,
. de variance minimale.

Certains estimateurs vérifient plusieurs de ces crite-
res : exemple, la moyenne arithmétique. Les estimateurs
non biaisés et de variance minimale se sont imposés a
nos yeux, car ce sont les plus couramment utilisés d’une
part et que leurs propriétés sont bien connues d'autre
part, facilitant aingi les calculs. La moyenne arithmé-
tique, m_, et la variance empirique, u ou v_, sont donc
les estimateurs choisis pour l‘espérance p et pour la
variance o?,

n
ler cas : m = n! L X 52 connu (2)
=1
n
2éme cas : u =n"' I (X, - u)? 4 connu (3)
t=l
n
3éme cas : m et v o= {n-1)"%* [ (X - m )’ {4)

1=1

Les estimateurs de la fonction de densité correspondant
& ces trois cas sont respectivement :

g,,{x) = Nm_,0%;x) , {5)
9,,{x) = N(g,u_;x) , (6)
g,,(x) = N(m_,v ;x) . {(7)

Conventions dfécriture

L’indice n est omis si aucune confusion n’est possible
pour les estimateurs, m , u , V., 9, 9.+ 9y, -

m, u, v, écrits en caractéres gras, désignent les esti-
mateurs, tandis qu’en caractéres normaux, ils repré-
sentent une estimation.

Les bornes de I sont omises si elles varient de 1 & n.
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Maintenant que les estimateurs des paramétres et gque les
estimateurs respectifs de la densité sont définis, on
peut calculer les EQMI pour chaque cas. Les résultats
lorsque l'espérance est inconnue ont été notamment dé-
montrés par Guttmann et Wertz (1976) et sont déterminés
dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1

Supposons que les hypothéses (H1) soient vérifiées, que
seule lrespérance p soit inconnue et qu’elle soit esti-
mée par m.

Alors l'’estimateur paramétrique g, est défini par

g, (x) = N(m, o?;x) on m=n'! E X

et 1'on a

EQMI(g, ) = (No?)™*/% { 1 - [2n/(2n+1}]'/2 ) (8)
ou

EQMI(g, ) = (Ho?}™'/% [ 1/(4n) - 3/(32n7) | + O(n"3). (9)

Démonstration

Les variables aléatoires X ,X,,...,X étant i.i.d. et
normalement distribuées, l'estimateur m est une variable
aléatoire distribuée selon une loi normale, de paramé-
tres w et ¢2/n. Les calculs des critéres sont simples,
car seules interviennent des convolutions de densités
normales, puis leur intégration (cf annexe 1}.

Pour un point x fixé, calculons les différents termes de
17EQM({g, {x)] selon la formule (1.9)

EQMIg, (x)] = E [g,?(x)] + N (4, 0%;x)

- 2 N{p,o?;x} E g (x)] . {10}
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1) E [g,2(x)) = E [N (m, o%;x)]

E [(470%)"'/? N(m,a?/2;x)]

J*(dﬂcz}'ifz N(m,a?/2;%x) N(p,eZ/n;m) dm

-

1l

(4a2)" 172 N(y,{n+2)o?/(2n);x] . (11)

2) N (u,0%;x) = (4Me?)"1/2 N{y,a2/2;x) . {12}

3) E;lg, (x)] = E [g,(x)]) = [+N(m.o’:X) N(yg,a?/n;m) dm

= Nlu,(n+l)o?/n;x]
Ainsi,
N(p,a2;x) E,[g,(x)] = N(pg,0%;x) Nlig,(n+tl)o?/n;x]

(20)~'/2 [nea?/(2n+1))'72% Nlp,(n+l)a?/(2n+1);x)

(dMa2)~172 [2n/(2n+1)11/2 N[y, (n+l)o?/(2n+1);x] . (13)

En substituant les expressions (11), (12) et (13) dans
la formule (10), on obtient le résultat désiré :

EQM[g, (x)] = (4802)7'/% { N[y, {n+2)e?/(2n);x] + N(y,a2/2;x)
- 2 [2n/(2n+1) 1172 N[y, {(n+l)e?/(2n+1);x] }

En intégrant cette derniére expression par rapport 3 x,
on obtient 1'EQMI(g,) selon la formule (1.10)

EQMI(g,) = J+ EQM[g, {x)] dx
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[ {(4M62)" 172 Nlp,(n+2)o?2/{2n);x] + N{g,02/2;%)

- 2 [2n/(2n+1) 1Y% N[u,(n+l)s?2/(2n+1l);x]] dx

(4n¢2)"2/2 {1 + 1 - 2 (2n/(2n+1)]%7? }

(Tg2)~"1/2 {1 - [2n/(2n+1) )72 }

En développant selon les puissances de n ! 1l’expres-

sion [2n/(2n+1)]!/?, on obtient une approximation de
1'EQMI(g, ) plus facilement interprétable

EQMI(g, ) = (Ne?)"1/? { 1/(4n) - 3/(32n2) ] + O(n™3)

Remargues

1) Il est possible de déterminer un estimateur de f dont
le biais est nul. Il est noté g,, et défini par

911(x) = N{m,(l-1/n)e?;x) . (14)

Un calcul identique au précédent conduit a la formule
suivante pour son EQMI

EQMI(g,,) = (4NMe¢?)"1/% { (n/(n-1)}'/7 - 1} (15)
ou
EQMI(g,,) = (4Ne?2)" 172 [ 1/m + 3/(4n2) ] + O(n™?) . (16}

2) Guttmann et Wertz (1976) et Klebanov (1277) ont
montré que la meilleure estimation paramétrique possible
pour une densité normale, oD sevle l’espérance est
inconnue, est donnée par

g,,(x) = N[m,(n+l}o?/n;x] . (17)
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Dans ce cas, 1'EQMI(g,,) est calculée de maniére iden-
tique que ci-dessus et 1‘on obtient

EQMI(g,, ) = (4Me2)"*/% (1 - [n/(n+1)]'/? } (18)
ou
EQMI(g,,) = (Me?)"'/2 [ 1/(4n} - 3/(16n2) ] + O(n™?} . (19)

La différence entre les EQMI de g, et de g,, est minime
comme l’'on peut se rendre compte par les développements
limités ou par les tabulations jointes {tableau 2.1).
Les graphes des EQMI se confondent et ne sont donc pas
tracés.

On constate de plus que si g,, est non biaisé, son EQMI
est pourtant supérieure aux autres estimateurs pro-
posés. Ces remargues confirment le choix effectué pour
l'estimateur g, , trés proche du cas idéal, meilleur que
l'estimateur sans biais et défini trés logiquement.

Lorsque la variance est inconnue, il n'existe pas de
résultats théoriques dans la littérature a notre con-
naissance. Les formules obtenues pour 1'EQMI de g, et de
g9, représentent les résultats principaux de ce
paragraphe,

Théoréme 2.1.2

Supposons que les hypothéses (Hl) soient vérifiées, que
la variance o¢? soit inconnue et qu‘elle soit estimée
par u, tandis que l'espérance est connue.

Alors, l’estimateur de la densité g, est défini par

g, (x) = N{g,u;x) ol u=n' I (X-u?;
et 1'on a
EQMI(g,) = (4fo2)"*/? ( (n/2}'/? T{(n-1},/2)/T(n/2)

- (1 + 3/(8n) - 55/(256n2) } + O(n™?) (20)

38



ou

EQMI(g,) = (Me?)"'/%[ 3/(16n) + 255/(512n%) ) + O(n"?)

Démonstration

Les variables aléatoires X /%,,...,X étant i.i.d et
normalement distribuées, n-wu/¢? est une variable aléa-
toire distribuée selon une loi du chi-carré & n degrés
de liberté. Ainsi, 1l est possible de déterminer la
fonction de densité de u par un simple changement de
variable; elle est notée 1l(u)

l(u) = 1/T(n/2) (n/(202)7/2 uln=2)/2exp(-n-u/(202)) (22)

-

ou u 0 et T[i(n) représente la fonction Gamma.

I

Le calcul des intégrales intervenant dans 1'EQM[g, (x}]
et dans 1'EQMI(g,) n’est plus aussi trivial qu’aupara-
vant. Afin d’obtenir des résulats exacts, il a fallu
intervertir l’ordre des intégrales dans chaque terme de
1'EQMI, en appliquant le théoréme de Fubini.

Selon la définition de 1/EQMI, fcormules (1.9) et (1.10),
on a

+ ™

EQMI(g,) = [ [ E;[g,%(x)] + N (p,0%;x)

- 2 N{y,o0%:x} Ef[gz(x)] } dx . (23)

or,
. E . [g9,(x})] = E [g,(x)] = E [N{y,u;x}]
e
B, [g,7(x)] = E [g,? (x}] = E [(4Ma)~1/2 N(w,u/2;x)].
Ainsi,

+ = +@ 4@

(21)

1} J Eu[gzz(x)] dx = j J {4Mu}~t/?% N(g,u/2;x)] 2(u) du dx

-o -o L]
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J*(4Hu}'1/2 J*N(y,u/Z;x) dx 1{u) du
[1] o

(e
= | (40u)"1/2 1(u) du
<0
-
= | (4mu)-17? 1/T(n/2)[n/(2g2]7/2 yin-21/2
rexp(-n-u/{2¢?)] du {24)

Yo
en posant t = n-u/{2¢?), an obtient :

= (40e2)" 1% (n/s2)'/2 1/F{n/2) J*t‘"‘l’/z'l exp{-t)dt

0

= (4N¢?)"*/? (n/2)}/? T((n-1)/2]/T(n/2) . {25)
table [1]
p.255 (6.1.1)

2) J*Nzty,cz;x) dx = J {4N62)" /2 N{u,c?2/2;x) dx

= (4Rg2) 172 : (26)

3) l+N(y,07;x) E [g,{x)] dx

b 90 + ®
= N{y,ao2;x) J Nig,u;x) 1(u) du dx

¢

-

+ 4w
~

= N{p,c?;x) N(g,u;x) dx 1{u) du
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e
= | (20)7'/2 (g24u)"1/? 1(u) du
va
-
= | (20e?)"1/2 (l+u/02)~ /2 1(u) du (27)
vo

en posant t = u/g? , on obtient :

= {2Me?)~ 172 (ns2)"/2 1/T(ns2)

. Jﬁ (l+t)"1/2 ¢272-1 exp(-n-t/2)dt
¢]

= (2Me2}"'/2 (ns2)"72 Kum[n/2, (n+l)/2,n/21 . (28)
table [1)
p.505 (13.2.5)

Kum représente la fonction de Kummer généralisée. 11
n‘existe pas de formule satisfaisante a notre connais-
sance pour approximer cette fonction lorsque la variable
n est supérieure 3 10.

Pour pallier a cet inconvénient, l’intégrale (27) a été
transformée en posant t = n-use?; on obtient alors

3) = [ (20e2)" 172 (14t n)-1/2 xnz(t) dt
°

o X *{t) est la fonction de densité de la réparti-
tion du chi-carré 3 n degrés de liberté.

Posons P(t) = (l+t/n)"!'/?2 et développons la fonction
P(t) en série de Taylor autour du point t,= n, qui cor-
respond 3@ la valeur moyenne théorique de la fonction du
X 2(t).
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Si P'i’ désigne la ji®™* dérivée de P par rapport a t,
alors, ,

179t P (t) = D, (l+4t/n)- 12141172 n=3

135...(23-1)
ol D, = (-1)3 j=1,2,
246 ... (29)

En prenant les cing premiers termes de la série de Tay-
lor et en intégrant terme a terme, les termes de la
série ainsi obtenue sont de la forme

o - D, -27 1231172 o3 j=1,...,4
ol a; représente le moment centré d’ordre j de la ré-
patrtition du chi-carré gui est un pclynéne en n de degré
{3/2) ([x) désigne la partie entiére de x).

En regroupant les termes de méme puissance, on obtient
finalement (cf annexe 2 pour les calculs détaillés)

3) = (4Ne2)"'7% [ 1 4+ 3/(16n) - 55/{512n?) 1 + O(n™3)

EQMI(g,) découle de la substitution des termes (25),
(26) et (29) dans la formule {(23).

]

EQMI(g,) = (4Mo2)"1/? { 1 + (n/2)'/% T((n-1}/2]/T(n/2}

- [ 2 + 3/(8n) - 55/(256n?)) } + O(n™?)

(4N0e2)"*/2 { (n/2)'/% T[(n-1)/21/T(n/2)

- [ 1+ 3/(8n) - 55/(256n2) } + O(n™?*)

Il est possible de développer en série de Taylor autour
du méme point t ;= n la fonction u '/? intervenant dans
l‘intégrale (24); on obtient ainsi un résultat approcxi-
matif de l’intégrale (24) et donc aussi de 1'EQMI(g,)
{cf annexe 2}
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EQMI{g,} = {4l02)"'/% [ 3/(8n) + 255/(256n?) ] + O(n™%).

11 reste & déterminer 1'EQMI pour le cas le plus géné-

ral ol les deux paramétres sont inconnus.

Théoreéme 2.1.3

Supposons que les hypothéses (Hl1) soient vérifiées et

gue l‘espérance et la wvariance soient inconnues. Ils

sont estimés respectivement par m et v,

Alors l'estimateur de la densité g, est défini par

g, (x) = N(m,v;x)

ol m=nt!7I X et v = (n-1)7? L (X, - m)? ;

l’EQMI(gJ} vaut

EQMI(g,) = (4Ne?2)"! { [{n-1)}/2}'/% T[(n-2)/2]/T[(n-1)/2]
- [ 1 - 1/(8n) - 31/(256n2)] } + O{(n~?) (30)

ou

EQMI(g,) = {Mo?)~172 [ 7/(16n) + 423/(512n%) ] + O(n~3). (31)

Démonstration

La facgon de calculer l'EQMI(gB) est identique a celle de
la proposition précédente, méme si des intégrales tri-
ples interviennent. Par le théoréme de Fubini, 1l‘ordre
d’intégration a été interverti, de telle maniére gque la
variable v soit prise en considération en dernier lieu.

Les variables aléatoires X ,X,,...,X étant i.i.d et
normalement distribuées, m et (n-l)v/s?! sont deux
variables aléatoires 1indépendantes, de répartition
normale, d’espérance p et de variance o¢?/n pour m et de
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tépartition du chi-carré a (n-1) degrés de liberté pour
{n-1}v/e?., Par changement de variable, on obtient
aisément la densité de v, notée 1l(v)

1(v) = 1/T({n-1)/2) [{n-1})/(2g2))INn-11/2 yin-31/2
+ expl-({n=-1}v/(2e¢?)) , v > O ., {32}

Constatons tout d’abord que :
E,lg,(x)] = E  [g;(x)]

+@ 4@

= J [ N(m,v:x) N(p,o2/m;m) 1(v) dm dv

¢ o

et

E lg, 7 (x)] = B [g,7(x)]

+® 4w

= J J (4Ma?2)~ 172 N(m,v/2;x) N{u,0?/n;m) 1(v) dm dv,

0 —a

Or, par définition,

EQMI(g,) = J"{ E 19,2 (x)] + N (u,0?;x)

-~

- 2 Nlp,o%;x) E  [g,(x)] } dx . (33)

Déterminons pas a pas chaque terme de 1’EQMI(g,).

+ & +® 4@ o

1) { E,[9,2(x)] dx = J J J {40v)~ '/ ?N(m,v/2;x)

i N ¢« N(p,o?;m) dm dv dx
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+@ +w 4w

= (4Nv)~ 1/ 2 J J Nim,v/2;x) Nly,e2/n;m)} dm dx ]
o

- 1(v) dv

r4 @

= (4Nv)-1/1 JﬁN(p,c?/n+v/2;x) dx 1({v) dv

Yo

-
~ o

= | (4nv)"1/% 1(v) dv ' (34)
~o

(4Ne2)~1/2((n-1)/21*/2T[(n-2)/2)/T[{n-1},2]. {35)
table [1]
p-255 (6.1.1)

2) {+N2(p,az;x) dx = J*(qnaza‘lfz N(u,02/2;%x) dx

= [4“02)—1/2 (36)

+m

+m 4w
3) J N(y,o%;x)

N(im,v;x) N(g,et/n;jm} dm 1{v) dv dx

+® 4+ @
~

N{g,02;x) N({u,v+e?/n;x) dx 1(v) dv
6 -
]

= | (2m-t/2

J,

[v+#{n+1)e2/n]"17% 1{v) dv

= J (2N02)"172 [v/g?+(n+l)/n) "1/ 2 1(v) dv (37)
0
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= J (2Na2)~ 172 Q(v) 1(v) dv

0

ol Q(v) = [v/eZ+(n+l)/n)-1/?2

En mettant en évidence [(n+l)/n}"!/?, puis en posant
t = nv/[{n+l)e?]) , on obtient dans le résultat & nou-
veau la fonction de Kummer.

3) = (2Me2)"Y/2 [n/{n+1)]*/2 [(ni=1}/(2n)]!"11/2

Kum[ (n-1)/2,n/2,(n?-1)/(2n)]. (38)

Afin que la derniére expressicn soit plus explicite et
plus maniable, posons s = (n-l)v/c? dans l’intégrale
(37); alors l'expression devient

ot @
3) = { (2M62)"1/% R(s) X _ (s) ds

¢

ol R(s) = [{n+l)/n + s/{n-1)]" 17?2

si R'JI) désigne la ji®"™* dérivée de R(s) par rapport 2
s, alors,

1/3t rRU'It(g) = D, - {(n+l)/n+s/(n-1) )" 123+ /2 (n_1)-3
135...(235-1)

Otl Dj = (—1)j J = 1121
246 ... (23)

Développons en série de Taylor au point s;= n-1 1la
fonction R(s), et intégrons terme & terme. Les termes de

la série obtenue sont de la forme
Bj-Dj-Z‘lfz[Z(n—l)]‘j (1+1/(2n))"t23+11/2 j=1,...,4

ol B représente le moment centré d'ordre j de la ré-

partition xn-12' Puis on a développé les expressions
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[2(n-1))"3 et [1+1/(2n)]"'23+1}1/2 selon les puissances
de n™', effectué les multiplications nécessaires et
regroupé les termes de méme degré jusqu’'d l'ordre 3 (cf

annexe 3). On obtient finalement :

3) = (4Ne2)"1/2 [ 1 - 1/(16n) - 31/(512n2) ] + O(n %) . (39)

EQMI(g,)

Blors, la formule désirée de 1'EQMI est obtenue

(4Me2)™* { 1 + [{n-1),2)*/% T[(n-2}/2)/T{(n-1)/2]

- { 2 - 1/(8n) - 31/(256n2)] } + O(n™?)

1

(40e2)"t { [(n-1),72]*72% T((n-2)/2]/T[(n-1)/2]

- [ 1 - 1/(8n) - 31/(256n2}] } + O(n™?*)

En utilisant le méme artifice que ci-dessus dans 1'inté-
grale (34), on obtient wune approximation du premier
terme de l’accolade selon les puissances de n™! et donc
aussi de 1'EQMI, aprés regroupement des termes
semblables (cf annexe 3).

EQMI(g,) = (4Ma?)"1/% [ 7/(8n) + 423/(256n?) ] + O(n™%).

Avant d'analyser et de comparer les formules obtenues
pour les différents estimateurs paramétrigues, nous
allons déterminer les formules des EQMI pour les esti-
mateurs non-paramétriques.
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2.2 EQMI des estimateurs non-paramétriques

Comme il a été précisé au chapitre 1, les deux noyaux
que nous retenons pour notre étude sont le noyau hiqua-

dratique, K , et le noyau normal, K

1 i

L'’estimateur non-paramétrique construit & 1’aide du
noyau biquadratique K, est noté f tandis que f

1 in’
représente l’estimateur utilisant le noyau normal K, .

2n

£,,(x) = (ah )=* T K, [(x=X )/h_] j = 1,2 (40)
=1
15/16 (1-y?)? sily] <1
od K (y) = { (41)
0 sinon
K,(y) = N{0,i;y}) . (42)
Rappel

h ~est une suite de nombres positifs vérifiant les
hypothéses (H4), c-a-d

limh =10 et limnh = =
n n

n-) e n-—j)®

Conventions d'écriture

L’indice n sera omis si aucune confusion n’est possible
dans les expressions fln' fzn, hln’ h, . L'indice 1 se
rapporte au noyau biquadratique, tandis que 1l'indice 2
au noyau normal.

Les barnes de [ sont omises si elles varient de 1 & n.

Nous déterminons tout d'abord la fenétre minimisant
1'EQMI asymptotique et 1'EQMI correspondante pour les
deux noyaux cités, en utilisant les formules établies au
corollaire 1.5.5.
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* Théoréme 2.2.1 (Rosenblatt, 1971)

Supposons gque les hypothéses (Hl) et (H2) soient
vérifides.

Alors la largeur réduite k minimisant 1'EQMI asymptoti-
gue vaut suivant les noyaux :

k, = 2.778 n"}/? (43)
et
k., = 1.059 n"t/3% , (44)

Et 1'EQMI correspondante vaut

EQMI(f ) = 0.32141 ¢! n"*/% + o(n™*/%) (45)
et

EQMI(£,) = 0.33290 o' n" /> + o(n /%) . (46)
Démonstration

Les choix proposés pour k, et k, remplissent les
hypothéses (H4). Ces résultats découlent immédiatement
des formules (1.35) et (1.36), en calculant les diffé-
rents termes pour la densité normale et les noyaux K, et
Kz'

Déterminons tout d'abord h, , selon la fermule (1.35)

pt
4 @

h = [A(K)/B*(K))}/° { J [F"(x)|? dx }~1/% n1/°

opt

-

Pour la densité normale N{y,c?;x), ¢cn a

J [F*(x)]? dx = 3/(8¢°/T) . (47)
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Pour les noyaux biquadratique et normal, 1’expression
A(K)/B?(K) se calcule & partir des formules (1.39) a
(1.42} et vaut respectivement

1]

A(Kl)/Bz(Kl) 35.0 , (48)

(4my-172 (49)

A(R,)/B* (K, )

En substituant les constantes (47), (48) et (49) dans
la formule de hopt et en posant k = h/c, on obtient le
résultat désiré pour la fenétre optimale de chaque
noyau, a savoir

k, = 2.778 n" /3

et

k, = 1.059 n-1/%

Cette fenétre est appelée fenétre ou largeur réduite et
elle vérifie aussi les hypothéses (H4). Elle contient
automatiguement le facteur d’échelle ¢ et le probléme
revient donc & estimer une densité normale N{u,l;x).

L’EQMI asymptotique correspondant a la largeur optimale
est obtenue de maniére analogue en utilisant la fcrmule

asymptotique (1.36} et les constantes (1.39) a (1.42) et
(47).

Pour étudier le comportement de 1/EQMI(f, ) en fonction
de la largeur réduite k, les constantes (47), (48) et
(49} sont substituées dans la formule asymptotique
générale de 1'EQMI(f) (1.27). La formule suivante, dé-
pendante de k, est obtenue

EQMI(f, ) = 7°' o' [ 5/(nk) + 3/(224/M) k*}

+ o[ (nk)"1+k']). (50)
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Cependant, pour l'estimateur £,, il est possible de
calculer explicitement et exactement le critére de
1"EQMI. Le résultat obtenu dépend de la fenétre réduite
k. La formule a été calculée notamment par Anderson
(1969), Guttmann et Wertz (1976) et Fryer (1976) et est
déterminée dans le théor&me suivant.

Théoréme 2.2.2

Supposons que les hypothéses (Hl) soient vérifiées.

Si le noyau normal est utilisé, alors la formule exacte
de l'EQMI(fZ) vaut

EQMI(f,) = (4Re?)" /2 [ 1 4+ n™t [ k™' - (1+k?2)717%]

+ (1+k2)"172 - 2 [2/(2+k?)]¥/% ] . (51)

Démonstration

Les variables X ,X,,...,X étant i.i.d, 1l’estimateur
fztx) peut étre considéré comme une somme de n variables
aléatoires indépendantes, de la forme

£,(x) = n! I, N(X ,h?;x)

Calculons les différents termes composants l’EQMI(fZ) en
utilisant les formules (1.8) et (1.10)

EQHI(f,) = J { Biais?lf,(x)] + Var [f,(x)) ) dx

-

Soit x un point donné;

1) E;[£f,(x)] = E [n"" I N(X ,h?;x)]

= E;[N(y,h?;x)] = J¢N(y;h’:x) N{y,o?;y} dy
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= N(y,02+h?;x]

Ainsi,
Biais[f,(x)]) = N{p,0?;x) - N(w,02+h?;x) ,

Biais? [£,(x)] = [N(g,02;x) - N(p,0?+h?;x)}?

= (40o2)" /% N(p,0?/2;x) — 2 N{p,02;x) N{y,0%+h?;x)

+ [40(o2+h?)]17 172 N[u,(c2+h?)/2;x]

= (4M)"*/? {o " N(y,02/2;x) + (o2+h?2) 1/ 2N[py,(c?2+h?)}/2;x]

- 2 V2 (202+h2)"1/2 N{p,0?(c?+h?2)/(202+h?);x]}. (52)

En intégrant par rapport & x 1l'expression (52), on
obtient le premier terme de 1’EQMI(f,)

J—Aaiaiszlfz(x)] dx = (41-[)-1/‘2 [ 0,-1 + (0.2+h2)-1/2

- 2 V2/(202+h2)1 /2 ] | (53)
2) var [£,(x)] = Var [n"' I N(X ,h?;x)]

n! var, [N(y,h?;x)]

n"! { E [N’ (y,h?;x)] - [E/[N(y,h?;x)]]"}

+ @

n! J N2 (y,h?;x) Nlyu,0%;x) dy - N*(p,02+h?;x)} }
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nt J+{4Hh‘)'1’z N(y,h?/2;x) N{yg,0?;y) dy

- [40(e2+h?) 171/ ? Ny, (0?+h?}/2;x] )

(4mM)"*/%2 n~! { h™* N(w,0?+h?2/2;x)

- (o?+h?)7'/? N[y, (0?+h?}/2;x] } . (54)

En intégrant l'expresssion (54) par rapport a x, on
obtient le second terme de 1'EQMI(E,)

j Varf[fz(x)] dx = (4M)~'/? n7! [ h! - (o?+h2)"1/2 ], (55)

En additionnant les expressions (53) et (55), on obtient
lrexpression désirée pour 1'EQMI(E,)

EQMI(f,) = (4m)"*/2 { n"! [ h°* - {o2+h2)"172] 4 41

+ {o2+h?)"172 - 2 {2/(2024h2)] /2] }

= {(4Mo2)"1/2 { 1 + o' [ k™' - (1+k2)"*/?]

+ (1+k2)7172 _ 2 [2/(24k2) )72 )
ol k = h/c .
L'EQMI dépend de deux variables, n et k. Il n'existe pas
de wvaleur explicite minimisant cette derniére expres-
sion. Cependant, pour chague taille d‘échantillon, il
est possible de déterminer numériquement une fenétre
minimisant l’EQMI(f2). Si lon cherche une fonction de

la forme k = C:n"*, on obtient alors la fenétre de
Fryer, par exemple

= -0.205
kF:ye: = 1.31 n . {586)
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Cette valeur sert de référence dans la premiére partie
de l'analyse de 1'EQMI(f,) (cf paragraphe 2.3.2.1}. Dans
le paragraphe 2.3.2.2, une analyse du comportement de
1'EQMI(Ef,) en fonction du choix de la. fenétre k est
menée pour le noyau normal.

Les formules théoriques des EQMI ayant été établies pour
chaque catégorie d'estimateurs, paramétriques et non-pa-
ramétrigues, nous allons donc¢ étudier maintenant le com-
portement de ces estimateurs.

2.3 Analyse des EQMI et des efficacités

Avant de comparer l'estimateur paramétrigue a l'estima-
teur & noyau, il est utile d'analyser les performances
de chaque catégorie d’estimateurs.

Le traitement analytique des formules trouvées n'est pas
des plus aisés. Afin de faciliter ces études, les va-
leurs des EQMI ont &té tabulées pour différentes tailles
d’échantillons, et leurs graphes ont é&té tracés en
fonction de la taille de 1’échantillon.

2.3.1 Analyse de 1'EQMI des estimateurs paramétriques

Pour chaque estimateur g.,, deux formules pour 1'EQMI ont
été données, la seconde eétant une série de puissances de
n~!. Dans un premier temps, la différence entre chaque
couple de valeurs a été analysée pour juger la qualité
des séries, dont l'ordre de grandeur est plus parlant.
Puis, 1'EQMI exacte de g, selon (2.8) et les EQMI
approchées de g, selon (2.20) et de g, selon (2.30) sont
comparées entre elles. Sur la base de ces considéra-

tions, les remargues suivantes peuvent étre formulées
1. Les écarts entre les formules des EQMI et leurs sé-

ries respectives sont minimes et disparaissent pratique-
ment pour des valeurs de n supérieures a 20 (tableaux
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2.1 et 2.2}. Uniquement les graphes des EQMI des formu-
les initiales (2.8}, (2.20), (2.30) ont dés lors été
tracés, les graphes des séries se confondant aux graphes
précédents (figure 2.1). Les séries permettent néanmoins
de retenir plus facilement 1l’ordre de grandeur des EQMI
de chaque estimateur paramétrique.

2. Les séries des EQMI &tant des séries de puissances de

n"', 1'EQMI des estimateurs g,, g,, g, décroit com-

me la fonction n™!, c-3-d fortement pour des petites
valeurs de n et plus lentement pour des grandes tailles
d’échantillon (figure 2.1). Ainsi, un échantillon de
grande taille permet wune approximation sensiblement
meilleure de la fonction de densité et la qualité de
l’estimation est proportionnelle & la taille de 1l’échan-
tillon : par exemple, pour n = 200, 1/EQMI d’un estima-

teur 9 est quatre fols plus petite gue pour n = 50.

3. Lorsque l'espérance ou la variance est inconnue, les
EQMI respectives sont voisines, avec un avantage pour g,
si n est petit, n < 14, et pour g, dés que n > 15 (fi-
gure 2.1). Il est donc légérement plus facile d'estimer
une densité normale lorsque l’espérance est connue gque
dans le cas ol la variance est connue. En se représen—
tant les deux estimateurs, on comprend qu‘une erreur
dfestimation de l’espérance entraine une translation de
toute la courbe, c¢e qui influence davantage 1‘EQMI
gu’une contraction ou une dilatation de la courbe autour
de son mode (etreur dfestimation de «2?).

4, Si l’espérance et la variance sont inconnues, 1’'EQMI
de g, selon (2.30) est environ le double de celle des
deux autres estimateurs. Il est donc intéressant de
pouvoir connaltre au moins un des paramétres afin
d'obtenir une meilleure estimation de la fonction de
densité, ou afin d’utiliser un échantillon de taille
plus petite pour une erreur du méme ordre (tableau 2.2
et figure 2.1).
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En résumé,

les séries de puissances des EQMI des estimateurs para-
métriques décrivent correctement les EQMI correspon-
dantes et la connaissance d’un paramétre réduit 17EQMI

-

de g, ou de g, de moitié par rapport a 1'EQMI{g,).

2.3.2 Analyse de 1'EQMI des estimateurs non-paramétrigues

2.3.2.1 EQMI pour une fenétre donnée

Les coefficients des formules asymptotiques optimales
(2.45) et (2.45) étant trésg proches pour les deux
noyaux, seule la formule asymptotique du noyau bigua-
dratique {(2.45) a €té retenue pour l’'analyse de la for-
mule asymptotique, car elle est la plus précise des
deux. Pour le noyau normal, la formule exacte (2.51) a
été étudiée avec la fenétre réduite proposée par Fryer
{2,56). Les conclusions sont les suivantes :

1. L'EQMI exacte de f, est toujours nettement inférieure
a 1'EQMI asymptotique de £ (tableau 2.3 et figure 2.2).
Le rapport entre les deux EQMI varie de la maniére
suivante :

n 10 20 50 100

EQMI(fl)

EQMI(f,)

Deux remargues principales découlent de cette premiére
constatation

1.1 Puisque les deux formules asymptotigues (2.45) et
(2.46) sont équivalentes, on en déduit que la formule
asymptotique de 1‘EQMI pour le noyau normal (2.46)
est mauvaise ., Elle ne donne gqu'une approximation
trés grossiére de 1'EQMI(f,) pour la densité normale.
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1.2 Sur la base des valeurs de 1'EQMI asymptotique de
£, et de 1'EQMI exacte de f,, le noyau normal semble
apparemment préférable au noyau biquadratique. Mais,
les simulations (cf paragraphe 2.4) démontreront que
la formule asymptotique pour le noyau biquadratigue
est elle aussi trés grossiére et méme mauvaise, et
gque les noyaux biquadratique et normal obtiennent fi-

nalement des résultats équivalents.

Ainsi, les remarques énoncées pour le noyau normal peu-
vent donc étre considérées aussi valables pour le noyau
biquadratique. L'analyse détaillée de 1'EQMI asympto-
tique et de l'efficacité du noyau biquadratigque n'est
donc pas opportune et a été supprimée.

2. L'EQMI exacte de f, est une fonction fortement
décroissante pout des valeurs de n petites, n < 20,
puis cette décroissance s’atténue; elle est inférieure a
n~%3% (figure 2.2). Un échantillon de taille é&levée
permet donc d'améliorer la qualité et l'exactitude de
l’estimateur non-paramétrique fz, mais dans une moindre

mesure que dans la situation paramétrigue (figure 2.2},

2.3.2.2 EQMI du noyau normal pour différentes fenétres

L'EQMI exacte de £, est une fonction dépendante non
seulement de la taille de l’'échantillon n, mais aussi de
la largeur réduite k duv noyau., La formule analysée aupa-
ravant est qualifiée d‘optimale, la fenétre de Fryer

devant minimiser 1’EQMI exacte de cet estimateur.

Mais, comment varie 1'EQMI si le statisticien utilise
une largeur non-optimale? Pour déterminer les conséquen-
ces d'un tel changement sur 1’EQMI exacte de £,
dfautres valeurs ont &té attribuées a la fenétre et
substituées dans la formule de 1'EQMI exacte du noyau
normal (2.51). Rappelons que
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Les conclusions sont les suivantes

l. Des EQMI légérement inférieures peuvent étre attein-
tes, si la fenétre est plus petite que celle indiquée
par Fryer. Mais les différences des EQMI sont minimes,
voire & peine wvisibles sur les graphes correspondants
des EQMI (figure 2.3), La wvaleur "optimale" de 1la
fenétre se situe entre la valeur de Fryer et la valeur
asymptotique de k, (2.44).

2. Un choix proche de la largeur de Fryer n’'altére pas
les résultats d’une maniére conséquente. Néanmoins, on
constate qu‘une forte sous-évaluation de la fenétre
"optimale" influence moins 1’/EQMI qu’une nette suréva-
luation de celle-ci; mais les écarts ne sont pas énor-

mes et ne portent pas 3 conségquence pour l’finterpréta-
tion des résultats (figure 2.3).

En résumé,

la fenétre minimisant l'EQMI exacte de f, est trés lége-
rement inférieure 3 celle proposée par Fryer, mais une
largeur proche de la largeur optimale n’'altére pas de
maniére sensible 1'EQMI exacte de f .

L'EQMI exacte de f, s'améliore si la taille de l'échan-
tillon augmente.

La formule asymptotique de 1'EQMI de f, est mauvaise
pour une densité normale.

2.3.3 analyse des efficaciteés

La comparaison proprement dite entre les deux classes
d'estimateurs peut &tre envisagée, les EQMI de chaque
estimateur ayant été présentées séparément et analysées
d'une maniére compléte. Les formules (2.8), (2.20) et
(2.30) des EQMI des estimateurs paramétriques g,. g, et
g, sont confrontées a 1'EQMI exacte de f, (2.51) et la
fenétre de Fryer (2.56),
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Pour chaque estimateur paramétrique g,, l’'efficacité du
noyau normal, notée eff(gj,fz), a éte calculée numéri-
quement et son graphe a été tracé {(figure 2.5).

EQMI(g,)
eff(g,,f,) = ——— j=1,2,3
EQMI(E, )

Comment peut-on interpréter une efficacité inférieure &
1.0 ? Dit simplement, une telle efficacité signifie que
- 1l'estimateur g, est meilleur que f,, au sens de
1/EQMI {chapitre 1, définition 1.3.2).

- pour obtenir une précision donnée, il faut moins d'ob-
servations pour l'estimateur 9, gue pour l’estimateur
f,, et la proportion est déterminée par la valeur de
lrefficacité : par exemple, si l'efficacité vaut 0.5, il
faudrait le double d‘observations avec f,, pour obtenir
une EQMI du méme ordre gque celle de g -

Les résultats sont analysés de la maniére suivante : on
détermine tout d'abord gquel estimateur est le plus effi-
cace dans chacune des trois situations possibles entre
les estimateurs paramétriques et non-paramétrique (figu-
re 2.5). Puis l'on gquantifie plus finement ces résultats
en étudiant les valeurs des efficacités (tableau 2.4).

Les remargues suivantes peuvent 8tre formulées

1., Quel gue soit l'estimateur paramétrigue utilisé, g,
l'EQMI(gj) est presque toujours inférieure a 1'EQMI(E,)
(figure 2.4). ainsi, l'efficacité est toujours inférieu-
re a 1.0, sauf pour l'estimateur g, si la taille de
l’échantillon est inférieure & 15. Les estimateurs para-
métriques g; sont donc toujours préférables aux esti-
mateurs non-paramétriques (tableau 2.4 et figqure 2.5}.

2. Le comportement des efficacités par rapport aux esti-
mateurs paramétriques est semblable et seul le pire des
cas, g,, est analysé plus précisément. L'efficacité
décroit assez rapidement jusqu’a n = 50, puis plus modé-
rément. Elle est de l’'ordre de n™'/° environ. Un grand
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nombre d’'observations permet donc d’abaisser l’efficaci-
té du noyau normal aussi proche de zéro qu‘on le désire;
mais le prix est chérement payé. A titre indicatif, une
efficacité de 0.5 est atteinte pour un échantillon de
taille 60 environ (tableau 2.4).

3. Si l'efficacité est de 0.50, il faut en réalité plus
du double d’observations pour que l'estimateur £, arrive
& la précision de g,, car la décroissance de 1'EQMI(g,)
est plus rapide que celle de 1'EQMI(f,) ce qui favorise
encore davantage l'estimateur g, (tableaux 2.2 et 2.3).

4. La qualité de l’efficacité dépend du nombre des para-
métres a estimer. Lorsque les deux paramétres sont in-
connus, c-a-d g,, l'efficacité double pratiquement par
rapport a celle de g, ou de g,.

Exemple : (tiré du tableau 2.4)

n 20 50 100 200
eff(g, ,f,) 0.84 0.57 0.44 0.36
eff(g ,f,) 0.43 0.31 0.25 0.20

Lorsqu’un des paramétres est connu, alors l'efficacité
est pratiquement toujours inférieure a 0.5, et diminue
encore pour n augmentant (tableau 2.4).

Ainsi, l'estimateur paramétrigque accentue encore son
avantage et est donc nettement préféré a l'estimateur 3
noyau normal. Pour les estimateurs g, et g,, l’effica-
cité vaut 0.5 pour des échantillons de taille 20 déja!

En résumé,
dans le cas étudié dans ce chapitre, la densité est
normale, l’estimateur paramétrique g,, est préférable &

un estimateur & noyau, biquadratigue ou normal, et dans
une trés forte mesure.
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2.4 Simulations

Le but de ce paragraphe est non seulement de confirmer
les résultats théoriques pour les estimateurs paramétri-
gues et pour l’estimateur & noyau normal, mais aussi de
démontrer que la formule asymptotique de 1’EQMI(f, )}
(2.45) est trés approximative et gque, de plus, le noyau
n’'est pas prédominant dans 1'EQMI des estimateurs non-
paramétriqgues.

Une estimation non bhiaisée de 1'EQMI d’un estimateur est
la moyenne des écarts quadratiques discrets sur 50 é-
chantillons par exemple, notée EQDM.

Définitions 2.4.1

Soit £ un estimateur d'une fonction de densité. Alors,
1'écart quadratique discret de f est défini par :

300
- - 2
EQD(f ) jfl (£, (x) = F(x,)])
ol les X, représentent une discrétisation en 300 points
équidistants du support de f.

La moyenne des EQD(f ), notée EQDM, est définie par

50
EQDM(f_ ) = 507' I EQD(f )

1=1
ol £ | représente une estimation de la fonction f.

De maniére analogue, on définit l’écart-type des EQD(f_)
noté EQDS

50
EQDS = { 497! £ [ EQD(f_,) - EQDM(f ) )* }*/?
1=1

Remarque

L'indice 1 varie de 1 & 50 et sera omis s'il n'y a
aucune confusion,
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Les échantillons ont été générés a l'aide du générateur
de nombres pseudo-aléatoires de "Mathematical Software
ACM vol.2 p.132-138" et les observations d'une réparti-
tion de Gauss ont &té obtenues a l'aide des fonctions
congruentes. Pour la densité normale, le support a été
réduit & lrintervalle [-5.0, 5.0}. Les tailles des é-
chantillons retenues sont 20, 50 et 100.

Pour chaque échantillon, les estimateurs m , u et v ont
été calculés et substitués dans la formule de la densité
normale, tandis que les estimateurs non-paramétriques
ont été déterminés en tous points de discrétisation x,.
Le critére de 1’'EQD a été calculé pour chague échantil-
lon et pour chagque estimateur , ainsi que leur moyenne
arithmétique et leur écart-type sur les 50 échantillons
générés. Les résultats sont analysés en trois parties

premiérement, la comparaison des EQDM et des EQMI de
chaque estimateur; ensuite, 1’influence d’'un choix dif-
férent de la largeur de Fryer sur 1'EQDM de l’estimateur
non-paramétrique f£,; enfin, le comportement des effica-
cités simulées.

2.4.1 Analyse de 1'EQDM des estimateurs paramétrigues

Pour calculer 1’EQDM de chaque estimateur paramétrique,
g9,. 9, et g,., un autre ensemble d'échantillons a é&té
généré, si bien gue trois valeurs de 1’EQDM sont déter-
minées pour les estimateurs & noyau (tableau 2.6).

Les valeurs des EQDM sont toutes légérement inférieu-
res aux valeurs théoriques correspondantes, & une excep-
tion prés (n = 20, p et ¢? inconnnus). Mais, dans les
deux cas, les écarts ne sont pas conséquents. Par
contre, les écarts-types peuvent é&tre qualifiés d’éle-
vés, car ils sont supérieurs a 1’EQDM ce gui indique que
de grandes fluctuations apparaissent entre les EQD
{tableau 2.5).
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2.4.2 Analyse de 1'EQDM des estimateurs non-paramétriques

2.4.2.1 EQDM pour une fenétre donnée

Pour le noyau biquadratique, la fenétre minimisant
1*EQMI asymptotique (2.53) a été retenue pour cette
étude.

Pour cet estimateur, de trés grandes différences sont
remarquées entre les valeurs théoriques et simulées,
différences ne pouvant étre expliquées uniquement par
lréchantillonnage. Les EQDM sont trés nettement infé-
rieurs aux EQMI, dans un rapport de 2.0 environ pour

n =20 et n= 50, et de 1.5 pour n = 100. Les écarts-
types sont eux plus petits que les EQDM, ce qui montre
une bonne stabilité de 1’EQD. Ces simulations démontrent
gue la formule asymptotique (1.36) n’est pas bonne pour
le noyau biquadratique si la densité gue l’on estime est
normale (tableau 2.6 et figure 2.6}.

Pour le noyau normal, la fenétre choisie est celle
proposée par Fryer (2.56).

Sauf dans deux cas, les wvaleurs des EQDM sont inférieu-
res aux valeurs correspondantes des EQMI; mais, & nou-
veau, les écarts obtenus sont acceptables et peuvent
étre attribués A des fluctuations d'échantillonnage.
Les écarts-types sont eux nettement inférieurs aux EQDM,
sauf dans un cas ol il est semblable & 1 EQDM ce gui in-
dique que les EQD ne varient pas énormément d‘un échan-

tillon & l'autre (tableau 2.6).

Etant donné les différences entre les valeurs théoriques
et simulées pour l'estimateur f , il est intéressant de
le comparer & nouveau a l’estimateur f,. Alors, la cons-
tation suivante peut &tre formulée

Le noyau biquadratique obtient des EQDM inférieurs a
ceux du noyau normal. Les différences restent toute-
fois négligeables, le rapport des EQDM étant proche
de 0.95, valeur identigque & celle des EQMI asymp-
totiques (2.45) et (2.46). Les écarts-types sont
pratiguement du méme ordre de grandeur pour les deux
noyaux.
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Ainsi, le noyau biquadratique est légérement meilleur
que le noyau normal pour estimer une densité normale,
méme si les écarts sont minimes.

2.4.2.2 EQDM pour différentes fenétres

Pour chaque échantillon, gquatre valeurs ont été attri-
buées a la largeur du noyau, afin d'analyser les effets
sur les EQDM des estimateurs choisis : une fenétre
étroite, la fenétre asymptotique, la fenétre de Fryer et
une fenétre plus large. Le rapport entre deux fenétres
consécutives est constant. D’autres échantillons ont été
générés pour cette étude, si bien gque d’autres valeurs
de 1'EQDM sont obtenues pour des largeurs identiques a
celles du paragraphe précédent,

Pour le noyau normal, les EQDM sont proches des valeurs
théoriques, parfois supérieurs et parfois plus petits,
mais jamais dfune maniére excessive. Pour une fenétre
plus étroite ou plus large que celle de Fryer, 1’'EQDM de
£, s’éloigne trés légérement de la valeur optimale.
L'EQDM de £, est peu sensible & une fenétre nettement
trop étroite ou trop large, tandis gque 1'EQDS de f,
augmente notablement dans le premier cas et diminue dans
le deuxiéme cas. La fenétre de Fryer obtient des résul-
tats voisins des meilleurs possibles et leurs diffé-

rences sont négligeables {tableau 2.7).

Pour le noyau bigquadratique, les valeurs obtenues par
simulations sont nettement inférieures aux valeurs
théoriques et confirment l’'inexactitude de la formule
asymptotique. La fenétre asymptotique donne toujours les
meilleurs résultats; une fenétre légérement supérieure
est moins appropriée, mais les différences ne sont pas
trés marquées. Par contre, 17EQDM se détériore notable-
ment pour une fenétre étroite et encore davantage pour
une fenétre large {(tableau 2.7).

Four des fenétres équivalentes, 1’EQDM du noyau biqua-
dratique est inférieur & celui du noyau normal, sauf si
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la fenétre est trop large {tableau 2.7)., Ainsi, l’esti-
mateur & noyau biquadratique f, est préférable a l’es-
timateur a noyau normal f,, en remarquant que les
différences entre eux sont minimes.

En résumé,

la formule asymptotique pour les noyaux, (2.45) et
(2.46), est trés grossiére et n’est pas bonne pour
estimer 1'EQMI d’une densité normale.

De plus, les noyaux sont équivalents, avec un léger
avantage au noyau biquadratique s’il en est un.

Une fenétre pas trop élcignée des formules asympto-
tiques et de Fryer n'influence ©pas de maniére
conséquente les EQDM.

2.4.3 Analyse des efficacités simulées

La moyenne des efficacités n’est pas une bonne caracté-
ristique de la tendance centrale. Pour estimer l’effica-
cité théorique, on utilise le quotient des EQDM des es-
timateurs considérés, appelé efficacité simulée et
abrégé effsim.

EQDM(g, ) . I, EQD{g,,}
effsim(gk,fj) = = ko=
EQDM(£; ) I EQD(f, ) i=

—
(RN
w

Les EQDM du noyau biquadratique étant trop éloignés des
EQMI théoriques correspondants, une comparaison entre
les efficacités simulées et théoriques pour ce noyau
n‘est pas judicieuse. L’efficacité simulée du noyau nor-
mal est tout d’abord comparée & son efficacité théori-
gue, puis & lfefficacité simulée du noyau biguadratique.
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2.4.3.1 Efficacité du noyau normal

Les efficacités simulées sont trés proches des effica-
cités théoriques, voire é&gales, sauf dans trois cas
{tableau 2.8) :

- lorsque l'espérance est inconnue et n = 20, alors
liefficacité simulée est nettement inférieure a
lrefficacité théorique dans un rapport de 1.25.

- lorsque l'espérance et la variance sont inconnues, la
qualité de l'efficacité simulée dépend de la taille de
l'échantillon. En effet, si n = 20, l'efficacité si-
mulée est supfrieure & l'efficacité théorique, tandis
gue si'n = 100, la remarque contraire est correcte. Pour
n = 50, les valeurs simulées et théorigques correspon-
dent.

Les exceptions s'expliquent parce que les EQDM des es-
timateurs réagissent dans ces cas de maniére oppposée,
c-a-d que 1'EQDM est plus petit gque 1'EQMI pour l'un des
estimateurs et l'inégalité est inversée pour lfautre es-
timateur. Ainsi, ces différences ressortent nettement
lorsque le qguotient des EQDM est effectué.

De plus, lorsque la variance est inconnue, les effica-
cités sont de méme grandeur, tout en constatant que
lefficacité simulée est toujours supérieure a la va-
leur théorique correspondante, car les différences entre
les EQMI et les EQDM sont un peu plus marquées pour
l’estimateur non-paramétrigue f, que pour l'estimateur
paramétrique g, .

D’une manigre globale, les efficacités simulées

correspondent aux résultats théoriques.

2.4.3.2 Comparaison entre les efficacités des noyaux

Comparons les noyaux biquadratique et normal en analy-
sant leur efficacité simulée.
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L'efficacité simulée de f est toujours inférieure a
celle de f,, mais les écarts sont trés proches et
peuvent étre qualifiés de négligeables. Ce résultat est
logique, puisque 1‘/EQDM{f ) est tcujours inférieur &
1'EQDM(£, ).

Ceci démontre, s’'il en est encore besoin, que le noyau
biguadratigque est légérement plus apte a estimer une

densité normale que le noyau normal.

Conclusion

Sur la hase des résultats théoriques et des simulatiens,
on peut donc affirmer que l'estimateur paramétrique est
plus apte a estimer une densité normale, méme si les
deux paramétres sont inconnus.

Quant au noyau a utiliser, un léger avantage est donné
au noyau biquadratique, bien que leur comportement sqgit
identique et proche.

Mais, ces résultats scnt obtenus avec des hypothéses
fortes, la densité a estimer est normale.

Alors, une question immédiate se pose : quelles sont les
conséguences si la densité & estimer n’est pas tout &
fait une densité normale? Le chapitre 3 apportera des
réponses a cette question.
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CHAPITRE 3 : ESTIMATION D’UNE DENSITE NORMALE
CONTAMINEE PAR UNE DENSITE NORMALE

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'estimation
des fonctions de densité appartenant a la famille # des
densités normales contaminées par une autre densité
normale. Ce phénoméne se rencontre couramment dans la
nature dans des domaines aussi nombreux gue variés : en
économie {Quandt), en médecine {Brownie et Robson), en
biclogie (Bhattacharia}, en ingéniérie (Yong).

Deux interprétations différentes de la c¢ontamination
peuvent étre données.

Premiérement, des individus étrangers & la population
mére et perturbateurs se sont glissés dans l’échantil-
lon, individus provenant d’une autre répartition
supposée normale. Deux cas peuvent se présenter

l. On constate des valeurs é&loignées de la tendance
centrale; on parle alors de valeurs aberrantes. Ce
cas se présente lorsque les moyennes théoriques des
répartitions considérées différent passablement
(figure 3.21).

2. La contamination est "cachée", c-a-d que les moyennes
théoriques sont proches. On aura soit un aplatisse-
ment de la courbe de la fonction de densité, soit une
contraction de celle-ci suivant le rapport de leur
variance {(figure 3.22).

Deuxiémement, on peut aussi considérer une contamination
comme une famille plus étendue, plus large qu’uniquement
la famille des répartitions normales, permettant ainsi
de traiter des échantillons d’espéces différentes. Rien,
en effet, ne permet draffirmer gque telle valeur n’'appar-
tienne pas & 1'échantillon considéré, méme si elle pa-
rait douteuse pour certains statisticiens. Ainsi, l’al-
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longement de la queue de la répartition, ou 1fappari-
tion d’une bosse, ou encore l'écrasement ou l’accentua-
tion du mode peuvent étre une caractéristique propre et
particuliére de la population étudiée.

Décrivons le modéle mathématique associé & une répar-
tition normale contaminée par wune autre répartition
normale,

Le taux de contamination est noté g, avee 0 ¢ & < 1.

Soient Y, Y,,...,Y, , n variables aléatoires réelles
suivant la répartition F, avec une probabilité de 1-e,
et la répartition F, avec une probabilité de e, c-a-d
5i U est une variable uniforme (0,1}, alors :

F, {y) siu 2 ¢

Fy,ply/u) = (1)
F,{y} siuce

ol F désigne la répartition conditionnelle de Y

Y/u
connaissant U,

Une variable X provenant de ce modéle a pour réparti-
tion la fonction F définie par :
F(x) = (l-g) F, (x) + & F {(x) . {2)

Si F est absolument différentiable, alors la fonction
de densité de la variable X, notée f, est définie par :

Flry etyix) = (l-€) F(1,;x) + ¢ f,(7,;x) (3)
ou f, représente la fonction de densité associée & F,,
T, le vecteur des paramétres de la densité T .
X un point fixé,
Comme nous ne traitons que des densités normales, la

famille P est donc définie par :
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P

ou

={ f=1(l-e) f, + & Ff, , f densité normale }

Folrix) = N(p,e?;x) et f (1,ix) = N(e,B%;x)

L'espérance et la variance de X se déterminent aisément

et valent respectivement

Ef{x) = (1-€) ¥y + & «

et

Varf(x) = (l-¢) g2 + £ B2 + (l-g) €& (py-wa}?

Deux remargues doivent étre dites au sujet de ce modéle:

1)

Il est évident gue si € > 0.5, la répartition pertur-
batrice est en fait la répartition perturbée; ainsi,
on suppose dans ce travail gque & < 0.5.

2) Sans restreindre la généralité, on pourrait poser
g =0.0 et 2= 1.0.
En effet, il suffit alors d'effectuer la transforma-

tion affine suivante:

Z = (X - u)/o

Oon obtient alors:

(l-£} N{(0O0,1;2) + £ N{(d,r?;2)

flz) =

ol d= {(o~u)/0 et r?l= Ri/qg?

d correspond & la différence réduite des espérances.
Néanmoins, les formules des EQMI des estimateurs
seront explicitées pour la forme la plus générale de

contamination.

La fonction de densité gqgue l’on estime au cours de ce

chapitre est la fonction f,

{H2) du chapitre 1.

Elle vérifie les hypothéses

71



Nous allons procéder de la méme maniére qu‘au chapitre 2;
les EQMI de chaqgue estimateur sont tout d’abord calcu-
lées, puis analysées séparément. Ensuite, les deux mé-
thodes sont comparées entre elles & l’aide des résultats
théoriques et des simulations menées parallélement.
Enfin, sur la base des valeurs et des graphes des taux
critiques de contamination, des ré&gles pratiques peu-
vent é&tre déduites pour déterminer lequel des estima-
teurs est le plus approprié.

3.1 EQMI de l'estimateur paramétrique

Le but n‘est pas d'estimer tous les paramétres interve-
nant dans le modéle présenté. En fait, on suppose que le
statisticien ignore totalement l’existence d'une conta-
mination. Il estime donc la moyenne arithmétique m et
la substitue dans l’expression de la densité normale f, .
La variance de fl, o?, est supposée connue. Ainsi, l'es-
timateur paramétrigue g, de la fonction f au point x est
défini par

g, (x) = N(m_,0?;x) ol m =nt! L X . (4}

Conventions d’écriture

Si aucune confusion n'est possible, l'indice n est omis
dans g, et m .

De plus, m é&crit en caractéres gras désigne l'estima-
teur, tandis gque dans les formules, m représente une
estimation.

Les bornes de I sont omises, si elles varient de 1 & n.

Avant de déterminer 1'EQMI{g )., nous allons tout d'abord
calculer la fonction de densité de m, car elle est
utilisée dans les calculs de 17EQMI(g).
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Lemme 3.1.1

Supposons que les hypothéses (Hl) solent vérifiées.
Alors la fonction de densité de m, notée 1(m), vaut

I{m) = Ej ("j} (1-g)3 g1 N(aj,bj;m) {5)
ol a = [ j*u + (n-j)e 1/n , (6)
bj = [ jror + (n-j)A2)/n? , {7
("j) = n!/[{n-j}! j!] coefficient binomial.
Démonstration

Les calculs sont basés sur les propriétés des fonctions
caractéristiques pour des variables i.i.d.

Désignons par ¢ ,(t), @& (t) les fonctions caractéristi-
ques de la variable X et des densités normales £, -
Alors,

@x(t) = (l-g) ¢, (t) + ¢ & (t)

5i z = Ej xj , alors

o, (t) = (8. (t)]

—g33 gn-3 i Y
B, (7)) (1-¢27 e"77 @ ()-8, 7 (L)
Or ¢1j(t)-¢2“'j(t} est la fonction caractéristique d'une
densité normale de paramétres j-u+(n-jla et jro2+(n-j)fR2.
Par simple changement de variable, on obtient la fonc-
tion de densité de m, 1(m); elle sera écrite de la facgon
suivante

1{m) = zj cj(e) N(aj,bj;m) (8)

ol c.(e) = (") (l-g)) €77 . {(9)
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Théoréme 3.1.2

Supposons que les hypothéses (Hl) soient vérifiées, gque
l'egpérance soit estimée par m et gque la variance o?
soit connue. BAlors, l’estimateur paramétrique g est
défini par

g(x) = N{m,o%;x) ol m=n'tL X
L*EQMI de g vaut
EQMI(g) = (4Ne2)™*/2{ e* [ 1 + 1/r - 2/2 P(d,1+r2;0))
-2 [ 1~+vV2pB(d4,14c%;0)
- /2 Ej cj(e) P((n—j)d/n,2+bj';0)
+ V2 zj cj(e) P(j-d/n,1+r2+bj';0) ]

+ 2101 -2 Zj cj(s) P((n—j)d/n,2+bj';0)] ] (10)

ol Plu,v;x) = (2% N{u,v;:;x) , (11}
b;r= [ j + (n-j)r?i/m? , (12)
d={ a-uv Vo, (13)
r?= /02 . {14)

Démonstration

-~

La démonstration est identique & celle du théoréme 2.1.1
avec des formules plus fastidieuses, la densité de m
étant une somme pondérée de densités normales.

Calculons les différents termes de 1'EQMI(g) selon les
formules (1.9) et (1.10}.

Pour un peint donné x, on sait gue

flr ,7ix) = (1-€) N(p,0?;x) + € Nlo,B7;x)
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1) E;lg* (x)]) = E [N (m,c%;x}]

E [(4Ne?) 172 N (m,02/2)]

= J (4Mg2)"1/2 N(m,o?/2;x) [ Ej cj(e) N(aj,bj;m) | dm

172 .
(4Nc2) Ej cjte) N(aj,uz/2+bj,x)

Alors, en intégrant cette derniére expression par
rapport 4 x, on obtient 1le premier terme de
1'EQMI(g);

+ o + o
j Ef[gz(x)] dx = {4Ne?)"'/? L cj{e) j N(aj,oz/2+bj;x) dx

- -

{4Ng2) 172 I cj(e)

(dMg2)-172 | {(15)

fl

2) FAT,,1,5x%) = {1-¢)? N (g, 0%;x) + € N'(o,B2;x)

+ 2 {1-g) € N{pg,02;x) Nla,B2;x)

= (1l-g)® (4No?)"'7? N(y,0%/2;x}
+ &2 (4M8%)" 1% N(e,R?/2;x)
+ 2 {1-g) € N{o,0?+B2;u)
- N[ (uB?+00?)/(o2+B2), oiR¥/(0¥+R?);X]

Alors, en intégrant cette expression par rapport a x, le
second terme de 1'EQMI(g) est déterminé;
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+
[_fz('ri,'rz;x) dx = (1-g)? (4Ng2)"*/% + ¢* (4AB2)"1/7

-m

+ 2 (1-g) € N{o,0?4B2%;u)

= (40)~ 172 [ (1-g)? o' + €2 B}

+ 2 (1-g) & N{a,c2+RB%;u) . (16)

3) B lg(x)] = B [9(x)] = J‘N(m.c’;X) [Z,c, (e)N(a,,b, ;m)]

-

- 2 .
= Ej cj(e) N(aj,a +bj,x)

flr,e1yix) E lg(x)} = [ (1-€) N{u,0?;x) + € N(o,B?;x)]

[ Ej cj(e) N(aj,c’+bj;x)]

= (l-g) [ Ej cj(s) N(aj,az+bj;x)] N(y,o?;x)

+ € [-Ej cj(E] N(aj,c’+bj;x)] Nloa,B2;x)]

Alors, le dernier terme de 1'EQMI(g) s‘obtient par inté-
gration de cette derniére expression;

J flr, oty ix) Eplg(x)] dx = (1-g) I, c,;{e) N(a,,20%+b ;u)

F4 2 v
+ £ Ej cj(e) N(aj,c +R +bj,u)

= Ej cjte) f (1-g) N(aj,202+bj;p)

+ £ N(aj,c’+ﬁz+bj;a)] . (17)
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En regroupant les expressions (15), {(16) et (17) selon
les formules (1.9) et (1.10), on obtient le résultat
désiré
EQMI(g) = (48)°*/% { o' + (1-€)2 o' + €% B! }
+ 2 (1l-€) € N{c,c?+R2;:4)
- - 2 .
2 £ cj(e) [ (1-g) N(aj,Zc +bj,u)
+ € N(aj,cz+ﬁz+bj;a)] . (18)
Reparamétrisons 1'EQMI obtenue & 1'aide des variables
suivantes :
d = (a—p)/c et r2= R2/q?

De plus, posons

P(u,v;x) (2m)*/% N(u,v;x)

= v1/? exp[-(u-x}?/(2v}] , v > 0

L'EQMI(g) s'écrit alors
EQMI(g) = (4fo?)"%/2( € [ 1 + 1/r - 2/2 P(d,1+r?;0)}
-2 e[ 1 - V2 P{d,1+c?;0)
- 2 Ej cj(c) P((n—j}d/n,2+bj';0)
+ /2 E; c () P(j-d/n,ler?4b, " ;0) )

+ 211 -2 L cj(e) P((n—j)d/n,2+bj';0)] )

ob b,'= b /o= [ § + (n-j)r?l/n?

Cette variable bj' dépend de r?, n et j.
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L’étude analytigque du comportement de 1'EQMI(g) n'est
pas évidente. Elle dépend des quatre variables sui-
vantes :

le taux de contamination ¢ ,

la différence réduite des espérances d ,

le rapport des variances r? ,

la taille de l'échantillon n .

On constate tout d’abord que 1’EQMI(g) est une fonction
continue en chacune des variables et gu'elle est symé-
trique en la variable d.

Pour faciliter l'analyse de 1'EQMI(g}, nous la restrei-
gnons a deux sortes précises de contamination:

(1) une contamination sur l'une des extrémités de la
répartition, avec les variances o¢? et B2 égales
{figure 3.21).

{2} une contamination centrale et symétrigue, c-3-d les
espérances p et o sont égales (figure 3.22).

Pour ces deux cas particuliers de contamination, déter-

minons l'expression correspondante de 1'EQMI{g).

Corollaire 3.1.3

Supposons gque les hypothéses du théoréme 3.1.2 soient

vérifiées et gue, de plus, les variances ¢? et R? soient

égales. Alors,

EQMI(g) = (Me?)}~1/2¢{ g2 [ 1 -~ /2 P(d,2;:0)]

- [ 1-V2pP(d4,2;0)
- V2 I, ¢ (e) P({n-3)d/n,24b,";0)
+ /2 Zj cj(e) P(j-d/n,2+bj';0} ]
+ [ 1-V2 I, c,(e) P((n-3)d/n,2+b,7;0)] } (19)

ol b.'=n"?t . (20)



Il suffit de remplacer r? par 1.0 et de constater alors
gque :

1+ 12 +bi'=24+b, et b,’= n°!

Corollaire 3.1.4

Supposons gque les hypothéses du théoréeme 3.1.2 soient
vérifides et que, de plus, les espérances y et a soient
égales. Alors,

EQMI(g) = (40e2)" 2/ 2{ &2 [ 1 + 1/r - 2/2 (l+r2)~t/% }
-2 [ 1 =-V2 {(ler2)" 172 - /2 g, c,(e) (2+bj'J'1/2
+Y2 1 ¢ (¢) (1-|-r2+bj')'”2 ]

+ 21~ 2 I, c,(¢e) (2+bj')"1’2 1 ) {21)

od  by'= [ j+ (n-j)cil/m? . (22)

I1 suffit de remplacer d par 0.0 et de constater alors
que

P(O,v;0) = vi72 | v >0

Avant de passer a l‘’analyse qualitative des formules
théorigques de 17EQMI{g), nous allons déterminer les
formules analogues pour 1’EQMI des estimateurs non-para-
métriques £, et f, pour la contamination la plus gé-
nérale et pour les deux sortes particuliéres de contami-
nation.
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3.2 EQMI des estimateurs non-paramétriques

Les estimateurs non-paramétriques considérés sont les
mémes qu’'au chapitre précédent et les notations restent
identigues.

L'’estimateur non-paramétrique construit & 1'aide du
noyau biquadratique K, est noté f _, tandis que f,
représente l’estimateur formé & 1’aide du noyau normal

K, .

fjn(x} = (nhn)-liflki[(x_xi)/hn] j=1,2
15/16 (1-y?)? si |y ]| <1

ou K (y) =
0 sinon

K,(y) = N(O,l;y)

Conventions d'écriture

L’indice n sera omis si aucune confusion n’est possible
dans les expressions £ _, £ ., h .

Les bornes de I sont omises si elles varient de 1 3 n.

La contamination étant ignorée par le statisticien, la
formule utilisant la fenétre optimale (1.35) ne sera pas
appliquée, car elle dépend indirectement de la connais-
sance de f. Le praticien choisit la valeur optimale de
h déterminée pour une densité normale non contaminée et
ne dépendant que de la taille de lféchantillen n. Pour
estimer 1/EQMI(£f,), la valeur de h sera substituée dans
l’expression générale de 1'EQMI (1.27}).
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Théoréme 3.2.1

Supposons que les hypothéses (H1) et (H4) soient véri-
fiées. Alors, 1'EQMI asymptotique des estimateurs

non-paramétriques, £ et f,, vaut respectivement

EQMI(£ ) = 77! o' [ 5/(nk) + 3/(224/M) k*-S ]
+ o[{nk)"1+k?] {(23)
EQMI(£,) = (4M)y"47/2 ¢ 1 [ 1/(nk) + 3/16 k-5 )
+ o[ (nk)"'+k?] (24)
ol k = h/c est la fenétre réduite,
S = (l-€)?+ g /r%+ 8/2/3 (l-¢) ¢ R P(d,1+r2;0) , (25)
R = (l+r2)~2 [ d%/(1+r2)? - 6 d2/(1+r2) + 3 ) . (26)
Démonstration

Cette formule découle de l'expression générale (1.27).
Il nous faut donc calculer I(f"}, seul facteur inconnu;

I(f") = [4| 't 1, 5x) |7 dx

52
o Ff"(7,,7,ix) = — [ (1-¢) N{p,0%;x} + € N, B%;x) ]
8x?

= (l-¢) o' [{x-g)?-0?) N{py,02;x)

+ ¢ B [(x-o}?=B?2] N{c,B?;x)
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Donc,
b f"(t, . 1,5x) |2 = (1-e) 0% [(x-u)?-0?]® N (4,0%;x)
+ e BF [(x-a)?-B?7]? N'{e,B2;x)

+ 2 (1-¢) € (aB)™% Q(x)

ob 0(x) = [{x=p)?-02)[{x-a})?-B?] N{c,u?;x) N{e,o?+B%;p), {(27)

c = (pB¥+ac?)/(02+B2) ,
ui= cifh?/(ot+i3?)

Le calcul de l'intégrale des termes en (l-tg)? et en ¢?
ne pose aucun probléme (théoréme 2.2.1). En effet,

+ ®
J [{x-p)?-0?] N (y,02;x} dx = 3/(8/Ra°)

Par contre, le calcul de 1l'intégrale de Q(x) est long et
fastidieux. Pour obtenir un résultat ne dépendant que de
d et r? pour les paramétres y, «, o! et B?, il faut
faire apparaitre les moments centrés de N(c,u?;x).
Ecrivons l’expression entre crochets dans Q{x) de la
maniére suivante :

({x-p)?-0? ][ (x-a)?-B?] = {[{x-c)+(c-p))?-0?]

{[{x-c)+{c-a))?-R2}

= {x-¢)! + 2 (x-¢)? {(c-w)+(c-p)]
+ (x=¢)? [{c-a)?-B2+{c-p)i-o2+d4(c-a){c-p)]
+ 2 {x-¢) { (c-a}l(cu)P-0?)+(c-p)[(c-a)?-R2] |

+ giB? ¢ (c-w)i{c=-p)? - ol(c-w}? - B2{c-p)?
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Lors de l'intégration de Q{x), seuls les moments pairs
sant différents de zéro. Les termes intervenants peuvent
étre alors écrits en fonction de d et r? uniquement. En
effet, '

c - a= (ph?+ac?){o?+B?) - o« = -o+r? d/(1l+r?) , (28)
c - p = (phit+ac?)/{a?4B?) - p = a-d /(l4r2} . {29)
La variance u? s'écrit

u? = {(a2B2)/(o2+R2} = g?-r?2/(1+r?) . (30)
En utilisant les expressions (28), (29) et (30), 1le

terme obtenu pour le deuxieme moment vaut
g [ d¥(r'-4r2+1)/{1+r2)? - (l+4r?) ) ,
tandis que le terme constant vaut :

otz [ rzed/(14ra)t - d2(14r2)? 4+ 1)
Finalement, on obtient pour 1'intégrale cherchée :

[ O{x) dx = 3 o'-r%,/(1l+r?)?
a + g?er2/(l4r?) [o2[d?(r?-4r?+1)/{1+r2)?~(14r?)]}
+ gler?2 [ r2d®/(l+r2)'-@?/(1+r2)?41 ]

« Nlo,02+R2;u)

= gterf/01+r2)? [ d¥/(1+412)? - 6 A2/{1+41?) + 3 ]

s Nla,a?+B2;p)
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Désignons par R, la premiére partie de cette derniére
expression :

R, = of i/ (1ler2)? [ A /(14r2)? - 6 d2/{Ller?) + 3 )

Ainsi, la formule compléte de I{f") s'écrit

I(f") = 3/(8/1) ¢ ° (1-g)? + 3/(8/N) R™° g2

+ 2 (l-g) g (oR)"* R, N{c,o02+B2;u)

3/(8/1) 0% [ {1-€)? + g2 /rf

+ 8/2/3 (1-¢) ¢ R P(d,1+4r?;0) ] (31)
ot R = (1+r2)”2 [ @' /{1+r2)? - 6 d?/(1+r2) + 3 ]
Pour simplifier, nous posons le terme entre accolades
égal 4 § :
S = (l-g)? + e?/r% + 8/2/3 (1-e) € R P(d,1l+r2;0)

La formule asymptotique de 1'EQMI(f ) vaut donc

EQMI(£, )

]

[ 5/(nh) + 3/(224/0) hi/e>-5 1 / 7.0

+ o[ (nh)~"'+h?']

771 ¢! [ 5/(nk) + 3/(224/1) k*-§8 ]

+ o[{nk) " t+k'] ,
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tandis que celle de 17EQMI(f,) vaut

EQMI(£,) = (41)7'/% oo [ 1/(nk) + 3/16 k? s )
+ o[ (nk})~1+k?]

ol k = h/o représente la fenétre réduite.

Cette fenédtre k vérifie les hypothéses {H4) par
construction.

L’EQMI asymptotique dépend de cing variables
- le taux de contamination g,
~ la fendtre réduite du noyau k,
~ la différence réduite des espérances d,
- le rapport des variances r?,
- la taille de l’échantillon n.

C’est une fonction continue en chacune des variables et

elle est symétrique en la variable d.

L’étude analytigque n'est pourtant pas aisée. Déterminons
1'EQMI(£f,) pour les deux sortes de contamination nous
intéressant. Seules les constantes R et S dépendent di-
rectement de la contamination. Ainsi, il suffit de les
calculer pour ri= 1.0 et pour d = 0.0.

Corollaire 3.2.2
$i les hypothéses du théoréme 3.2.1 sont vérifiées, et

gue, de plus, les variances sont é€gales, alors,

§ =1~ 2 (l-g) € [1 - /2 (1-d2+d%/12) P(d,2;0)} . (32)
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Démonstration

Cette formule se déduit immédiatement des formules (25)
et (26) en substitwvant r? par 1.0. En effet, on obtient
pour R :

R=23/4 (1-4dz +a',12 ) . {33)
Et par substitution de R dans S, on a l'expression
désiree.

Corollaire 3.2.3

5i les hypothéses du théoréme 3.2.1 sont vérifiées, et
que, de plus, les espérances sont égales, alors,

S = (1-¢)? + £2/1% + 8/2 (l-g) £ (l+r2)~3/2% | (34)

Démonstration

Evident, en posant d = 0.0 dans les formules {25} et (26}).

Cependant, pour l'estimateur £,, il est possible de
calculer explicitement le «critére de 1’'EQMI. C(ette
formule a été calculée notamment par Anderson {1969) et
par Fryer (1976), et est déterminée dans le théoréme
suivant.

Théoréme 3.2.4

Supposons gue les hypothéses (H1) et (H4) soient
vérifiées. Alors, 1’'EQMI de l’estimateur 3 noyau normal,
fz, vaut
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EQMI(f,) = (4Mo2)"/2{ (nk)~!
+ (1-€)? [1 + (1-1/n)/(1+k2)1/2 — 2/(1+k2/2)17 7]
+ el/r [1 + (1-1/m)/(2+k2/c2)272 o 2/(L+k2/(2r2) 377
+ 2/2 (1-g) ¢ [ P(d,1+r2;0) + (1-1/n) P(d,1+r2+2k2;0)

- 2 P(d,l+r2+4k2;0) ] } . (35)

Démonstration

La démonstration est identique a celle du théoréme
2.2.2, la fonction N(y,c?;x} étant remplacée par la
fonction (l-¢) N(w,c?;x) + & N{«,B2%;x}. Ainsi, les for-
mules obtenues sont plus longues et plus compliquées.

Les variables ) OUFD P & étant i.i.d , l'estimateur
f,(x) peut &tre considéré comme une somme de n variables
aléatoires indépendantes, de la forme

£,(x) = n! I N(X ,h?;x)

Calculons les différents termes composant 1'EQMI(f,)
4 l’aide des formules {1.8) et (1.10)

EQMI[£, (x)] = [{ Biais?[£,(x)] + Var (f,(x)] } dx

Scit x un point donné.

1) Ef(fz(x)} = E.[N(y,h?;x)]

[N(y.h’;x) [(1-¢) N(w,0%;x) + € N{o,B?;x)] dy

n

{l-g) N{wg,0?+h?;x) + ¢ N{«,B2+h?;x)
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Alors,
Biais[f,(x)] = (l-g) N{p,0?;x) + ¢ N{e,B?;x)

- [{l-¢g} N{p,0%+h?;x) + € N{e«, B¥+h%;x)) . (36)
En €levant l’expression (36) au carré et en intégrant le

résultat par rapport & x, on obtient le premier terme de
1'EQNMI(L,);

J%Biaisz(fz) dx = (AM)~1/3{ e[ R '+ (B2+h7)" P77

- - 2/2/{2R82+h?)1 /2]
+ (1-e)? [ o' + (o%+h?)71/2_ 2/2/{202+h2)1/ 2]
+ 2/2 (1-g) ¢ [ Pla,02+B2;u) + Pla,02+4B2+2h?;p)

- 2 Pla,c?2+R%+h2;u) Y } . (37)

2) Déterminons la variance de f, au point x.

var,[£,(x)] = n~! var, [N{y,h?;x)]

n"' { E [N {y,h?;x)] - [E;[N{y,h?;x)]]?}

= nt Jﬂz(y;h’;X) [(1-e}N(y,0?;X)+e N{e,R2;x)])dy

- [{1-¢) N{p,e2+h2;x) + & N{ea,R2+h?;x)]?)

+ @

n‘l(dnhz)‘lfz{J N{y,h2/2;x)[(1l-e)N(y,o0%;x)+eN(e,R2;x)])dy

- n ! [ (1-8)% N¥(p,ci+h?;x) + €2 N*{«,R2+h?;x)
+ 2 (1-¢) £ N{p,o2+h?2:x) N¥(o,R2+h2;x) ]
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= n" ! (4nh?)" 2 (1-¢)N(p,02+h?/2;x)+eN{«,B2+h2/2;%) ]

-t [ (1-€)2 N*{u,0?+h?;x) + €% N*(e,R?2+h7;x)

+ 2 (l-g) ¢ N{p,0?+h?;x) N{a,B2+h2;x) § . {38)

En intégrant 1'expression (38) par rapport & x, on
obtient le second membre de l'EQMI(fz)

J*Varf[fz(x)] dx = (4m)"/2 n=! [ h™! - (1l-g)2/(g?+h?)!/2

-~ e?/(B2+h2 )1/ 2 - 2/2(1-¢) € Plo,0?+4B242h2;4) ). (39)
En sommant les expressions (37} et (39), l'expression
désirée pour 1'EQMI(f,) est obtenue
EQMI(£,) = (4M)~*/2 n! [ h! - (l-€)?/(o2+h2)}1/2

g2 /(BRI+h2)1/2 - 2/2 (1-g) & Plo,c?+B242h2; ) ]

+ { (1-2)* [ o' + {o2+h2)}"1/2- 2/2/(202+h2)}/ 2]

+ €2 [ B 4 (B2+h2)" /22 2/2/(2R2+402)17 %)

+

2/2 (l~-¢) ¢ [ Pla,o?+B2;u) + Pla,0?+B2+2h?;u)

-2 Plo,o?+R%+h2;u) 7 1 . (40)

-~

Ecrivons 1’'EQMI(f,) & 1l'aide de la fenétre réduite k
d’'une part, et des variables d et r?, d'autre part

k = h/o ‘
d = {(o-p)/o et

t? = g?/R?

§9



EQMI{f,)} = (48g2)"1/2{ (nk}™!
+ {1-€)? [1 + (1-1/n}/(1+k2)17% _ 2/(1+k2/2)1/2]
+ e2/r (1 + (1-1/n)/{1+k2/r2) 72 — 2/(14k2/(2r2))17 2
+ 2/2 (l-e) € { P(d,l+r%;0) + (1-1/n)P(d, +r2+2k?;0)
- 2 P(d,l+r2+k2;0) ] }
On constate que l'EQMI(fz) dépend des wvariables
suivantes :
- le taux de contamination €,
-~ la fenétre réduite du noyau k,
- la différence réduite des espérances d,
- le rapport des variances r?,
- la taille de 1'échantillon n.
L'EQMI(fz} est une fonction continue en chacune des

variables et symétrique en la variable d. L'étude
analytique reste pourtant complexe.

Calculons l'expression de 1"EQMI pour les deux cas par-
ticuliers de contamination nous intéressant, r2= 1.0 et
d=0.0

Corollaire 3.2.5

Si les hypothéses du théoréme 3.2.4 sont vérifiées, et
que, de plus, les variances sont égales, alors,

EQMI(f,) = (4Me?2)" 172 (nk)™* + [2e? - 2¢ + 1]
[1 + (1-1/n)/(1l+k2)t72 - 2/(l+k2/2)1/2]
+ 2/2 (l-¢) ¢ [ P(d,2;0} + {l1-1/n) P(d,2+2k?;0)

- 2 p{d,2+k?%;0) ) } . (41)
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Ce corollaire est évident, en posant r2= 1,0 dans 1'ex-
pression (35).
Corollaire 3.2.6

Si les hypothéses du théoréme 3.2.4 sont vérifides, et
gque, de plus, les espérances sont égales, alors,

EQMI(£,) = (4No?)"*/% { (nk)!
+ (1-g)? [1 + (1-1/n)/(1+k?)'/2 - 2/(1+k?/2)172]
+ €2/t [1 + (1-1/n)/{l+k?/c2)4 /% - 2/(1+k?/{2r2) )72
+ 2/2 (1-e) e [ (1+r2)"'/% 4 (1-1/n)/(1+r2+2k2)1/2
- 2 (l+r2+k2)7172 1} . (42}
Cette expression de L'EQMI(f,) découle aisément de la

formule (3%), en posant 4 = 0.0 et en remarquant que 3
P(O,y;x) =y /% , y> 0

Maintenant gque les formules théoriques des EQMI des
estimateurs paramétrique et non-paramétriques sont
déterminées pour les répartitions normales contaminées
par une seconde répartition normale, une analyse com-
parative des résultats obtenus peut débuter.

3.3 Analyse des EQMI

Afin de mieux comprendre le comportement et les proprié-
tés de l'efficacité entre les estimateurs utilisés, il
est nécessaire @'analyser les caractéristiques des EQMI
de chacun des estimateurs.

Une étude purement analytique s‘avére treés difficile,
car 1'EQMI de l’estimateur paramétrique g dépend de qua-
tre variables, £, n, d et r? et celle des estimateurs
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non-paramétriques d'une cinquiéme variable, k.

Le taux de contamination € est sans aucun doute la
principale variable, car sans lui le probléme n'existe-
rait pas. L'EQMI est donc toujours étudiée par rapport a
cette variable, les autres étant considérées comme des
paramétres,

Si 1l'on analyse l’'influence sur 1'EQMI de chague paramé-
tre, avec cing valeurs, en considérant les autres comme
des constantes, auquelles trois valeurs sont données, on
disposera d'un nombre considérable {5x3x3) de tableaux
et de graphes dont il ne sera pas possible de tirer des
caractéristiques et des conclusions nettes, l’interdé-
pendance entre les paramétres pouvant &tre difficilement
décelable,.

Nous nous restreignons & deux sortes particuliéres de
contamination qui permettent de schématiser et de
comprendre mieux les contaminations plus générales

(1) la répartition est contaminée sur l'une de ses
extrémités et les variances sont €gales, c-a-d
d # 0.0 et r2= 1,0 (figure 3.21) ;

(2} une contamination cachée, symétrique et centrale,
c-a-d d = 0.0 et rzz 1.0 (figure 3.22).

Ainsi, les EQMI deviennent des fonctions de trois ou de
quatre variables : ¢, n, d ou r?, k. L’analyse des EQMI
est menée en deux £€tapes pour chague sorte de contami-
nation.

Tout d’abord, le rdle de la taille de l'échantillon n
est déterminé pour deux valeurs particuliéres du para-
métre étudié; puils, l’influence détaillée de ce para-
metre sur 1/EQMI est analysée, la taille de 1'échantil-
lon n étant fixée a 50.

Pour l’estimateur non-paramétrique £,, dans une troi-
siéme partie, différentes valeurs ont été attribuges en
plus 8 la fenétre réduite k pour juger les cons@quences
sur son EQMI

Pour examiner la qualité de la croissance {décroissance)
de 1'EQMI d'un estimateur donné f_, en fonction de ¢,
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le rapport entre 1/EQMI pour ¢ = 0.5 et 1’EQMI pour
€ = 0.0 a été calculé; il est noté Rap(f ).

0.5

EQMI{f ) pour ¢

Rap(f_ ) =

L]
o

EQMI(fn) pour ¢ .0

Ce critére indique en fait combien de fois la wvaleur
initiale a été multipliée; il s’avére meilleur que la
différence entre les EQMI, car celle-ci est toujours
relativement petite et donc pas trés significative.

5i Rap(fn} est supérieur & 3.0, la croissance de 1l'EQMI
est qualifiée de forte, tandis que si Rap{f_ } est
compris entre 0.9 et 1.1, 1'EQMI est jugée de légérement
décroissante {croissante), voire constante.

3.3.1 Analyse de 1'EQMI de l’estimateur paramétrique

L’analyse des EQMI est basée sur les résultats obtenus
aux corollaires 3,1.3 et 3.1,4, L'étude est principale-
ment conduite & partir des graphes des EQMI {figures 3.1
a 3.4) et des tableaux 2.1 et 3.5,

3.3.1.1 Analyse selon la différence des espérances

{Figures 3.1 et 3.2)

béterminons le rdle de la taille de 1'échantillon n
pour deux valeurs de d (tableau 3.1).

Si d = 1/2, les EQMI sont des fonctions constantes, voi-
re légérement croissantes de ¢ (fiqure 3.1). Le taux de
contamination ¢ n’influence pratiquement pas 1'EQMI(g),
qui est par contre fortement dépendante de la taille de
1’échantillon n (tableau 3.1).

Pour 4 = 3.0, les EQMI sont des fonctions fortement
croissantes du taux de contamination & (figure 3.1).
Les valeurs des EQMI pour & = 0.5 sont semblables et
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indépendantes de la taille de 1l’échantillon n, au
contraire des EQMI pour £ = 0.0 oit les différences
relatives sont grandes. Cette constatation explique
pourquoi Rap(g) est approximativement proportionnel & n.
Le rdle de la taille de 1l'échantillon n est donc de
fixer 17EQMI(g) en & = 0.0; son importance diminue a
mesure gque le taux de contamination augmente et
disparait pratiquement pour ¢ = 0.5 (tableau 3.1).

Dans les deux cas, la taille de 1lréchantillon sert
4 déterminer 1'EQMI{g) pour ¢ = 0.0 et ainsi a améliorer
la qualité de l'estimateur g.

La contamination influence plus ou moins fortement
1'EQMI(g) et une étude plus détaillée est nécessaire
pour tirer des conclusions précises sur le rdle du
paramétre d. Fixons la taille de l’échantillon & 50 pour
cette analyse.

Les EQMI sont des fonctions monotones croissantes du
taux de contamination €, & tangente horizontale au point
€ = 0.5 par symétrie (figure 3.2). Parmi les wvaleurs
données a d, deux cas se distinguent trés nettement :
premi&rement, 4 > 1.0 et deuxiémement d ¢ 1.0 {tableau
3.5).

Dans le premier cas, 1'EQMI est une fonction fortement
croissante de ¢ (Rap{g) > 2.0), croissance s'accentuant
encore plus avec d augmentant (Rap(g) > 40 pour d = 3.0)
Ainsi, l’estimateur paramétrique g est instable a toute
contamination si la différence des espérances g et a est
prononcée, c-a-d d > 1.0. Cette constatation n’est
pourtant pas surprenante; la moyenne arithmétique des
observations m est une bonne estimation de E (X), mais
une trés mauvaise de p. La densité ainsi obtenue est
translatée de maniére notoire sur la gauche ou la droite
de l'espérance y, tandis que la densité exacte s'éloigne
de plus en plus d’une densité normale (provoguant une
augmentation trés forte de l'erreur commise) (figure
3.21).

Par contre, dans le second cas, d € 1.0, 1'EQMI est pra-
tiguement une fonction constante de €, Rap(g) étant
proche de 1.05 (tableau 3.5 et figure 3.2). L'estimateur
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paramétrique g est donc insensible & une contamination
voisine de y. La densité estimée est translatée légére~
ment et demeure une bonne approximation de la vraie
densité (figure 3.21).

3.3.1.2 &Analyse selon le rapport des variances

{Figures 3.3 et 3.4)

Le réle de 1la taille de 1l’échantillon est le méme
suivant les valeurs données & r?.

Pour r?= 1/4, les EQMI sont des fonctions fortement
croissantes de & {(figure 3.3). Mais, pour les valeurs
traitées de n, les différences entre les valeurs des
EQMI restent constantes et donc indépendantes de .
Ainsi, la croissance des EQMI n’est due qufau taux de
contamination €. L'influence de la taille de l'échantil-
ion n est d’'améliorer la qualité de notre estimateur
(tableau 3.1 et figure 3.3).

Pour r?= 4.0, les EQMI sont des fonctions aussi forte-
ment croissantes de ¢ {(figure 3.3). Les différences
entre les valeurs des EQMI pour les trois valeurs de n
étudiées sont pratiguement constantes. Donc, une taille
d’échantilion plus é&levée augmente la précision de
l’estimateur g {(tableau 3.1 et figure 3.3).

La taille de 1’échantillon occupe donc une place impor-
tante puisqu‘elle permet d'abaisser notablement
1"EQMI{g) et donc d'améliorer l’estimation de f.

Afin de cerner le comportement de 17EQMI suivant le pa-
ramétre r?, gquatre valeurs lui ont été attribuées, la
taille de 1l’échantillon étant fixée & 50.

Pour chaque valeur de r?, 1'EQMI est une fonction mono-
tone croissante du taux de contamination £, sang aucune
symétrie. Cette croissance est trés marquée d’une part,
Rap(g} > 7.0, et d'autre part elle s’accentue de plus en
plus si r? s’'éloigne de 1.0 et surtout si r? tend vers
zéro (figure 3.4 et tableau 3.5). Cet estimateur est
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don¢ instable & toute contamination centrale. Intui-
tivement, la moyenne estime correctement p; par contre,
si r? est inférieur & 1.0, 1l'estimateur obtenu
sous-estime le mode et surestime les extrémités
de la wvraie répartition, tandis gque le phénoméne
inverse se produit si r? est supérieur & 1.0 ({figure
3.22). L’'EQMI est donc aussi une fonction dépendant
fortement du paraméetre r?.

En comparant la croissance des EQMI selon d et r?, for-
ce est de constater que 1'EQMI est plus sensible a des
variations élevées des espérances que des variances
(tableau 3.5 et figures 3.2 et 3.4). Une erreur
d’estimation de p entraine une translation de toute la
courbe de densité estimée et provogue ainsi une erreur

supérieure & une simple contraction ouw & un
aplatissement de la densité exacte.

En résumé,

1'EQMI de l'estimateur paramétrique est trés sensible

- & toutes variations de r?, si d = 0.0, et,

-~ & des différences élevées de d, d > 1.0, si r?= 1.0.
Par contre, 1'EQMI{g) est indépendante du taux de conta-
mination ¢ uniquement lorsque r?= 1.0 et d ¢ 1.0,

La taille de 1l'échantillon permet d'améliorer 1la
précision de l’estimateur g, sauf si d est supérieur a
1.0 et que le taux de contamination est élevé.

3.3.2 BAnalyse de 1'EQMI des estimateurs non-paramétrigues

Pour ces estimateurs, f, et £,, l'analyse est conduite
d’une maniére quelque peu différente.

Tout d'abord, 1l‘équivalence entre les formules asympto-
tiques des noyaux biquadratique et normal est démontrée
pour des cas particuliers de n, d et r? avec la fenétre
optimale pour £ = 0.0.

"Ensuite, les formules asymptotique et exacte de 1'EQMI
de f, sont comparées entre elles et la mauvaise qualité
de 1'EQMI asymptotique de f, est établie.

Enfin, en se référant & quelgue conjecture et surtout en

96



étudiant les simulations (paragraphe 3.5), la formule
asymptotique de 1'EQMI(E, ) s'avére elle aussi peu per-
formante. _ _

Ainsi, seule la formule de 1'EQMI exacte de f, est ana-
lysée sur le modéle de 1'EQMI paramétrique, avec une
partie complémentaire sur le rdle que joue la fenétre
dans 1'EQMI(E, ).

3.3.2.1 Abandon de la formule asymptotique de 1° EQMI

La variable jouant le rdle le plus important aprés le
taux de contamination ¢ est sans aucun doute la fenétre
(réduite} k. Comme 1l’'on suppose que le statisticien
ignore la contamination, celui-¢i cheisit don¢ wune
largeur indépendante du taux de contamination £ et basée
principalement sur la taille de l'’échantillon n et sur
le noyau utilisé&, Pour ces formules asymptotiques, la
fenétre minimisant 17EQMI asymptotique lorsgue la
contamination est inexistante s’impose d’elle-méme (2.43
et 2.44}).

=<
[

2.778 n" /3 pour K,

ks

1.059 n™t/? pour K,

Afin d’examiner les EQMI, les valeurs de k calculées
pour différentes tailles d'échantillon ont été sub-
stituées dans les expressions de 1'EQMI asymptotique
obtenues dans les corollaires 3.2.2 et 3.2.3.

Les cas particuliers étudiés précédemment sont repris
dans ce paragraphe, A savoir

si r?2=1.0 : d=1/2 , d = 3.0 ;
sid=20.0 : r?=1/49 , r= 4.0 ,

et les trois tailles d’échantillons, 20, 50 et 100,
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En analysant les valeurs des EQMI asymptotigues pour les
deux noyaux {tableaux 3.2 et 3.3), les remarques sui-
vantes peuvent &tre formulées sans équivogue :

1. Les valeurs des EQMI pour le noyau bigquadratigue sont
toujours légérement inférieures 3 celles du noyau
narmal. Certes, les variations obtenues sont minimes
et s’amenuisent lorsque la taille de l'échantillon
augmente.

2. Le rapport entre les deux EQMI est pratiquement con-
stant, quel que soit les valeurs de ¢, n, d ou r?, et
est identique & celui des formules asymptotigques sans
contamination ( EQMI(f )/EQMI(f,) = 0.965).

n 20 50 100
Différences 0.001 0.0005 0.0003
Rappart 0.96 0.96 0.96

En résumé,

les formules asymptotigues des noyaux biguadratique et
normal sont équivalentes, avec un 1léger avantage au
premier nommé, s‘il en existe un.

Analysons la précision de 1la formule asymptotigue de
1/EQMI pour le noyau normal. En substituant la méme lar-
geur du noyau dans la formule exacte (3.41 ou 3.42} et
dans la formule asymptotigque (3.32 ou 3.34}, les valeurs
des EQMI correspondantes ont pu étre calculées et repor-
tées sur des graphes (figures 3.5 et 3.6).

La canclusion suivante peut étre énoncée

la formule asymptotigque de 1'EQMI est trdg grossiére
et donne un ordre imprécis de l'erreur commise.
En effet, les différences entre les valeurs exactes
et les wvaleurs asymptotiques sont &normes et ne
diminuent gue trés lentement lorsgue n augmente
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50 et
500.

1t

0.60 pour n
0.70 pour n

par exemple : EQMI EX/EQMI AS
EQMI EX/EQMI AS

Ces grandes variations ne peuvent étre qualifiées de
négligeables et démontrent ainsi 1l'inexactitude et la
faiblesse de la formule asymptotigue pour le noyau
normal.

Les simulations confirmeront cette remargue et démon-
treront en plus que la formule asymptotigue du noyau
biquadratique est aussi mauvaise et trés approximative

{paragraphe 3.5, figures 3.17 - 3,20, tableaux 3.19 3
3.23;.

En résumé,

les formules asymptotigues de 1'EQMI des estimateurs
non-paramétrigques sont mauvaises et donc abandonnées
pour l'analyse théorique gui suit.

Seule 1'EQMI exacte du noyau normal est é&tudiée en
détail selon le modéle de l’estimateur paramétrique dans
les deux prochains paragraphes.

3.3.2.2 EQMI du noyau normal pour une fenétre donnée

Le paragraphe 3.3.2.3 traite des wvariations de 1’EQMI
selon différentes fenétres. Aussi, dans ces deux
premiers paragraphes, la largeur de Fryer a &té utilisée
et substituée dans les expressions obtenues dans les
corollaires 3.2.5 et 3.2.6. Rappelons que

_ -0.205
Pryer = 1.31 n pour K, .

Les constatations sont basées principalement sur 1l'ana-
lyse des graphes des EQMI (figures 3.7 - 3.10) et des
tableaux 3.4 et 3.5.
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3.3.2.2.1 Analyse selon la différence des espérances

(Figures 3.7 et 3.8)

Déterminons le rdle joué par la taille de 1l’échantillon
n dans l'EQMI(fz).

Pour les deux valeurs de d traitées, d = 1/2 et d = 3.0,
1’EQMI(f,) est une fonction pratiquement constante de ¢
{(figure 3.7). Les différences entre les EQMI pour un
taux de contamination donné sont elles aussi constantes
et montrent ainsi que la taille de l’échantillon exerce
une influence primordiale, puisqu’elle fixe 1'EQMI(E,)
et donc la gqualité de l'’estimation {(tableau 3.4).

Pour n = 50, précisons quelque peu le réle du paramétre
d.

L'EQMI(f,) est une fonction légérement décroissante,
voire constante de la contamination £ et 3 tangente ho-
rizontale pour € = 0.5 par symétrie (tableau 3.5 et
figure 3.8). Le changement de courbure, Rap(f,) > 1.0,
qui a lieu si la différence des espérances est élevée,
est essentiellement di au choix de la fenétre (para-
graphe 3.3.2.3) et ne modifie pas les caractéristiques
globales de 1'EQMI de f,. Cet estimateur nous rend donc
17allongement de la queue, et le cas échéant, le second
mede de la vraie densité, et le sous-estime généralement
{fiqgure 3.21).

3.3.2.2.2 Analyse selon le rapport des variances

{Figures 3.9 et 3,10}

La taille de l'échantillon a pratiquement le méme effet
sur 1'EQMI(f,) suivant les deux valeurs données a r?,

§i r?= 1y4, 1'EQMI(f,} est une fonction fortement
croissante du taux de contamination ¢ (figure 3.9)}. Les
écarts entre les valeurs des EQMI pour un taux de
contamination fixé augmentent eux aussi légérement
lorsque n croit, sans pour autant gque les graphes
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respectifs des EQMI semblent diverger. La taille de
l7échantillon occupe donc un rdle primordial puisquielle
permet d’abaisser 1'EQMI{f ) non seulement en ¢ = 0.0,
mais aussi de plus en plus lorsque le taux de contami-
nation augmente {tableau 3.4}.

§i r?= 4.0, 1'EQMI(f,) est wune fonction légérement
décroissante de £. Les différences entre les valeurs des
EQMI pour un ¢ fixé diminuent un peu lorsque n augmente,
ce gui indique que l’'influence du taux de contamination
diminue gquelque peu avec n. Mais, d'une maniére globa-
le, une taille dréchantillon élevée permet dfaméliorer
17EQMI(£,) (tableau 3.4).

Dans les deux cas traités, la taille de l'échantillon
occcupe une place importante en bonifiant l'estimation,
gain plus marqué pour r?= 1/4 que pour ri= 4.0.

Une analyse plus fine est nécessaire pour déterminer le

ré6le exact de r? dans 1'EQMI, n étant fixé & 50.

Deux cas se distinguent tré&s nettement en étudiant le
tableau 3.5 et/ou les graphes des EQMI (figure 3.10)

r?> 1.0 et r?< 1.0,

Dans le premier cas, 1'EQMI est une fonction monotone
décroissante de €, décroissance moins prononcée si r?
augmente

ri= 4.0, Rap(fz} = 0.82 et r?= 9.0, Rap(fz) = (0.87.

L'estimateur £, s‘adapte donc & un mode plus aplati que
celui de la densité normale (figure 3.22).

Par contre, si r? est inférieur a 1.0, 1'EQMI devient
une fonction monotone croissante de =, croissance plus
forte pour des valeurs de r? s'approchant de 0.0 :

ri= 174, Rap(f,) = 2.88 et r2= 1/9, Rap(f,} = 6.95.

Cet estimateur a donc des difficultés A& estimer une
densité dont le mode est fortement prononcé {figure
3.22).

De plus, on constate gue la décroissance de l'EQMI(fZ)
est modérée alors gue la croissance est trés forte.
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En résumé,

l'estimateur f, s’adapte & la sitvation si, d’'une part,
la contamination est asymétrigque {(d # 0.0 et r?*= 1,0) ou
si, drautre part, la contamination aplatit le mode de la
densité normale (d = 0.0 et r?> 1.0},

Par contre, il estime difficilement une répartition for-
tement concentrée en son centre (d = 0.0 et r?< 1.0}.

La taille de l'échantillon joue un rdle important, cart
elle améliore sensiblement 1’EQMI(f,) et donc la qualité
de l’estimateur.

Une é&tude concernant les variations de 17EQMI suivant
les valeurs de la fenétre semble apppropriée et néces-
saire pour compléter les résultats obtenus.

3.3.2.3 EQMI du noyau normal pour différentes fenétres
Il se peut gque la largeur de Fryer ne soit plus aussi
performante que lorsque la contamination est inexis-
tante. Nous avons donc substitué quatre largeurs tirées
du tableau 2.7 dans la formule (3.41) ou (3.42) et
analysé les nouvelles valeurs obtenues pour l'EQMI(fa).
Ces largeurs sont notées k , k,, k, et k,, k, désignant
la fenétre asymptotique et k, la fenétre de Fryer. Le
rapport entre les différentes largeurs est conservé.

Pour ne pas trop charger les tableaux et les graphes,
nous nous sommes restreints & trois valeurs pour d,

d =1/3, d=1.0, d=5.0,

et deux valeurs de part et d’'autre de 1.0 pour r?,

r= 1/9 , ri= 9.0

L'analyse est conduite de la méme maniére que précédem-

ment, c-a-d que, pour chaque sorte de contamination, le
rdéle de la taille de l'échantillon est déterminé avant
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de disséquer l'influence de la fen@tre suivant les dif-
férentes valeurs du paramétre d ou r?,

Elle est basée sur les graphes (figures 3.11 et 3,12} et
sur les valeurs des EQMI pour les valeurs des paramdtres
n, d ou r?, k (tableau 3.6).

3.3.2,3.1 Analyse selon la différence des espérances

(Figure 3.,11)

Avant de caractériser le rdle précis de la fenétre Kk,
déterminons celui tenu par la taille de 1l’échantillon
pour différentes valeurs de k et de 4.

Pour des valeur fixées de k et de d, le rdle premier de
la taille de 1l’échantillon est de déterminer 1’EQMI(L,)
en € = 0.0 (figure 3.11). Comme 1'EQMI est une fonction
pratiquement constante de £, l’influence de n est d'amé-
liorer sensiblement la gqualité de l'estimation de f.
Pour des taux élevés de contamination, cet effet peut
étre renforcé, par exemple pour d = 5.0 et k, , k, et ky .
ou, au contraire, amoindri, par exemple pour d = 1.0 et
k, et k, (tableau 3.6).

ainsi, le réle de la taille de 1l'échantillon est trés
important, puisque celle-ci £fixe pratiquement seule
l’EQMI(fz).

51 l'on examine globalement wune ligne de la figure
3.11, ou directement la formule (3.41) de l'EQMI(le,
on constate alors que la figure de n = 20 est un agran-
dissement de celle obtenue pcur n = 50, et elle-méme un
agrandissement de celle obtenue pour n = 100. En fait,
17EQMI pour n = 50 peut se calculer par une transforma-
tion affine de 1'EQMI pour n = 100, dilatation et trans-
lation vers le haut, cu de n = 20, contracticn et
translation vers le bas.

Mais, les propriétés globales de 1'EQMI(f,) restent
inchangées suivant la taille de 1’échantillon.
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Exemples : Rap(f,) pour différentes fenétres.
(tirés du tableau 3.6)

n fenétre d =1/3 d =1.0 d = 5.0
20 0.71 0.98 0.86 1.13
50 0.59 0.98 0.84 1.05

100 0.51 0.98 0.84 1.00C

Cernons maintenant le rdle précis de la fenétre suivant
les valeurs de d, si la taille de l'’échantillon est fi-
xée & 50.

L'influence de la largeur est prépondérante sur 1’'EQMI
et n’est pas la méme suivant la valeur de d (figure 3.11
colonne centrale).

8i d = 1/3, 1'EQMI(f,) est une fonction pratiquement
constante de ¢ pour les largeurs étudiées et ne dépend
donc pas du taux de contamination ¢ (Rap(f,} = 0.98). La
fenétre joue un rdle essentiel en déterminant le niveau
de 1'EQMI{f,} & l’origine. Pour une largeur inférieure a
celle de Fryer, k,, une EQMI plus petite est obtenue,
mais les écarts sont minimes. Une fenétre plus large,
k,» ou plus étroite, k,, n’influence pas énormément
1"EQMI(£,) (tableau 3.6).

8i d = 1.0, 1’EQMI(f,) est une fonction constante,
voire légérement décroissante du taux de contamination
€ : Rap(f,) est compris entre 0.79 et 1.0 (tableau 3.6).
La largeur de Fryer obtient 1'EQMI la plus faible, sauf
si le taux de contamination est faible (g < 0.15) ol une
fenétre plus étroite, k,, s'avere alors meilleure. Mais
les différences restent toutefois petites. 5i la largeur
est trop grande, k,, alors 1'EQMI(f,) devient une fonec-
tion plus fortement décroissante de e, et reste supé-
rieure, quel que soit €, & 1'EQMI obtenue par la largeur
de Fryer.

Si d = 5.0, 1'EQMI(f,) est une fonction légarement
croissante de ¢, sauf si la fenétre est large, k4 :
Rap(f,) est compris entre 0.96 et 1.20 (tableau 3.6). La
largeur de Fryer n'est devancée que par une fenétre plus
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étroite, k, si la contamination est faible (e < 0.12);
mais, les écarts sont négligeables. Pour une fenétre
étroite, k,, la croissance de 1'EQMI{f,) par rapport a ¢
est plus marquée. L'EQMI(f,) devient une fonction
décroissante de ¢ si la fen&tre est large, k, , dont les
valeurs se rapprochent de celles obtenuves par la fengtre
de Fryer. En prenant une fenétre encore plus large,
1'EQMI(f,) deviendrait alors certainement inférieure 3
celle de la fenétre de Fryer & partir d’un taux de con-
tamination élevé et aux dépens d'une EQMI trés forte
pour des taux faibles & moyens,

En résumé,

Une sous-évaluation de la fenétre par rapport a celle
proposée par Fryer augmente 1'EQMI(f,) qui devient
une fonction trés légérement croissante de ¢, 1i.e.
Rap{f,} > 1.0, alors qu’une surévaluation peut =&tre
adéquate si le taux de contamination est élevé et d
supérieur a 1.0,

La fenétre asymptotique et celle de Fryer obtiennent des
résultats analogues, la premiére étant plus adaptée pour
de faibles taux de contamination et la seconde pour des
taux plus élevés.

Le rdle principal de la taille de l’échantillon est d’a-
méliorer la qualité de 1'estimation de f, gqualité affi-
née par un choix judicieux de la fenétre.

3.3.2.3.2 Analyse selon le rapport des variances

{Figure 3.12)

L*influence du choix de la fenétre est étudiée aprés que
celle de la taille de l‘'échantillon a &té déterminée.

La taille de l'échantillon améliore consgidérablement la
gualité de l‘estimation de f pour une fenétre fixée (fi-
gure 3.12).

Si r?= 1/9, cette amélioration est encore plus nette
pour des taux élevés de contamination, car les diffé-
rences entre les EQMI augmentent légerement pour k et ¢
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fixés (tableau 3.6).

§i r?= 9.0, le rdle de la taille de 1'échantillon peut
étre légérement accentué ou diminué suivant la fenétre
utilisée. Mais l'augmentation et la diminution de 1l'er-
reur commise sont minimes entre les différentes
fenétres.

81 la figure 3.12 est analysée en ligne ou si 1l’on
écrit la formule (3.42) par rapport a n™! , on remarque
a8 nouveau que la figure pour n = 50 est obtenue par une
transformation affine de celle pour n = 100, dilatation
et translation vers le haut, ou de celle de n = 20, con-
traction et translation vers le bas.

Ainsi, les propriétés globales de 1'EQMI ne varient pas

suivant la taille de l’échantillon.

Exemples : Rap{f,) pour différentes fenétres.
{tirés du tableau 3.6)

n fenétre ri= 1,9 ri= 9.0
20 0.71 5.38 0.92
50 0.59 6.98 0.86
100 0.51 8.39 0.84
Pour n = 50, étudions le réle spécifique de la fenétre

{figure 3.12, colonne centrale).

Si ri= 1/9, l'EQMI(fZ) est une fonction fortement crois-
sante de ¢. Une fenétre étroite, k,, obtient les
résultats les meilleurs, dés que le taux de contamina-
tion est supérieur a 0.12. L'EQMI obtenue avec cette
fenétre est fortement croissante en e dés que € > (.20,
mais reste la meilleure. Pour la largeur de Fryer, ou
une plus grande, k,, 1'EQMI(f,) est -encore plus
fortement croissante en ¢ (figure 3.12). Ainsi, pour
améliorer les performances de cet estimateur, il suffit
de choisir une fenétre plus étroite (que celle de Fryer)
si la densité présente un mode plus pointu (gue 1la
normale).
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Si r*= 9.0, la fenétre de Fryer obtient globalement les
meilleurs résultats, dépassée par une largeur plus é-
troite, kz, pour un faible taux de contamination (g <
0.10), et par une fenédtre plus large, k,, pour un taux
€levé (€ > 0.30). Mais dans tous les cas, les diffé-
rences sont minimes entre 1'EQMI de la fenétre de Fryer
et la meilleure possible. Une fenétre plus étroite, k1'
k,, provogue un accroissement de 1'EQMI qui devient
alors une fonction lég@rement croissante de g, Rap(f,) 2
1.0, 8i la fenétre est plus large, k., que celle de
Fryer, alors 1'EQMI reste une fonction décroissante de
£, dont les wvaleurs peuvent devenir légérement
inférieures a celles obtenues par la largeur de Fryer
{tableau 3.6).

En résumé,

la fenétre de Fryer obtient de bons résultats si la den-
sité & estimer présente un mode aplati (r2> 1.0).

Une fenétre plus étroite, k,, est nettement plus appro-
prigde si la densité présente un pic, mais 1'EQMI(f,)
reste alors une fonction fortement croissante du taux de
contamination € (ri< 1.0).

La taille de 1l’échantillon permet d'abaisser l'EQMI(fz),
et donc, d'améliorer l’estimation de §F, amélicration
augmentée par un choix judicieux de la fendtre k.

En conclusion, {(du paragraphe 3.3.2.3)

la qualité de l’estimation dépend principalement de la
taille de 1l’échantillon et peut étre encore améliorée
par une fenétre adéquate.

La fenétre de Fryer, ou une valeur proche de celle-13,
peut @tre considérée comme wune largeur tout a fait
performante, sauf si la répartition & estimer présente
un mode trés fortement prononcé. Dans ce cas, une
fenétre plus étraite est préférable pour estimer la
densité ¥.

La fenétre de Fryer est retenue pour lranalyse de
lrefficacité du noyau normal qui suit.
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Maintenant que les EQMI de g et de f, ont été analysées
soigneusement, il nous reste & comparer les deux classes

d'estimateurs & 1’aide des efficacités et de leurs re-
présentations graphiques,

3.4 Analyse des efficacités

L'efficacité est définie par les EQMI; les raisonne-
ments suivants découlent donc des propriétés décrites
des EQMI des estimateurs paramétrigue et non-paramétri-
gque, étudiées aux paragraphes précédents.

Seule l’efficacité du noyau normal est traitée, puisque
l'estimateur & noyau biquadratique a é&té écarté pour
l'étude théorique jusqu'aux simulations.

EQMI(qg)
eff(g,£f,) =
EQMI(£,)

La variable principale est toujours le taux de contami-
nation €, les autres variables étant considérées comme
des paramétres,

Une efficacité de 1.0 et le taux de contamination cor-
respondant sont appelés respectivement efficacité et
taux critique (de contamination). Ce dernier détermine a
partir de quel degré de contamination lrestimateur
non-paramétrique f, devient préférable a l'estimateur

2
paramétrique g; il est noté ¢ .

L’analyse est conduite selon le schéma de 1'étude de
1’EQMI; pour chaque sorte de contamination, le rbéle de
la taille de 1l’échantillon est déterminé pour des
valeurs particuliéres de d (ou de r?) avant d'appro-
fondir le rdle de d {ou de r?) sur l'efficacité.

3.4.1 Efficacité du noyau normal

vu les bons résultats globaux obtenus par la fenétre de
Fryer, celle-ci a été retenue pour notre analyse.

108



3.4.1.1 Efficacité selon la différence des espérances

(Figures 3.13 - 3.14)

Le rdéle de la taille de 1l’échantillon n n’est pas du
tout négligeable, puisque les EQMI des deux estimateurs
en sont fortement dépendantes {figure 3.13).

8i 4 = 1/2, les EQMI des estimateurs g et f, sont pra-
tiquement constantes et 1'EQMI(g) est toujours inférieu-
re a 1'EQMI(f,). Ainsi, l'efficacité est toujours in-
férieure a 1.0, et méme a 0.5 (figure 3.13). Lrefficaci-
té diminue si n augmente et donc une taille 8levée favo-
rise encore davantage l’estimateur paramétrique, qui est
donc préféré a l'estimateur non-paramétrique.

Si d = 3.0, 1'EQMI est une fonction pratiquement cons-
tante de ¢ pour f, et fortement croissante de ¢ pour g.
Lrefficacité est ainsi une fonction fortement croissante
de €, croissance plus marquée lorsque n augmente (figure
3.13). Le taux critique €, est atteint pour de faibles
taux de contamination, wvaleur diminuant légérement si n
augmente. L’estimateur non-paramétrique est donc préfé-
rable, et une taille élevée d'échantillon accentue en-
core l’avantage de l’estimateur £, .

Dans les deux cas traités, la taille de 1l’échantillon
favorise lfestimateur le meilleur, 3 savoir l’estimateur
paramétrique si d = 1/2 et l’estimateur non-paramétrique
si d = 3.0. Les propriétés globales de l’efficacité
restent identiques pour chague taille dféchantillon.

n £, Eff.pour ¢ = 0.5
d=1/2: 20 —ee- 0.46
50 0000 ————- 0.35
100 ————- 0.30
d = 3.0: 20 0.069 7.40
50 0.061 13.96
100 0.052 22.79
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Le paramétre d semble influencer fortement l'’efficacité
et mérite donc une étude approfondie, la taille de
1'échantillon &tant f£ixé a 50.

A part la symétrie par rapport a € = 0.5, les proprié-
tés des efficacités sont totalement opposées suivant les
valeurs de d, d- < 1.0 et d > 1.0 (fiqure 3.14).

5i d est supérieur a 1.0, 1'EQMI(g) est trés sensible au
taux de contamination ¢, tandis que 1'EQMI(E,) est elle
indépendante de ¢ (figure 3.14). Ainsi,l’estimateur pa-
ramétrique g se détériore dans une large mesure et perd
rapidement son avantage initial. L'efficacité critique
est atteinte pour des valeurs de ¢ de plus en plus fai-
bles si 4 augmente, alors que le maximum de l'efficacité
lui augmente.

Si d est plus petit gque 1.0, l'efficacité est pratigue-
ment constante et inférieure & 1.0, car les EQMI des
deux estimateurs sont en fait pratiguement constantes et
1'EQMI{g) est nettement inférieure & celle de f,. La
valeur d = 1.0 est le seuil ol l'efficacité change de
comportement pour n = 50 et devient une fonction
croissante de .

n = 50 d £, Eff.pour ¢ = 0.5
d <1.0 173 ————- 0.32

172 ———— 0.35
d=1.0 1.0. ———— 0.77
d > 1.0 3.0 0.061 13.96

5.0 0.033 31.31

En résumé,

pour la taille d‘échantillon fixée & 50,

si d ¢ 1.0, lrestimateur paramétrigue g est meilleur
gue l'estimateur non-paramétrique f,, eff(g,f,) = 0.3,
guel gque soit le taux de contamination e.

Sid 1.0, l'estimateur non-paramétrigue est préférable
dés que ¢ > 0.05, et cette préférence est encore plus
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nette si € ou d augmente.

Si la taille de 1l'échantillon n augmente, alors elle
favorise encore plus l'estimateur déja préféré. De plus,
elle détermine la valeur de d gui marque le changement
du comportement de l'efficacité; si n augmente, alors
le seuil critique de d diminue.

3.4.1.2 Efficacité selon le rapport de variances

(Figures 3.15 - 3.16)

Déterminons tout d'abord le rdle précis de la taille de
lréchantillon, puisque celle-ci détermine grandement
1'EQMI de chague estimateur.

Si ri= 1/4, les EQMI des deux estimateurs sont des
fonctions croissantes de €, ou l’'influence de n est
directement liée & la qualité de chaque estimateur.
L'efficacité est malgré tout une fonction croissante de
€, croissance encore plus prononcée lorsque n augmente
(figure 3.15). Le taux critique € est donc atteint
aussi de plus en plus rapidement, tout en restant élevé
{e » 0.25). L'estimateur non-paramétrique est donc pré-
féré si le taux de contamination est élevé,

Si r?= 4.0, 1'EQMI{£2) est constante, tandis que
1'EQMI(g) est elle une fonction croissante de €. L'effi~
cacité est ainsi une fonction fortement croissante de e,
croissance encore plus nette lorsque n augmente (figure
3.15). Le taux critique ¢ est atteint pour des valeurs
élevées de ¢ (g€ » 0.2}). L'estimateur non-paramétrigue
- est donc préférable si le taux de contamination est
élevé.

Ainsi, dans les deux cas étudiés, l’estimateur non-para-
métrique est préférable si le taux de contamination est
élevé. Cette préférence s’'accentue si n augmente, mais
le comportement global de l'efficacité reste inchangé.
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n £, Eff.pour € = 0.5
2= 1/4 : 20 -——— 0.96
50 0.34 1.37
100 0.25 1.94
r= 4.0 : 20 0.27 1.96
50 0.25 2.82
100 0.22 4.12

Analysons plus en détail le comportement de l‘efficaci-
té suivant le paramétre r?, la taille étant fixée & 50.

Pour une contamination symétrique, d = 0, l'efficacité
est une fonction croissante de €, parvenant plus ou
moins rapidement au taux critique e, (figure 3.16). On
constate de plus que certaines courbes se coupent et
donc gue la croissance n'évolue pas de la méme maniére.
Si r?> 1.0, le comportement des EQMI de g et de f, est
totalement opposé, 1'EQMI{g) étant fortement croissante,
en €, et celle de f, légérement décroissante (figure
3.16). Lrefficacité est donc elle aussi une fonction
fortement croissante. Plus r? augmente, plus la crois-
sance est forte et plus le taux critique est atteint
rapidement, bien gu'assez élevé (g » 0.15}.

Si r? est inférieur & 1.0, les EQMI de g et de f, sont
des fonctions croissantes de ¢, croissance plus marquée
pour g que pour f,, mais diminuant légérement lorsque ¢
augmente. Ainsi, l’efficacité est une fonction croissan-
te de e, dont la courbure change de sens (figure 3.16).
Plus r? se rapproche de 0.0, plus l'efficacité est une
fonction croissante de e, et donc, plus le taux critique
est faible, mais tout de méme &levé (g > 0.25),.

n = 50 r? €, Eff.ﬁour e = 0.5
rz¢ 1.0 1/9 0.23 1.51

1/4 0.34 1.37
rz>» 1.0 4.0 0.25 2.82

9.0 0.16 4.91
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En résumé,

pour une taille d'échantillon fixé a 50,

l’estimateur non-paramétrique est d‘autant plus préféra-
ble que r? s'éloigne de 1.0. Cette tendance est plus
marquée pour des densités aplaties (r?> 1.0), que pour
des densités prééentant un pic (r?2¢ 1.0}, Il faut cepen-
dant atteindre des taux de contamination non négligea-
bles (e 2> 0.15) pour que l'efficacité soit supérieure a
1.0,

S5i la taille de 1l’'é&chantillon augmente, alors elle favo-
rise la supériorité de l’estimateur non-paramétrigque.

Globalement, la supériorité de l'estimateur non-paramé-

trique est moins prononcée gue lorsque la contamination
était symétrique.

En conclusion, (du paragraphe 3.4)

5i la contamination est asymétrique et éloignée du mode
principal, d > 1.0, alors l’estimateur non-paramétrique
d& noyau normal est préférable & l'estimateur paramétri-
gue, tandis que pour une contamination proche du mode,
l'estimateur paramétrigque est meilleur gque son concur-
rent.

Lorsque la contamination est symétrique, l’estimateur
non-paramétrique est plus apte & estimer une densité
dont le mode est soit aplati, soit fortement prononcé.

Une énorme différence caractérise les deux estimateurs
concurrents. L’estimateur non-paramétrique s’adapte a la
situation, alors que l'estimateur paramétrique est 1ié
au modéle non contaminé par définition.
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3.5 Simulations

L’objectif de ce paragraphe n’est pas uniquement de con-
firmer les résultats théorigues établis jusqu'ici. Cette
partie nous donne un apergu de la variance de l'erreur
d’estimation et, en plus, elle nous permet d’évaluer
précisément les performances du noyau biquadratique,
pour lui-méme et par rapport aux autres estimateurs.

Les simulations ont été conduites de la méme maniére
qu’au chapitre précédent; la moyenne arithmétique, EQDHM,
et l'écart-type, EQDS, de 50 écarts quadratiques dis-
crets ont €té calculés pour les différents cas de conta-
mination étudiés. Pour générer un échantillon aléatoire
provenant dfune répartition normale contaminée, le mo-
déle mathématique décrit au début de ce chapitre est
utilisé

1. Générer une variable pseudo-aléatoire uniforme entre
0.0 et 1.0, notée u .

2. 8i u, est inférieure auw taux de contamination ¢,
alors générer une variable normale de paramétres o et
B2, si uy est supérieure ou égale a e, alors générer
une variable normale de paramétres u et o?.

3. Recommencer n fois le premier point, n représentant
la taille de l'échantillon.

Les simulations sont mendes sur des échantillons de
taille 20, 50 et 100; quant aux paramétres d et r?, deux
valeurs leur ont été attribuées :

$i ri= 1.0 : d =1/2 , d = 3.0 ;

sid=0.0: ri= 1/4 , ri= 4.0

La variable principale, le taux de contamination, prend
cing valeurs échelonnées entre 0.05 et 0.5

£ 0.05 , 0.10 , 0.20 , 0.30 , 0.50
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Pour les estimateurs g et f,, les valeurs des EQDM n’ont
pas été reportées sur les graphes. ,correspondant des
EQMI car les écarts entre les valeurs théoriques et
simulées sont petits et les points représentant les EQDM
se confondraient avec ceux des EQMI.

Par contre, pour le noyau biguadratigue, une représenta-
tion simultanée des EQDM et des EQMI €st possible et
source de nombreux renseignements (figures 3.17 - 3.20}.
Les résultats numériques de ces simulations sont conte-
nues dans les tableaux 3.7 - 3.28 gui nous fournissent
la substance essentielle de ce paragraphe.

Soit fn un estimateur de densité. Posons
EQMI(fn)

R(E ) =
EQDM(fn)

Ce rapport entre 1'EQMI et 1’'EQDM nous permet de mesurer
et de guantifier les différences entre les résultats
théoriques et simulés.

3.5.1 Bnalyse de 1'EQDM de l'estimateur paramétrigue

Les valeurs des EQDM simulées sont proches des valeurs
des EQMI, avec bhien entendu guelgues fluctuations dues
principalement & 1'échantillonnage. D’une maniére glo-
bale, les simulations confirment les résultats théori-
ques : méme pour de faibles taux de contamination,
1’EQDM(g) est trés sensible 3 toutes variations de r? et
de d, si celui-ci est supérieur & 1.0. Si d est infé-
rieur a 1.0, alors l'estimateur g estime correctement la
densité §.

L'EQDS est inférieur 3 1’/EQDM en général, augmente jus-
gu'd un taux de contamination de 0.25 - 0.30 pour dé-
croitre ensuite. En fait, plus l'estimation est médio-
cre, plus 1'EQDS est faible, car 1l‘estimation est
mauvaise pour tous les échantillons. 5i d = 1/2, les
EQDS sont légérement supérieurs aux EQDM, car, dans ce
cas, ce sont les EQDM gui sont peu élevés.
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3.5.2 Analyse de 1'EQDM des estimateurs non-paramétriques

En supposant toujours que le statisticien ignore la con-
tamination, dans une premiére étape, la fenétre asympto-
tigue et de Fryer a été choisie respectivement pour le
noyau biquadratique (K, ) et normal (X,}. Dans un second
temps, d’'autres valeurs ont &té attribuées aux fenétres
pour étudier leur influence sur les EQDM principalement.

3.5.2.1 EQDM pour une fenétre donnée

Pour le necyau biguadratigque, les EQDM obtenus sont
nettement inférieurs aux valeurs théorigques correspon-
dantes. Ces différences ne doivent pas étre uniquement
imputées & des erreurs d’échantillonnage, mais plutdt a
l'inexactitude de la formule asymptotique utilisée pour
cet estimateur. R(f )} est nettement supérieur & 1.0 et
dépend principalement de la taille de l’échantillon n.

d varie r? varie
n= 20 R(f£,) > 1.8 R(f ) 2 2.0
n =50 R(£,) = 1.6 R(f, ) = 1.5
n = 100 R(f ) = 1.7 R(f, ) = 1.3

Ainsi, la formule asymptotique (3.23) n'est pas appro-
priée pour l‘ensemble des densités normales contaminées
par une autre densité normale., L'EQMI théorique suresti-
me don¢ nettement l’erreur commise. Néanmoins, le com-
portement des EQDM est semblable & celui de 1'EQMI,
c-a-d stabilité par rapport aux variations de d et de
r?, si ce dernier est supérieur 3 1.0, et forte sensibi-
lité de 1'EQDM si r? est inférieur & 1.0 (figures 3.17 -
3.20). Les EQDS$S dépendent principalement de la taille
de 1'échantillon et sont légeérement inférieurs aux EQDM,
sauf si r? est inférieur & 1,0, car 1'EQDM est lui trés
élevé dans ce dernier cas.
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Pour le noyau normal, les résultats des EQDM sont pro-
ches des valeurs des EQMI correspondantes, tantdt supé-
rieurs, tantdt inférieurs, mais toujours dans un inter-
valle acceptable. Les EQDS sont eux aussi inférieurs aux
EQDM comme pour le noyau biguadratique et dépendent de
la taille de l'échantillen avec toujours la méme excep-
tion, et pour la méme raison, r2¢ 1.0.

Ces premiéres constatations nous conduisent & la gques-
tion suivante : wvu les résultats obtenus par le noyau
biquadratique lors de ces simulations, l‘un des noyaux
est-il préférable ?

Si la contamination est asymétrique et d est inférieur a
1.0, alors les EQDM de f, sont toujours plus petits que
ceux de f,, tandis que la constatation inverse est vraie
pour les EQDS. Mais les différences sont minimes et les
noyaux peuvent étre considérés comme égquivalents.

Si d est supérieur 3 1.0, les valeurs obtenues pour les
EQDM sont trés semblables pour les deux noyaux, le noyau
biguadratique étant meilleur pour de faibles taux de
contamination et le noyau normal, pour des taux élevés.
La fenétre avantage l’un ou l'autre noyau suivant le
degré de contamination. A part une ou deux exceptions,
les EQDS de f2 sont légérement inférieurs 3 ceux de f1'
mais les différences restent minimes.

Si la contamination est symétrique et r? inférieur a
1.0, alors les EQDM cdu noyau biguadratique sont toujours
inférieurs & ceux du noyau normal, avec des différences
notables et plus marquées encore pour des taux élevés de
contamination., Ces écarts importants sont dus au choix
de la fenétre qui est mieux adaptée pour le noyau biqua-
dratique que pour le noyau normal dans cette situation
(cf paragraphe 3.5.2.2). Les EQDS de f, sont trés 1é-
gérement inférieurs aux EQDS de f1' mais 13 aussi, les
g€carts sont minimes.
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Si r? est supérieur & 1.0, alors les EQDM sont treés
proches les uns des autres, lfavantage étant au noyau
biquadratique pour de faibles taux de contaminaticn et
au noyau normal pour des taux plus élevés. La fenétre,
plus ou moins bien appropriée suivant le taux de conta-
mination, influence directement le compartement des es-
timateurs. Les EQDS sont eux trés proches et aucune
régle précise ne ressort des résultats.

En résume,

avec les fenétres proposées, le noyau biquadratique
estime plus précisément une densité pointue (r2<¢ 1.0},
tandis que le noyau normal semble mieux adaptée pour une
densité ayant un mode aplati (r?> 1.0}.

S8i la contamination est asymétrique, les noyaux sont

équivalents.
Dans les deux cas, les EQDS sont du méme ordre de
grandeur.

La fenétre joue un rdle important, puisgu‘elle favorise
17un ou l'autre noyau.

Une étude plus compléte est nécessaire pour déterminer
l'influence exacte de la fenétre suivant les cas.

3.5.2.2 EQDM pour différentes fenétres

Les paramétres d et r? prennent les mémes valeurs gque
lors de l’analyse théorique de l’EQMI(fz), & savoir

si r*= 1.0 : d =1/3, d

I
—
o
-

d=25.0;
sid=10.0: ri=1/9 , r‘= 9.0

Pour chague échantillon, quatre fenétres différentes ont
été testées sur chaque noyau {cf paragaphe 3.3.2.3). La
moyenne et l’écart-type sur 50 échantillons ont été cal-
culés uniquement pour des échantillons de taille 50 et
les résultats se trouvent dans les tableaux 3.19 - 3.28.
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Pour le noyau normal, les résultats obtenus des EQDM
correspondent trés exactement aux valeurs des EQMI, par-—
fois supérieurs, parfois inférieurs; mais, dans tous les
cas, les différences sont négligeables et le comporte-
ment des EQDM est donc semblable & celui des EQMI (ta-
bleaux 3,24 - 3.28).

La fenétre de Fryer obtient globalement les résultats
les meilleurs. Elle est dépassée par une fenétre plus
étroite pour une contaminatien proche du mede, d < 1.0,
ou pour une contamination accentuant le mode , r?< 1.0.
Une fenétre plus large est préférable si le mode est
aplati, r?» 1.0 et £ > 0.3. Mais, les différences entre
les résultats obtenus par la fenétre de Fryer et la
fenétre la meilleure possible sont minimes.

Pour le noyau biquadratique, seule une comparaison avec
le noyau normal est possible, aucune é&tude théorique
n’ayant été menée sur les EQMI de ce noyau au vue des
différences entre les résultats théorigues et les pre-
migres simulations {tableaux 3.19 - 3.23).

Pour les quatres largeurs édtudiées, les valeurs des EQDM
obtenues par le noyau biquadratique sont légérement
inférieures & celles du noyau normal, sauf si la fendtre
est large, ou, si le mode de la densité est fortement
proneoncé (r?< 1.0).

Les fenétres obtenant 1'EQDM le plus petit correspondent
pour les deux noyaux; les différences restent toutefois
minimes entre les EQDM des deux noyaux et ne défavo-
risent pas le noyau normal.

Les EQDS sont semblables pour les deux noyaux, bien que
ceux obtenus par le noyau biquadratique sont tcujours
trés légdrement inférieurs.

En résumé,

la largeur de Fryer, ou proche de celle-ci, et scon équi-
valent pour le noyau biquadratique obtiennent glcbale-
ment de bons résultats, une fenétre plus étroite ou plus
large pouvant leur étre préférée si la densité présente
un pic ou si la différence des espérances est faible.
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A la vue des simulations, le noyau biquadratique est
aussi bon si ce n'est meilleur que le neyau normal,
démontrant ainsi que la formule asymptotique de 1'EQMI
est mauvaise et pas appropriée pour les densités norma-
les contaminées par une autre densité normale.

Il nous reste a analyser les performances des esti-
mateurs non-paramétriques par rapport a celles de
l'estimateur paramétrique lors de ces simulations.

3.5.3 Analyse des efficacités simulées

La fenétre choisie est celle de Fryer pour le noyau nor-
mal et la largeur asymptotique pour le noyau biguadrati-
que.

Vu les différences entre les EQMI et les EQDM pour le
noyau biquadratique, 1l'analyse entre les efficacités
théorigques et simulées a €té abandonnée pour ce noyau.
Etudions donc les résultats obtenus par le noyau normal
avant de les comparer avec les efficacités simulées du
noyau biguadratique. Les résultats sont regroupés avec
ceux des EQDM et se trouvent donc dans les tableaux 3.7
a 3.18.

Pour le noyau normal, les efficacités simulées corres-
pondent aux valeurs théoriques, ce qui nfest pas surpre-
nant puisque les EQDM des deux estimateurs considérés
correspondent aux EQMI. Les différences sont dues a
lréchantillonnage et non a des erreurs des valeurs
théoriques. Elles peuvent &tre aussi plus élevées que
pour les EQDM, car les EQDM des deux estimateurs peuvent
réagir de maniére opposée. L’estimateur non-paramé-
trique £, est préférable a l'’estimateur paramétrique
pour des taux €levés de contamination si celle-ci est
symétrique (d = 0.0); cette préférence est plus marquée
pour ri*= 4,0 que pour r*= 1/4, et augmente encore
lorsque n augmente.

120



§i d = 3.0, l'estimateur non-paramétrique £, est meil-
leur gue l’estimateur g guel gue soit le taux de conta-
mination.

8i d = 1/2, l'estimateur paramétrique g est nettement
plus performant gue l'estimateur non-paramétrique £
lrefficacité simulée est inférieure a 0.5,

2 ;

Les efficacités simulées du noyau bigquadratique sont
tantdt supérieures, tantdt inférieures a celles du noyau
normal et suivent fidélement 1l'’évolution des EQDM res-
pectifs (cf paragraphe 3.5.2.1). Mais les écarts sont
insignifiants et dus au choix de la fenétre qui avantage
l1'un ou l'autre estimateur suivant le taux de contamina-
tion.

En résumé,

les estimateurs non-paramétrigues, £ et f , sont pré-
férables & l’estimateur paramétrique g, sauf si la con-

tamination est praoche du mode principal.

En conclusion,

les simulations confirment les résultats thécriques pour
le noyau normal, le comportement des EQDM et des effica-
cités simulées étant identique & celui des EQMI et des
efficacités théoriques.

Pour le noyau biguadratique, de trés grandes différences
entre les valeurs simulées et théariques démontrent gue
la formule asymptotique n’est pas adaptée et est
imprécise.

De plus le choix du noyau n'est pas prédominant pour
estimer une densité normale contaminée par une seconde
densité normale,
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CONCLUSIONS

Tout au long de ce travail, nous avons parlé de fonc-
tions de densité et d’erreurs associées aux estimateurs
utilisés, sans pour autant nous intéresser directement &
leur représentation graphique.

Afin de donner un apercu de la variété des densités
traitées, f, et des performances des estimateurs paramé-
triques, g, et non-paramétriques, £, et f,, quelques
graphes de la densité exacte et dfestimations ont é&té
tracés a partir d‘un échantillon aléatoire de taille 50
et d'une discrétisation en 300 points équidistants de
l'intervalle [g - 5.0, o + 5.0] (figures 3.21 et 3.22).
Le taux de contamination ¢ et les paramétres d, r? et k
prennent les mémes valeurs que lors des analyses des

EQMI et des simulations, & savoir

pour ¢ : e=0,1 |, e =0.3 , e = 0.5 ;
si r?= 1.0 d =12 , d = 3.0 ;

sid=0.0: r:= 1/4 , r2= 4.0 ;

pour la fenétre : k = 1.27 , k,= 0.59

i la contamination est proche du mode, d = 1/2, alors

ce genre de contamination est difficilement décelable et
la densité exacte s’apparente a une densité normale
{figure 3.21). Les estimateurs & noyau, biquadratique et
normal, ont beaucoup de difficultés a redonner convena-
blement le mode et le scus-estiment. C’est pour ce gente
de contamination que l'estimateur paramétrigque g est
préférable aux estimateurs a noyau.

Pour les autres sortes de contamination, d = 3.0 ou
d = 0.0 avec r?= 1/4 ou r?= 4.0, l'estimateur paramétri-
que g parait satisfaisant pour de faibles taux de conta-
mination, € ¢ 0.1; mais il devient totalement fantaisis-
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te et non-représentatif de la densité exacte lorsgue le
taux de contamination augmente, &€ = 0.3 et ¢ = 0.5. Les
estimateurs non-paramétriques s'adaptent tant Dbien
(d = 3.0 et r?i= 4.0) que mal (r?= l/4) aux changements
de forme de la densité & estimer. D'une maniére généra-
le, ils sous-estiment le mode de cette derniére, sous-
évaluation d'une part moins marguée pour le noyau biqua-
dratique gue pour le noyau normal, et drautre part, plus
nette lorsgue le mode est fortement prononcé, r?= 1/4.

Sur la base des analyses thécriques , des simulations et
des graphes des densités exactes et des estimations , on
peut conclure que les estimateurs non-paramétrigues, fj
sont préférables & l'estimateur paramétrique,g , car ils
s'adaptent avec plus ou moins de succés aux changements
de forme de la densité exacte. Ils fournissent toujours
une densité parente de la densité exacte, bien gu’ils en
sous-estiment généralement le ou les modes.

+

Par construction, l'estimateur paramétrique ne peut
fournir qu’une densité normale non contaminée. Son EQMI
est donc sensible a tout genre de contamination.

Quant au noyau, son choix n'est pas prédominant si l'on
ne s’'intéresse qu'ad l'erreur globale commise, 1'EQMI.
Mais, le noyau biquadratique estime plus correctement le
mode de la densité et pourra donc &tre adopté si le sta-
tisticien a besoin d'une estimation plus précise au mode
et dans son voisinage.

Pour compléter ces conclusions et aider le statisticien
dans sa prise de décision, les taux critiques de conta-
mination ¢, pour le noyau normal ont été calculés numé-
riquement & l'aide de la procédure ZREALL de la biblio-
thégue de IMSL pour les tailles d’échantillon inférieu-
res & 100. Les couples (n,g ) ont &té reportés dans un
systéme d’axes et la courbe ainsi obtenue est appelée
frontiére des taux critiques; la région située au-dessus
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de la frontiere, région hachurée sur les graphes, cor-
respond aux peints ou l’efficacité est supérieure a 1.0,
c-a-d ol l'estimateur non-paramétrigque est préférable 3
son concurrent, l'estimateur paramétrigue (figures 3.23
- 3.25).

Les paramétres d et r? prennent les valeurs suivantes
pour ¢ : 0.0, 12 , 1.0, 1.5 ou 2.0 , 3.0 et 5.0 ;

pour r* : 1/9 , 1/4 , 1.0 , 4.0 et 9.0

Ces graphes résument trés clairement les idées de ce
travail et montrent en plus la relation entre les deux
paramétres d et r?.

En plus du cas particulier r?= 1.0, on distingue deux
formes différentes de graphes

(ly r?
r

1.
(2) > 1

< 0 et d<1.0,
> 0 et {(r?<¢< 1.0 et 4d > 1.0}

.

Pour r?= 1.0, le déplacement de la frontiére des taux
critiques vers le bas est important. Dés que la diffé-
rence réduite des espérances est élevée, d > 2.0, la
taille de l'échantillon n‘a plus aucune influence. Le
taux critique est faible, ¢ < 0.15 et 1l'estimateur non-
paramétrique est rapidement préférable & l'estimateur
paramétrique.

Si r?¢ 1.0 et d < 1.0, une taille d’échantillon élevée
favorigse nettement l'estimateur non-paramétrique qui
devient préférable au sens de 1°EQMI & l'estimateur
paramétrique. Mais le taux critique est supérieur a
0.15, taux non négligeable. La frontiére est
translatée vers le bas, fortement lorsque r? diminue,
et, plus modérément lorsque d augmente jusqu’a la valeur
1.0.
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Dans les autres cas, la taille de 1l'échantillon ne
joue qu’'un rdle secondaire, car le taux critigue ne
dépend pratiquement gque de d et r?,

Pour r?» 1.0 et 0.0 < d £ 1.0, le taux critique est plus
fortement dépendant de la croissance de r? que de celle
de d. Néanmoins, il s’'abaisse réqulierement et varie
entre 0.15 et 0.30.

Si r?> 1.0 et d > 1.0, alors le taux critique n’'est in-
fluencé que par la différence des espérances d, le rdle
de r? étant totalement négligeable. Il est déja atteint
pour de faibles taux de contamination, e, < 0.1.

Ainsi, le statisticien peut se référer & ces graphes
pour une bonne prise de décisions lorsqu’il est
confronté a une contamination de densités normales.
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ANNEXES

Annexe 1

A.1.1 Formules de multiplication de densités normales.

1) N(p,02;x)N(a,B2;x) = N{c,d;x} N{a,e?+82;u)

ol c (phi+aa?)/{(a2+B?)

1]

Q
it

g2 B2/ (e?4R?)

Cas particuliers

2) si = @, alors
N(u,a2;x} N(u,B2;x) = [2N{c2+R2))7 /2 N(y,d;x)
3) 81 ¢? = RZ, alors

N{{p+a)/2,0%/2;x] Nla,20?;u)

N{p,a0?2;x)-N{x,0%;x)

B2, alors

4) 8i p = o« et o?

(dNe?)" /2 N(p,02/2;x)

N{u,e2;x)Nly,02;x)

127



A.1.2 Formules d'intégrations de produits de densités
normales.

1) J*N{u,cz;x)-N(a,ﬁ’;x) dx = N{e,o02+R2 ;)

2) Si p = o, alors

J‘N(u,cz;x)-N(a,Bi;x) dx = [2f(o2+R2)]" 172

3) Si o2 = B2, alors

JqN(u,c’:X)-N(a.B’;x) dx = N{a,20%;u)

—

4} Si w = &« et g? = R?, alors

+ ®
J N{p,0?;%x)N{p,o%;x) dx = (4Ng?)" 172
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Annexe 2 : approximation de P(t} X ?(t) dt

4

ol X ®(t) est la fonction de densité de la réparti-
tion du chi-carré a n degrés de liberté,

P(t) = (l+t/n)" 172

Pour une variakle t répartie selon une loi du chi-carré,
son espérance mathématique vaut

E(t) = n ,

et ses différents moments centrés d'ordre j, notés o,
valent respectivement

a, =0 ;

o, = 2n

o, = 8n ;

a, = 12n(n+d} ;
¢, = 32n(n+2)

D’une manieére générale, o, est un polyndme de degré [j/2]
ol [x) représente la partie entidre de x.

En effet, la formule récurrente des moments est

O,y = 27 (uj + n'“j_1) (cf M.Kendall et A.Stuart).

si P'*' désigne la k*®"°® dérivée de P par rapport i t,
alors

l/k! Ptk)(t) =D (1+t/n)—(2k+1]/2 n- ¥

k

135 ...(2k-1)

ol D = (-1)k k=1,2,...
246 ... 2k
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Développons la fonction P(t) en série de Taylor au point
t,= n , qui est donc l’espérance de la variable t. Or,

P(t;) = P(n) = 2-1rs2

1/kt P**)(n) = D 27f%k+11/2 7k k

1,2,...

Alors,

J*(zncﬂ)'”2 P(t) xnz(t) dt
¢

(2Mg2)~17% | Jﬁp(n) X 2(t) dt
0

+ L 1/k! P'*){n) J (t-n)* X 2(t) dt ]
k

2

q
= (2Me?)7'/% [ 172 + I D, {2n)7% o« 1 + O(n™?)
k=1
13 135
= (4Me?2) /2 [ 1 4 —— (2n)"% (2n) - {(2n)~* (8n)
2 4 246
1357
+ ———— (2n)"? 12n(n+4) 1 + O(n"?)
2468

(4Mo?2)"%72 [ 1 + 3/(16n) - 5/(16n?)

+ 105/(512n2) ] + o{n~ %)

(4NMe2)"*/2[1 + 3/{16n) - 55/(512n%)] + O{n"¥) (A2.1)

Cette derniére expression est la formule (2.29).
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Pour obtenir une approximation de l’intégrale (2.24), on
procéde de maniére identique en développant la fonction
Q{t) = t7*/? en série de Taylor autour du point t, = n.

1/kt Q%' (t) = p, t~(2**1)/2 ok
135 ...(2k-1)

ot D, = (-1)F k
246 ... 2k

I
[y
[w)
f

Déveleoppons la fonction Q(t) autour du point to=n ;

n—1/2

Q(t,) = Q(n)

17kt @'%Y{n) = p_ n 2k*t1/2 k =1,2,..
Alors, 1l7intégrale (2.24) devient

{ f4fag2)-172 pnt72 g(t) xnz(t) dt

g

nt/2 (4me2)~1/2 | J Q(n) X ?(t) dt
0

+ =

+ L 17kt Q%1 (n) J (t-n)* X *(t) dt ]
k

0

4
=n1/2 (qnaz}—l/z [ n—l/2 + I D n—l2k+1)/2 o ]

k=1 k k
+ 0(n )
13 135
= {4Re2)" /2 [ 1 + — n™? (2n) = —— n~? (8n)
24 2 46
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1 357
+ —— n? 12n(n+d) ] + o(n™ %)
2468

(4Te2)=1/2 [ 1 + 3/(4n) - 5/(2n?)

+ 105/(32n%) ] + O(n™?)

n

(4NMe2)" 1721 + 3/(4n) + 25/(32n?)] + O(n™ 3} ., (A2.2)

Ceci est 1’expression approximative de 1’intégrale
{2.24). En regroupant les deux termes trouvés (A2.l1) et
{A2.2) selon les formules {(1.9) et (1.10), on obtient
l’approximation de 1'EQMI(g,) donnée en (2.21).

EQMI(g, ) = (4Mo2)~1/2 [3/(8n) + 255/(256n?)] + O(n~?)
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+ @
Annexe 3 : approximation de [ R(s) X _ %{s) ds

[

ol xn_lz(t) est la fonction de densité de la réparti-

tion du chi-carré & (n-1) degrés de liberté,
R{s) = [1l+1l/n+s/(n-1)}"1/2

Pour une variable s répartie selon une loi du chi-carrég,
son espérance mathématique vaut :

E{s} - n-1,

et ses différents moments centrés d'ordre j, notés Bj,
valent respectivement

B, =0 ;
B, = 2(n-1) ;
B, = 8(n-1) ;

B, = 12(n-1}(n-1+4}

12(n-1)(n+3) ;

R, = 32{n-1}{n-1+2) 32(n-1)(n+1}

D’une maniére générale, B, est un polynéme de degré [j/2]
ol [x] représente la partie entiére de x.

En effet, Bj+1 = 2j [Bj + (n-1) B, ]
si R'*! désigne la k*®™® dérivée de R par rapport & s,
alors

1/k! R{*¥1(g) = D [1l+l/n+s/(n-1))"42%*1)1/2 (no1)-*

k

135 ...{2k-1)

ol D, = (-1)* k=1,2,..
246 ... 2k
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Développons la fonction R(s) en série de Taylor au point
§,= n-1 , qui est donc l'espérance de la variable s. Or,

R(s,) = R(n-1)

]

(2+41/n)" 4/ 2

1/k! R'%! (n-1)

D, 2712 [1+41/(2n) )02/ [2(n-1) )7k

k=1,2,...
Alors,
[ {2M62)"1/2? R(s) X _,%(s) ds
0
= (2NMe2)~ 177 | J¢R(n—1) X _'(s) ds
0
+ L 1/k! R'*)(n-1) f[s—(n—ll]k X _,*(s) ds }
R

0

= (2Ne2) /2 { (241/n)" 171

q
+ L Dk 2—1/2 [Z(n_l)]—k [1+l/(2n)]—(2k+11/2 Bk}

k=1

+ 0(n?)

(d4Mc2)"*72 { [1+1/(2n)])" 172
1 3

+ —— [1+1/(2n)])7%7/?% [2(n=1)]"?% 2(n-1)
24
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135

[1+41/(2n))"77% [2(n-1)]"? 8(n-1}

246
1357

+ —————  {141/(2n)}])7%/2 [2(n-1}]"% 12(n-1})(n+3)}
2468

+0(n 3y . (A3.1)

Qr,

[1+1/¢(2n) 172 =1 - 1/(4n) + 3/{32n%) + O(n~?) ;

[1+1/(2n))"%/% [2(n-1)]"} 1/n - 1/(4n2) + O(n" %) ;

[141/(2n)1°7/% [2(n-1)]"?

1/n? + O(n~3) ;

[1+1/(2n)]"%/% [2(n-1}]"?

1/n? + O(n™ %)

En substituant ces expressions dans la formule (A3.1),
on obtient une approximation en puissances de n~!

(4Ne?2)"172§{ 1 - 1/(4n) + 3/(32n2) + 3716 [1/n - 1/(4n?}]

- 5/(16n?) + 105/(512n2) } + O(n™ %)

(4Ne?)"172 [ 1 - (174 - 3/16)/n

- (3/32 - 3/64 - 5/16 + 105/512)/n? ] + O{n )

(4Re?)~172 [1 - 1,/(16n) - 31/(512n%)] + Ofn~3). (A3.2)

Cette derniére expression est la formule (2.39}.
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Par analogie & l'expression (A2.2), une approximation de
lrexpression (2.34) vaut

[(n-1)/ {40¢?)] /2 [ vii/2 x  2(v) dv
0

= (4062)°*/2 [ 1 + 3/14(n-1)] + 25/[32(n-1)2] }

+ 0{n™?)
En développant selon les puissances de n™! les expres-
sions (n-1)-! et (n-1)"2, on obtient l’approximation
désirée :

= (48a2)" 1/ [1 + 3/(4n) +49/(32n?)] + O(n"?) . (A3.

En substituant les expressions (A3.2) et (A3.3) dans les
formules (1.9) et (1.10) de 1'EQMI, on obtient le résul-
tat énoncé dans la formule (2.31}

EQMI(g,) = (4M¢?)"'/2 [ 7/(8n) + 423/(256n%?) ] + O(n"?).
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Tableau 2.2

G2 : sigma inconnu

1

G3 : mu et sigma inconnus .

TAILLE BEOMI{GL) EOQMI(G12) BQMI{Gl) QUOTIENTS
[Th.2.1.1] [fct.wertz] [fct(l/n)]
N (1) (2) (3) {1102} (1)/1(3)
20 0.00692 0.00692 0.00680 1.01829 1.00039
30 0.00464 0.00464 0.00459 1.01229 1.00017
50 0.00280 0.00280 0.00270 1.00742 1.00006
75 0.00187 0.00187 0.00186 1.00497 1.00003
100 0.00242 0.00141 0.00140 1.00375 1.00003
200 0.00070 0.00070 0.00070 1.00184 0.99999
500 0.0c028 0.00028 0.00028 1.00072 0.99996
1000 0.00014 0.00014 0.00014 1.00048 1.00006
5000 0.06003 0.00003 0.00003 1.00000 1.00024
10000 0.00001 0.00001 0.00001 1.00119 1.00140
Tableau 2.1 : BQMI de l'estimateur paramétrigue Gl {mu inconnu}.
TAILLE BMI{G2) BEQMI{G2) QXIT. EQMI(G3) BQMI(G3) QUOT.
[Th.2.1.2] {fet{l/m)] [Th.2.1.3] [fct{l/m]
N (1) (2) (1)/(2} {3} (4] {3)/(4)
20 0.00602 0.00599 1.00507 0.01363 0.01351 1.00919
30 0.00385 0.00384 1.00231 0.00878 0.00875 1.00404
50 0.00223 0.00223 1.00091 0.00513 0.00512 1.00144
75 0.00146 0.001456 1.00037 0.00338 0.00337 1.00066
100 0.00109 0.00109 1.00031 0.00252 0.00251 1.00028
200 0.00054 0.00054 1.00038 0.00125 0.00125 1.00003
500 0.09021 0.00021 1.00126 0.00050 0.00050 0.99952
1000 0.09011 0.00011 1.00317 0.00025 0.00025 0.99891
5000 0.00002 0.00002 1.04140 0.00005 0.000C5 0.98163
10090 0.00001 0. 00001 1.22152 0.00002 0.00002 0.90476
EQMI des estimateurs paramétrigues G2 et G3 .




TAILLE EQMI(F1) BEQMI(F2) EQMI(F2} QUOTIENTS
(Th.2.2.1] [(Th.2.2.1] [Th.2.2.2)
N (1) (2) {3} {3H11) (32
20 0.02926 0.03030 0.01625 0.5554 0.5362
30 0.02115 0.02191 0.0125% 0.5853 0.5746
50 0.01408 0.01456 0.00904 0.6430 0.6208
75 0.01016 0.01053 0.00690 0.6791 0.6555
100 0.00807 0.00836 0.00568 0.7038 0.678%
200 0.00454 0.00480 0.00351 0.7565 0.7309
500 0.00223 0.00231 0.00182 0.8161 0.7900
1000 0.00128 0.00133 0.00110 0.8594 0.82717
5000 0.00035 0.00037 0.00033 0.9429 0.8947
10000 0.00020 0.00021 0.0001% 0.9501 0.9167
Tableau 2.3 : BEQMI des estimateurs non-paramétriques, F1 et F2.
- Fl : noyau biquadratique ; F2 : noyau normal.
TATLLE EFF(CGl,F2) EFF(GZ2,F2) EFF(G3,F2)
20 0.426 0.31 0.839
30 0.369 0.306 0.698
50 0.310 0.247 0.558
5 0.271 0.212 0.489
100 0.248 0.18L 0.443
200 0.201 0.153 0.355
500 0.155 0.117 0.272
1000 0.129 0.097 0.225
5000 0.086 0.087 0.148
10000 0.073 0.067 0.116
Tableau 2.4 : Efficacité de 1'estimateur

non-paramétrique F2 .




TAILLE EQMI{G1} EQDM(G1} EQMI (G2} EQIM{G2) EQMI{G3} EQUM(G3)
EQDS(GLl} EQDS{G2} EQRS{G3)
20 0.00692 0.00595 0.00602 0.00576 0.01363 g.014M4
0.00677 0.01301 0.02118
50 0.00250 0.00240 0.00223 0.00208 2.00513 £.D0456%
0.00341 0.00253 0.00517
100 0.00141 0.,00124 0.00109 0.0010% 0.00252 0.00203
0.00223 0.00134 0.00201
Tebleau 2.5 : EQMI et EQDM des estimateurs paramdttiques Gl, G2 et GI.
TAILLE EQMI(F1) EQDM(F1) EQMI{F2} EQDM(F2]
ASYMPT, EQDS{F1} EXACTE EQDS(F2)
20 0.02926 0.01625 0.01387 0.01461 0.01626 0.01744 0.01468 0.01527
0.01121 0.01141 0.01521 0.01078 0.01067 0.01417
50 0.01406 0.00707 0.00677 0.00740 0.00906 0.00764 0.00774 0.00806
0.00537 0.00452 0.00558 0.00538 0.00461 0,00592
100 0.00807 0.00508 0.00471 0.00572 0.00560 0.00561 0.00518 0.00627
0.00385 0.00335 0.00497 0.00376 0.00356 0.00493

Tableau 2.6

: EQMI et EQDM des estimateurs non-paramétriques, F1 et F2, pour la fenétre optimale.




TAILLE Fenétre Fensdtre
EQMI{F1} EQMI{F2}
BQLM{FL) EQDM(F2)
EQDS{F1} EQUS(F2)
20 1.24 - 1.53 .87 2.29 0.47 0,58 0.71 0.87
0.03135 0.02926 0.03230 0.04528 0.019225 0.901624 0.01626 0.01995
9.91508 0.0L267 0.01354 0.01B63 0.01612 0.01329 0.01359 9.01M47
0.01281 ¢.00970 0.00047 0.00804 ¢.01335 0.01022 0.00875 9.0083%
50 1.03 .27 1.56 1.96 0.39 0.48 9.59 9.7}
0.01509 0.02406 0.01555 0.02322 0.01023 0.¢0082 9.0099¢6 0.01137
0.0)106 0.00952 9.0097) 0.01303 0.01163 9.00992 0.00983 0.01219
0.01105 9.¢61019 0,00957 ¢.006EQ t.01124 0.01033 0.00972 0.00814
100 ¢.90 1.11 1.35% 1.64 0.34 ¢.42 0.51 0.62
0.006865 0.008907 0.00888 0.91216 0.00624 0.00545 0.00568 0.00729
0.00467 0.00196 0.00427 Q.006190 0.00497 0.00417 0.909434 ¢.00588
0.00341 0.0039) 0.00305 0.00342 0.00347 0.00304 0.00307 ¢.00342
Tableau 2.7 : EQMI et EQDM des estimateurs nop-paramétriques, F1 et F2, pour différentes Eendtres.
TAYLLE EFFICACITE BIQUADRATIQUE EFFICACITE NORMALE
(GL/F1)  (GZ/Fl)  (G3/Fl) (G1/F2)  (G2/F2)  (G3/F2)
N Efficacité théorique Efficacité théorique
Efficacité simulée Efficacité simulée
20 0.237 0.206 0.466 0.426 0.371 0.839
0.366 0.41% 1.009 0.341 0.392 0.965
50 0.199 0.159 0.365 0,310 0.247 0.560
0.339 0.307 0.634 0.314 0.269 0.582
100 0.174 0.135 0.312 0.248 0.191 0.443
0.244 0.231 0.355 0.221 0.210 0.324

Tableau 2.0 : Efficacités théoriques et simulées.



BQMI(G) EQMI{eps=0.5}
TAILLE BMI{eps=0.5) /EI{eps=0.0)

Eps=0.0 D=1/2 D=3.0 R2= 1/4 R2= 4.0

20 0.00692 0.00721 0.11550 0.03971 0.02718
1.04 16.69 5.74 3.93

50 0.00280 0.00304 0.11599 0.03581 0.02093
1.09 41.43 12.79 7.48

100 0.00141 0.00263 0.11624 0.03449 0.01877
1.16 02.44 24.46 13.31

Tableau 3.1 : EQMI de l'estimateur paramétrique G pour epsilon = 0.0
" et pour epsilen = 0.5 et rapport de ces EQMI lorsque

n varie.
EQMI ASYMPTOTIQUES
TAILLE Eps BIQUAD NORMAL BIQ/NOR BIQUAD NORMAL BIQAOR
D=1/2 D= 3.0
0.05 0.02909 0.03014 0.96535 0.020862 0.02966 0.96498
0.10 0.02895 0.02999 0.96524 0.02805 0.02908 0.96452
20 0.20 0.02871 0.02975 0.96505 0.02712 0.02814 0D.96372
0.30 0.02854 0.02957 0.96491 0.02645 0.02746 0.96312
0.50 0.02040 0.02943 0.96480 0.02591 0.02692 0.96261
0.05 0.01398 0.01448 0.96513 0.01375 0.01426 0.96458
0.10 0.01391 0.01441 0.96496 0.01348 0.01399 0.96390
50 0.20 0.01380 0.01430 0.96460 0.01304 0.01354 0.96271
0.30 0.01371L 0.01422 0.96448 0.01272 0.01323 0.96181
0.50 0.01365 0.01415 0.96432 0.01247 0.01297 0.96106
0.05 0.00803 0.00832 0.96531 0.00790 0.00B19 0.96482
0.10 0.00799 0.00828 0.96516 0.00774 0.00803 0.96421
100 0.20 0.00792 0.00821 0.96491 0.00748 0.00777 0.96316
0.30 0.00787 0.00816 0.96473 0.00729 0.00758 0.96236
0.50 0.00784 0.00812 0.96459 0.00715 0.00743 0.96169

Tableau 3.2 : BEQMI asymptotiques des estimateurs non-paramétriques Fl et F2
lorsque n varie et R2 = 1.0.



Tableau 3.3 : BOMI asymptoticques des estimateurs non-paramétriques F1
lorsque n varie et D = 0.0.

EQMI(F2) BQI (eps=0.5)
TAILLE BQMI(eps=0.5),/BMI (eps=0.0)

Eps=0.0 D= 1/2 D=3.0 R2= 1/4 Ri= 4.0
20 0.01626 0.01555 0.01561 0.04140 0.01386
0.96 0.9 2.55 0.85
50 0.00906 0.00862 0.0083t 0.02621 0.00741
0.95 0.92 Z.89 0.82
100 0.00568 0.00539 0.00510 0.01777 0.00456
3.95 0.94q 3.13 0.80

Tableau 3.4 : EQMI de l’estimateur non-paramétrique F2 pour
epsilon = J.0 et pour epsilon = 0.5 et rapport
de ces EQMI lorsque n varie.

EQMI ASYMPTOTIQUES
TAILLE Eps BIQUAD  NORMAL  BIQ/NOR BICUAD  NORMALL  BIQ/NCR
2 =14 2 =4.0
0.05 0.03097 0.03204 0.96671 0.02874 0.02978 0.96507
0.10 0.03347 0.03457 0.95828 0.02824 0.02928 0.96468
20 (.20 0.04083 0.04201L 0.97182 0.02733 0.02835 0.96391
0.30 0.05132 0.05263 0.97513 0.02651 0.02752 0.986317
0.50 0.00172 0.00339 0.97996 0.02517 0.02616 0.96187
0.05 0.01487 0.01538 {0.96716 0.01381 0.01432 0.96472
0.140 0.01606 0.01656 0.96953 0.01358 0.01408 0.96413
50 0.20 0.01955 0.02005 0.97485 0.01314 0.01365 0.96298
0.30 0.02453 0.02503 0.97988 0.01275 0.01326 0.96189
0.50 0.03896 0.03946 0.98728 0.01211 9,01262 0.9599%
0.05% 0.00055 0.00804 0.958710 0.00793 0.00822 0.3649%
0.10 0.00924 0.00954 0.96918 0.00779 0.00808 0.96442
100 0.20 0.01120 0.01150 0Q.97388 0.00754 0.00783 0.96340
0.30 0.01419 0.01450 0.97824 0.00731 0.00760 0.96244
0.50 0.02261 0.02296 0.58465 0.00694 0.00722 0.96072
et F2




EQMI(G) EQMI{F2)
Eps = 0.5

EQMI (eps=0.5) /EQMI (eps=0.0)

Eps = 0.0 0.00280 0.00906
173 0.00286 0.00886

1.02 0.98

1/2 0.00304 0.00862

1.09 Q.95

D 1.0 0.00586 0.00765

2.09 0.84

3.0 0.11599 0.00831

41.43 0.92

5.0 0.29650 0.00947

105.90 1.05

19 | 0.09552 0.06325

34.11 6.98

14 0.03581 0.02621

R2 12.79 2.89
4.0 0.02093 0.00741

7.48 0.82

9.0 0.03837 0.00782

13.70 0.86

Tableau 3.5 : BEQMI des estimateurs G et F2 pour
T epsilon = 0.0 et pour epsilen = 0.5
et rapport de ces BEQMI pour n = 50.



[

EQMI(F2) BOMI(eps=0.5)
TAILLE
Fenétre BEQMI(eps=0.5}/BQMI(eps=0.0)
Eps=0.0 D=1/3 b=1.0 D="5.0 R2= 1/9 R2= 9.0
0.01925 0.01927 0.01956 0.02466 0.05115 0.02310
0.47 1.00 1.02 1.20 2.66 1,20
0.01624 0.01612 1.01555 0.02039 0.06666 0.01815
0.58 0.99 0.95 1.26 4.10 1.12
20
0.01626 0.01593 0.01396 0.01834 0.08740 0.01493
0.7 0.98 0.86 1.13 5.38 0.92
0.01995 0.01929 0.01520 0.01866 0.11335 0.01333
0.87 0.97 0.76 0.94 5.68 0.67
0.01023 0.01023 0.01029 0.01237 0.03226  0.01171
0.39 1.00 1.00 1.21 3.15 1.14
0.00882 0.00875 0.00836 0.01035 0.04508 0.00935
0.48 0.99 0.95 1.17 5.11 1.06
50
0.00906 0.00886 0.00765 0.00947 0.06325 0.00782
0.59 0.98 0.84 1.05 6.98 0.86
0.01177 0.01134 0.00868 0.01011 0.08747 0.00722
0.73 0.96 0.714 0.86 7.43 0.61
0.00624 0.00624 0.00623 0.00728 0.02228 0.00693
0.34 1.00 1.00 1.17 3.57 1.11
0.00545 0.00540 0.00511 0.00612 0.03311 0.00556
0.42 0.99 0.94 1.12 6.08 1.02
100
0.00568 0.00555 0.00476 0.00570 0.04767 0.00476
0.51 0.98 0.84 1.00 8.39 0.84
0.00729 0.00701 0.00535 0.00612 0.06692 0.00447
0.62 0.96 0.73 0.84 9.18 0.61
Tableau 3.6 EQMI de 1'estimateur non-paramétrique F2 pour epsilon = 0.0 et

epsilon = 0.5 et rapport de ces BQMI si la fenétre et n varient.



Eps BMI{G) BQMI(Fl) EXMI(F2) EFF(G,FL) EFF(G,F2)
EQDM(G) EQDMIFL} EQDM(F2) EFFSIM EFFSIM
EQDS{G)  BQDS(Fl) EQDS(F2)
0.65 0.00685 0.02909 (.01613 0.24 0.43
0.00541 0.01531 0.01555 0.35 0.35
0.00856 0.01319 0.01231
0.10 0.00699 0.02895 0.,01600 0.24 0.44
0.00541 0.01335 0.01356 0.41 0.40
0.00782 0.01130 0.01008
0.20 0.00707 0.02871 0.01590 0.25 0.45%
0.00875 0.01813 0.01798 0.48 0.49
0.01283 0.01529 0.01404
0.30 0.00714 0.02854 0.01566 0.25 0.46
0.00776 0.01578 0.01632 ¢.49 0.48
0.00926 0.01327 0.,01287
0.50 0.00721 0.02840  0.01555 0.25 0.46
0.00703 0.01568 0.01601 0.45 0.44
0.00743  0.01651  0.01467
Tableau 3.7 : Valeurs théoriques et simulées des EQMI et des
efficacités pour D =1/2 , RZ = 1.0 et N = 20.
Eps BQMI(G) EQMI(FL) EQMI({F2) EFF(G,FL} EFF(G,F2)
EQDM{G) EQDM(Fl) BQDM({FZ) EFFSIM EFFSIM
EQDS{G) BEQDS(Fl} BEQDS(F2}
0.05 0.00282 0.01390  0.00898 0.20 0.31
0.00259 0.00922 0.00973 0.28 0.27
0.00291 0.00752 (.00748
0.10 0.00284 0.01391 0.00891 0.20 0.32
0.00223 0.00681  0.00749 0.33 0.30
0.00271 0.00451  0.00464
0.20 0.00291 0.01380 0.00878 0.21 0.33
0.00221 0.00722 0.00789 0.31 0.28
0.00324 0.00580 0.00602
0.30 0.00297 0.01371 0.00869 0.22 0.34
0.00278 0.00852 0.00935 0.33 0.30
0.00347 0.00548 0.00560
0.50 0.00304 0.01365 0.00062 0.22 0.35
0.00238 0.00764 0.00818 0.31 0.29
0.00276 0.00598 0.00617
Tableau 3.0 : valeurs théoriques et simulées des EQMI et des

efficacités pour D= 1/2 , R2 = 1.0 et N = 50,




Eps BQMI{G) BQMI(Fl) BEQMI{F2) EFF{G,Fl) EFF(G,F2)
EQDM{G)  EQDM{Fl} EQDM(F2) EFFSIM EFFSIM
EQDS(G) BQDS{Fl) EQDS(F2)

0.05 0.00142 0.00803 0.00563 0.18 0.25
0.00130 0.00608 0.00685 0.21 0.19
0.00143 0.00365 0.00394

0.10 0.00144 0.00799 0.00558 0.18 0.26
0.00104  0.00448  0.00489 0.23 0.10
0.00147 0.00284 0.00298

0.20 0.00150 0.00792 0.00550 0.19 0.27
0.00157 0.00558 0.00584 0.28 0.27
0.00213 0.00370 0.00382

0.30 0.00156 0.00787 0.00544 ¢.20 0.29
0.00162 0.00444  0.00469 0.37 0.3%
0.00302 0.00332 0.00359

0.5¢ 0.00i53 Q.00784  0.00539 0.21 0.30
0.00168 0.00561 0.00573 0.30 0.29
0.00195 0.00410 0.00390

Tableau 3.9 : Valeurs théoriques et simulées des BQMI et des
efficacités pour D = 1/2 , R2 = 1.0 et N = 100.

Eps BOMI(G) EQMI(Fl) BQMI(F2) EFF{G,Fl) EFF(G,F2)
BEQOM{G) EQOM{FLl) BEQDM(F2) EFFSIM EFF5SIM
EQDS{G) EQDS{Fl) BEQRDS(F2)

0.05 0.01247 0.02862 0.016l14 0.44 0.77
0.01433 0.01742 0.0179¢6 0.02 0,80
0.01539 0.01173  0.01068

0.10 0.02294 0.02805 0.01603 0.02 1.43
0.02501 0.01680 0.01606 1.49 1.56
0.02519 0.01263 0.01119

0.20 0.05253 0.02712  0.01585 1.94 3.31
0.05187 0.01778 0.01632 2.92 3.18
0.03377 0.01187 0.01092

0.30 0.08385 0.02645 0.01572 3.17 5.31
0.07376 0.01512 0.01333 4.88 5.53
0.02429 0.00914  0.00829

0.50 0.11550 0.02591  0.01561 4.46 7.40
0.11552  0.0149%  0.01323 7.70 8.73
0.00100 0.01305 0.01149

Tableau 3.10 : valeurs théorigues et simulées des EQMI et des

efficacités pour D= 3,0 , R2 = 1.0 et N = 20,




Eps BOMI(G) BOMI(Fl) EOMI(FZ} | EFF(G,Fl) EFF(G,F2}
EQoM{G) EQOM(Fl} BQDM(F2} EFFSIM EFFSIM
BPS(G) EQDS{Fl) BQDS(F2)

0.05 0.00718 0.01375  0.00692 0.52 0.80
0.00450 0.00769 0.00779 0.58 0.58
0.00496 0.00680  0.00688

0.10 0.01718 0.01348 0.00879 1.27 1.95
0.01650 0.00773  0.00758 2.13 2.18
0.01271 0.00565 0.0051%

0.20 0.04763 0.01304 0.00858 3.65 5.55
0.04767 0.00952  0.00906 5.0 5.26
0.01870 0.00613  0.006Q2

0.30 0.08124 0.01272 0.00843 6.39 2.64
0.08158 0.00914 0.00845 8.93 9.66
0.01798 0.00792 0.007)2

0.50 0.11599 0.01247 0.00831 9.30 13.96
0.11611 0.00866 0.00778 13.40 14.92

D.00D4B  0.00466  0.00419

Tableay 3.11 : Valeurs théoriques et simulées des EQMI et des
efficacités pour D= 3.0 , R2 = 1.0 et N = 50.

Eps BEQMI(G) BOMI(Fl) BMI(F2} EFF{G,Fl) EFF(G,F2})
EQDM{G)  BQDM(Fl) BQDM(F2) EFFSIM EFFSIM
BEQDS(G)  EQDS(Fl) EQDS(F2)

0.05 0.00537 0.00790 0.00557 0.68 0.96
0.00625 0.00476 0.00505 1.31 1.24
0.00535 0.00405 0.00386

0.10 0.01519 0.00774  0.00547 1.396 2.8
0.01343  0.00522 0.00538 2.57 2.50
0.00694 0.00336 0.00357

0.20 0.04593 0.00748  0.00531 6.14 B.65
G.04714 0.00535 0.00512 8.80 9.21
0.01622 0.00257 0.00335

0.30 0.08035 0.00729 0.00519 11.02 15.48
0.08135 0,00532 0.00505 15.30 158.10
0.01684 0.00270 0.00275

0.50 0.11624 0.00715 0.00510 16.26 22.79
0.11625 0.00563  0.00521 20.65 22.31
0.00036 0.00297 0.00270

Tableau 3.12 : valeurs théorigues et simulées des BOMI et des
efficacités pour D= 3.0 , R2 = 1.0 et N = 100,




Eps EQMI(G) BOQMI(Fl) BQMI(F2) | EFF(G,Fl) EFF(G,F2)
EQDM(G)  EQDM(Fl) BQDM(F2) EFFSIM EFFSINM
BEQDS(G)  BEQDS(Fl) BQDS(F2)

0.05 0.00733  0.03097 0.01743 0.24 0.42
0.00708 0.01523 0.01652 0.46 0.43
0.00739 0.01370 0.01363

0.10 0.00838 0.03347 0.01890 0.25 0.44
0.00688 0.01612 0.01810 0.43 0.38
0.00678 0.01115 0.01068

0.20 0.01239 0.04083 0.02273 0.30 0.55
0.01221  0.02090 0.02392 0.58 0.51
0.00816 0.01617 0.01465

0.30 0.01895 0.05132 0.02776 0.37 Q.68
0.01947  0.02237  0.02758 0.87 0.71
0.00892 0.0135%6 0.01340

0.50 0.03971 0.08171 0.04140 0.49 0,96
0.03955 0.03280 0.04154 1.21 0.95
0.00739 0.01551 0.01555

Tableau 3.13 : Valeurs théoriques et simulées des BQMI et des
— efficacités pour D= 0.0 , R2 = 1/4 et N = 20,

Eps BOMI(G) BQMI(Fl) EQMI(F2) EFF(G,Fl} EFF{G,Fi)
EQOM(G)  EQDM(F1) EQDM(F2) EFFSIN EFFSIM
EQDS{G)  EQDS{Fl) EQDS(F2)

0.05% 0.00316 0.01487 0.00981 0.21 0.32
0.00365 0.00956 0.01090 0.38 0.33
0.00513 0.00682 0.00673

0.10 0.00418 0.01606 0.01078 0.26 0.39
0.00455 0.01037 0.01173 0.44 0.39
0.00401 0.00769 0.00768

0.20 0.00817 0.01955 0.01335 0.42 0.61
0.00790 0,01123 0.01362 0.70 0.58
0.00319 0.,00801 0.00832

0.30 0.01477 0.02453 0.01678 0.60 0.88
0.01504 0.01323 0.01693 1.14 0.89
0.00572 0.00818 0.00866

0.50 0.03581 0.0389¢ 0.02621 0.92 1.37
0.03592 0.01922 0.02622 1.87 1.37
0.00331 0.00951 0.00938

Tableau 3.14 : Valeurs théoriques et simulées des EQMI et des
efficacités pour D= 0.0 , R2 = 1/4 et N = 50.




Eps EOMI{G) BOMI(Fl) BEQMI(F2) EFF(G,Fl) EFF{G,F2}
BODM{G)  BODM{FLl) EQDM(F2) EFFSIM EFFSIN
EQDS(G) BODS({Fl) EQDS(F2)

0.05 0.00175 0.00855 0.00618 0.20 0.28
0.00141 0.00%39 0.00617 0.26 0.23
0.00152 0.00401 0.00415

0.10 0.00276 0.00924 0.00604 0.30 0.40
0.00259 0.00460  0.00547 0.56 0.47
0.00165 0.00318 0.00343

0.20 0.00674 0.01126 0.00863 0.60 0.78
0.00675 0.00672 0.00854 1.00 0.79
0.00282 0.00404 0.00425

0.30 0.013236 0.0141%  0.01105 0.94 1.21
0.01320 0.00795 0.01052 1.66 1.25
0.00121 0.00471 0.00514

0.50 0.0344% 0.02261  Q.01777 1.53 1.94
0.03424 0.01342 (.01846 2.55 1.86
0.0011% 0.0066¢ Q.007C0

Tableau 3.15 : Valeurs théoriques et simulées des EQMI et des
efficacités pour b = 0.0 , RZ = 1/4 et N = 100,

Eps EQMI({G) BQMI(Fl) EQMI{F2) EFF(G,Fl) EFF{G,F2)
BQDM(G)  EQDM(F1l) EQDM(F2} EFFSIM EFFSIM
BEQDS(G)  BEQDS(Fl) EQDS(F2}

0.05 0.00781 0.02074 0.01593 0.27 0.49
0.00521 0.01114 0.01141 0.47 0.46
0.00686 0.00975 0.01004

¢.10 0.00894 0.02024 0.01561 0.32 0.57
0.00900 0.01579  0.016i6 0.57 0.56
0.01273 0.01200 0.01137

6.20 0.01197 0.02733 0.01505 0.44 0.80
0.01095 (.01705 0.01601 0.64 0.68
0.01071  0.01368 0.01319

0.30 0.01602 0.02651  0.01457 0.60 1.10
0.01896 0.01673 0.01589 1.13 1.19
0.01943 0.01284 0.01171

0.50 0.02718  0.02517 0.01386 1.08 1.96
0.02694 ©.01351  0,01185 1.99 2.27
0,01714 0.00855 0.00817

Tableau 3.16 :

Valeurs théoriques et simulées des BEQMI et des
efficacités pour

D=0.0, R2 = 4.0 et N = 20.




Eps BOMI({G) BEQMI(Fl) BEQMI(F2) EFF(G,Fl) EFF{G,F2)
EQDM{G) BEQDM(F1) EQDM(FZ) EFFSIM EFFSIM
EQDS{G)  BEQDS(F1) EQDS(F2)

0.05 0.00326 0.0138%  0.00804 0.24 0.37
0.00307 0.00022  0.00089 0.37 0.34
0.00370 0.00616 0.00611

0.10 0.00402 0.01350  0.00863 0.30 0.47
0.00383 0.00900 0.00929 0.43 0.41
0.00486 0.00601  0.00581

0.20 0.00645 0.01314  0.00825 0.49 0.79
0.00620 0.00794 0.00795 0.79 0.79
0.00495 0.00550  0.00539

0.30 0.01007 0.01275 0.00792 0.79 1.27
0.00926 0.00842 0.00832 1.10 1.11
0.00437  0.00604  0.00575

0.50 0.02093 0.01211 0.00741 1.73 2.82
0.02085 0.00797 0.00699 2.62 2.98
0.00534 0.00636 0.00607

Tableau 3.17 : valeurs théoriques et simulées des BQMI et des
— efficacités pour D = 0.0 , R2 = 4.0 et N = 50.

Eps BEQMI(G} EQMI{Fl) EQMI(F2) '| EFF{G,Fl) EFF(G,F2)
BQDMIG)  EQDM{F1l) EQDM(F2) EFFSIM EFFSIM
EQDS(G) BQDS(F1l) BQDS(F2)

0.05 0.00172 0.00793 0.00553 0.22 0.31
0.00159 0.00445 0.00480 0.36 0.33
0.00266  0.00304 0.00325

0.10 0.00235 0.00779 0.00539 0.30 0.44
0.00269 0.00465 0.00460 0.58 0.58
0.00280 0.00385 0.00300

0.20 0.00456 0.00754 0.00513 0.60 0.89
0.00509 0.00564 0.00554 0.90 0.92
0.00313 0.00383 0.00383

0.30 0.00803 0.00731 0.00491 1.10 1.64
0.00798 0.00531 0.00520 1.50 1.51
0.00330 0.00500 0.00492

0.50 0.01877 0.00694 0.00456 2.70 4.12 °
0.01813 0.00489 0.00446 3.71 4.06
0.00270 0.00257 0.00252

Tableau 3.18 : valeurs théoriques et simulées des BQMI et des
efficacités pour D =0.0 , R2 = 4.0 et N = 100.



Fendtre EQDM({F1)
BEQDS(FL)
Eps 0.05 0.10 0.20 0.30 0.50
1.03 0.0109 ©0.,00863 0.00964 0.00935 (0.00883
G.00906 0.00438 0.00626 0.00612 0.00602
1.27 0.00959 0.00722 0.00822 0.00813 0.00731
0.00825 0.00403 0.00544 0.00594 0.00504
1.56 0.00992 ©,00771 0.00872 0.00865 0.00768
0.00783 0.00422 0.00558 0.00607 0.00485
1.96 0.01331 0.01138 0.01242 0.01220 0.01119
0.00750 0.00452 0.00603 0.00618 0.00505

Tableau 3.19 : valeurs des EQDM de 1l'estimateur

non-paramétrique Fl pour différentes
fenétres sip=1/3 , R2=1.0 et N = 50.

Fenétre BQDM{F1)
EQDS(F1)
Eps 0.05 0.10 0.20 0.30 0.50
1.03 0.01110 0.00906 0.00917 0.00871 0.00961
0.00827 0.00684 0.00684 0.00515 0.00620
1.27 0.00936 0.00716 0.00731 0.00720 0.00749
0.00764 0.00603 0.00619 0.00403 0.00514
1.56 0.00940 0.00702 0.00701 0.00711 0.00672
0.00742 0.00578 0.00602 0.00342 0.00481
1.96 0.01251 0.00982 0.00926 0.00919 0.00812

0.00737 0.00581 0.00606 0.00349 0.00495

Tableau 3.20 : Valeurs des BQDM de l’estimateur

non-paramétrique Fl pour différentes
fenétres si D=1.0 , R2 = 1.0 et N = 50.




Fenétre ECDM(F1)
EQDS(F1}
Eps 0.05 0.10 0.20 0.30 0.50
1.03 0.00796 0.01000 0.01116 0.01202 0.01105
0.00563 0.00685 0.00742 0.00754 0.00558
1.27 0.00674 0.00883 0.00948 0.00999 0.00927
0.00503 0.00620 0.00696 0.00666 0.00531
1.56 0.00714 ©.00918 0.00915 0.00927 0.00873
0.00489 0.00596 0.00667 0.00595 0.00515
1.96 0.01042 ©.01213 0.01107 0.01062 0.01004
0.00502 0.00588 0.0063%9 0.00533 0.00499
Tableau 3.21 : Valeurs des EQDM de l/estimateur
nen-paramétrique Fl pour différentes
fenétres si D= 5.0 , RZ2 = 1.0 et N = 50.
Fenétre BEQDM(F1)
BEODS{F1)
Eps 0.05 0.10 0.20 0.30 0.50
0.98 0.01135 ©0.,01264 0.01147 0.02209 0.03428
0.00774 0.009821 0,00577 0.01236 0,01256
1.27 0.01048 0.01221 0.01428 0.02735 0.04988
0.00722 0.00912 0.00595 0.01146 0.01187
1.48 0.01167 ©0.01410 0.02006 0.03622 0.07111
0.00709 0.00B64 0.00614 0.01039 0.01083
1.68 0.01644 0.02010 0.03099 0.05104 0.10084
0.00704 0.00813 0.00616 0.00899 0.00909
Tableau 3.22 : Valeurs des EQDM de l’estimateur

non-paramétrique F1 pour différentes

fenétres 5i D= 0.0 , R2 = 1/9 et N = 50.




Fenétre EQDM{F1)
EQDS(F1}
Eps 0.05 0.10 0.20 0.30 0.50
1.03 0.01047 0.01132 (.01156 .00s08 .01034
0.00755  0.00680 (.00610 .00628 .00799
1.27 0.00915 0.00997 (0.00965 .00727 .00829
0.00701 0.00643 0.00536 .00542 .00698
1.56 0.00949 0.01009 0.00912 .00653 .00703
0.00712 0.00648 0.00499 .00484 .Q0612
1.96 0.01268 0.01271 0.01081 .00739 .00671
0.00741  0.00664 0.00491 .00449 . 00547
: Valeurs des EQDM de l’estimateur

Tableau 3.23

non-paramétrigque F1 pour différentes

fenétres s1 D= 0.0 , R2 =9.0 et N = 50.




SN

EQMI(F2)
Fenétre EQDM{F2)
BQDS{F2}
Eps 0.05 0.10 0.20 0.30 0.50
0.01023 0.01023 0.01023 0.01023  0.01023
0.39 0.01150 0.00925 0,01033 0.00993  0.00947
0.00921 0.00455 0.00654 0.00622 0.00626
0.00881 0.00880 ©.00877 0.00876  0.00875
0.48 0.00997 0.00766 0.00060 Q.00853 0.00777
0.00840 0.00412 0.00559 0.00602 0.00522
0.00903 0.00899 0.00893 0.00889 0.00886
0.59 0.01001 0.00782 0.Qoe65  0.00875 0.00700
0.00795  0.00427 0.00561 0.00614 0.004%4
0.0116% 0.01162 0.01150 0.01141 0.01134
0.73 0.01246 0.01048 0.Q01154 0.01136 0.01032
0.00769 0.00461 0.00607 0.00632 0.00511
Tableau 3.24 : Valeurs théoriques et simulées des EQMI
de l'estimateur non-paramétrique F2 pour
différentes fendtres si D= 1/3 , R2 = 1.0
et N =50,
EQMI(F2)
Fengtre BODM{F2}
EQDS(F2)
Eps 0.05 0.10 0.20 0.30 0.50
0.01024 0.01025 ©0.01027 0.01028 0.01029
0.39 0.01175 0.00970 0.00981 0.00919  0.01025
0.00834 0.00700 0.00699 0.00529 0.00644
0.00873 0.00865 0.00852 0.00843 0.00836
0.48 0.00985 ©0.00765 0,0077@ 0.00764  0.00799
0.00774  0.00617 0.00630 0.00420 0.00532
0.00880 0.00855 0.00816 0.00787 0.00765
0.59 0.00960 0.00721 0.00722 Q.00729 0.00702
0.00754 0.00588 (0.00608 0.00355 0.00489
0.01118 0.01066 0.00979 0.00917 Q.C0868
0.73 0.01179  0.00912 0.00873 0.00874 0.00785
0.00755 0.00594 0.00614 0.00352 0.00499
Tableau 3.25 : Valeurs théoriques et simulées des EQMI

de lrestimateur non-paramétrique F2 pour
différentes fenétres si D= 1.0 , RZ = 1.0
et n=50.




EQMI{F2)
Fenétre EQDM{F2}
EODS{F2}
Eps 6.05 6.10 ¢.20 ¢.30 0.50
0.01064 0.01100 0.01160 0.01203 0.01237
0.39 06.0084S 0.01053 0.01171 0.01262 0.01164
0.0058C 0.00710 0.00749 0.00765 0.00%61
0,00911 0.00937 0.00980 0.01011 0.01035
0.48 0.00708 0.00919 0.0099%0 0.01045 0.00971
0.00517 0.00638 0.00702 0.00676 0.00534
0.00914 0.00921 0.00932 0.00941  0.00947
0.59 0.00720 0.00928 0.0093d 0.00950 0.008%6
0.00499 0.00608 0.00674 0.00607 0.00518
0.01146 0.01118 0.01071 0.01038 0.01011
0.73 0.00958 0.01143 0.01061 0.01025 0.00974
0.00513 0.00604 0.0065  0.00551 0.00507
Tableau 3.26 : Valeurs théorigues et simulées des BQML
de l'estimateur non-paramétrique F2 pour
Qifférentes fenétres si D=5.0 , R2 = 1.0
et N = 50.
DQMI(F2)
Fenétre EQDM{F2}
EQDS(F2)
Eps 0.05 0.10 0.20 0.30 0.50
0.0105%8 0.01134 0.01410 0.01850 0.03226
0.39 0.01193 0.01314 0.01135 0.02144 0.03135
0.00787 0.01000 0.00604 0.01208 0.01318
0.00950 0.01097 0.01567 0.02292 0.04508
0.48 0.01083 0.01237 0.0L347 0.02%53 0.04414
0.00736 0.00939 0.00624 0.01229 0.01268
0.01044 0.01272 0.01996 0.03080 0.05325
0.59 0.01163 0.0137% 0.01030 0.0329%9 0.06230
0.00729 0.00897 0.00651 0.01152 0.01189
0.01407 0.0175%¢ 0.02799 0.043131 0.08747
0.73 0.01520 0.01624 0.02688 0.04482 0.0865%4
0.00737 0.00861 0.00662 0.01046 0.01064
Tableau 3.27 : Valeurs théoriques et simulées des EQMI

de l'estimateur non-paramétrique F2 pour

différentes fenftres si D=0.0 , R2 = 19
et N e 50.




BOMI (F2)

Fenétre BEQUM(F2)
EQDS{F2)
Eps 0.05 0.10 0.20 0.30 0.50
0.01041  0.01057 0.01009 .01119  0.0117
0.39 0.01107  ©0.01188 0.01217 .00961  0.01088
0.00774  0.00694 0.00621 .Q0642  0.00806
0.00887 0.00893 0.00903 .00914 0.00935
0.48 0.00956 ©.01035 0.01013 .00767  0.00871
0.00713  0.00649 0.00546 .00554  0.0070%
0.00009 0.00072 0.00842 00017  0.00782
0.59 0.00%961 0.03022 0.0093¢ .00674 0.00731
0.00717 0.00651 0.00508 .00495  0.00626
0.01117 0.01060 0.00955 .00864 0.00722
0.73 0.01193 0.01209 0.01044 .00716 0.00678
0.00750 0.00673  0.00501 00461 0.00565

Tableau 3.28

: Valeurs théoriques et simulées des EQMI
de l'estimateur non-paramétrigue F2 pour

différentes fenétres si D= 0.0 , R2 = 9.0
et N = 50.
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Figure 3.10 : BQMI de 1l‘estimateur non-paramétrique f,,
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Figure 3.13 : Efficacité de l'estimateur non-paramétrique f,,
lorsque n varie et d = 12 ou d = 3.0.
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Figure 3.14 : Efficacité de l'estimateur non-paramétrique £,
lorsque d varie et n = S0.
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Figure 3.15 : Efficacité de l'estimateur non-paramétrique £,,
lorsque n varie et ri= 14 ou r2= 4.0.
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Figure 3.16 : Efficacité de l’estimateur non-paramétrique £,
lorsque r? varie et n = 50.
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Figure 3.17 : EQMI et EQDM de 1l’estimateur non-paramétrique £ ,
lorsque n varie et d = 1/2.
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Figure 3.18 : BQMI et EQDM de 1'estimateur non~paramétrique f ,
lorsque n varie et d = 3.0,
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Figure 3.19 : EQMI et BEQDM de l'estimateur non—paramétrique £
lorsque n varie et r?= 1/4.
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Figure 3.20 : BQMI et EQDM de l'estimateur non-paramétrique £,

lorsque n varie et r?= 4.0.
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si d ¢ 1.0 , alors lrefficacité est toujours
inférieure a 1.0.
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