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INTRODUCTION

La théorie des fonctions et formes harmoniques dans un espace de
Riemann a fait Pobjet de nombreux travaux récents. Les progrés réalisés
ont leur source dans la découverte d’une généralisation adéquate de
Popérateur laplacien 4 et dans le développement systématique de la
théorie non seulement pour des formes différentielles mais pour une
classe étendue de fonctionnelles linéaires (courants).

Les résultats obtenus dans ces travaux ne sont pas applicables imné-
diatcment & la théorie des fonctions et différentielles barmoniques sur
unc surface de Ricmann, puisqu’une telle surface n'est pas en elle-méme
munie d'une structure d’cspace métrique.

Dans le présent travail, nous associons a la surface S Fune de ses
différentielles abéliennes de premiére espece @, exprimée en coordonnées
locales par p=4dz et nous introduisons sur S Ia métrique attachée i cette
forme en posant ds?=dz-d3. Moyvennant quelques précautions rendues
nécessaires par les singularités que présente cette métrique aux points
en lezquels $=0, nous pouvons transposer Ie formalisme développé dans
les théories susmentionnées et étudier les formes harmoniques sur 3
comme solutions de Féquation A4ux=0. Précisons d’ailleurs que les
notions de fonction harmonique ou de champ harmonique de degré 1
sont indépendantes de la métrique introduite.

Dans Pétnde de I’équation Au=y, nous n’avons fait usage d’ancun
résultat général concernant I'existence et 1'unicité de la solution. Au
eontraire, nous avens pronvé Fexistence de celle-ci en vérifiant qu’une
forme explicitement indiquée satisfait aux conditions requises, En
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d’autres termes, notre procédé fournit, dans le cas des surfaces de
Riemann envisagées, a la fois ’existence de I'opérateur de Green-de
Rahm ¢t la forme explicite de son noyau.

Le chapitre premier est consacxé au yappel des notions fondamen-
tales et expose les modifications qu’il eonvient de leur apporter pour
tenir compte des singularités de la métrique. Pour I'essentiel, ees notions
sont empruntées & 'ouvrage de G. D Raam: Varigiés différentiables
(Paris, Hermann, 1955).

Le chapitre II présente I'étude de 'équation Ay =1 dans le cas d'une
surface de Riemann eompacté (close). Nous vy définissons par son noyau’
métrique un opérateur G dont nous vérifions qu’il jouit des propriétés
de l'opérateur de Green-de Rham. Cet opérateur permet d’exprimer
comme courant (solution dun probléme de Cousin) la « différenticlle
harmonique avee singularités » admettant des parties singuli¢res dounées.

Le chapitre I1I reprend Pexamen de I’équation du=y dans le cas

"d'un domaine relativement compaet & frontitre trés régulitre. Nous y
indiquons le noyau de l'opérateur de Green-de Rham correspondant
aux diverses propriétés  la frontidre qu’on peut exiger de la solution.
Dans I’application faite au probléme de Cousin, le langage utilisé permet
de formuler de maniére naturelie la condition qu’il convient d'imposer
3 la donnée des parties singuliéres lorsqu’elles ne sont pas en nombre
fimi. . .

Il m’est agréable, enfin, d’exprimer ici ma gratitude 3 M. R. Baner
pour I'aide efficace et amicale qu'll m’a prodiguée tout au long de
ce travail. .
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CHAPITRE PREMIER
NOTIONS FONDAMENTALES

1.1 Intreduction d'une métrique sur S. Forme adjeinte.
Produit scalaire

Sur toute snrface de Riemann S, d’ordre de connexion supéricur
a 1, il existe une différentielle abélienne @, réguliére sur S.ct a inté-
grale de Dirichict finie (NEVANLINNA, 1941).

Soit @=dz V'expression de ¢ en coordonnées locales. En posant
ds®==dz-dZ, on définit une métrique sur S, singuliére aux points isolés en
lesquels ®=:0. Pour abréger, nous appellerous ces points les points @
ct nons désignerons par S¢ I'espace de Riemaun obtenu en excluant les
points @ de la surface S.

A toute forme G, ¢, de degré 0, 1, ou 2 correspond, tont d’abord
sur Sy une forme adjointe »@ dont 'expression en coordonnées locales
est la suivante : ‘

2

. dz|” 1 ]
o =f(P). s@,=f(p)-|=| - cdi Adi,
dt| 2
py=a-dt4a.di, s =i (—adt -d.di),
—2
Py = AdeAdi, ¢¢2=_25.A.‘;_:

On note immédiatement que pour une forme de degré 1, la forme
adjointe est indépendante de la métrique particuliére introduite.

Le définition de *4 sur S, est étendue 4 S par continuité, ce qui cst
toujours possible pour *¢, ct *g,, mais en général pas pour *¢,, dont
les coeflicients deviennent singuliers aux points @.

Nons désigncrons par & I'espace des formes C™ sur S, par &, le
sons-espace des formes dont ’adjointe est cncore G sur S. &, comprend
donc toutes les formes C™° de degrés 0 ct 1, ainsi que les formes de
degré 2 qui sont Padjointe d’une fonction C7°. Nous désignerons par @
Pespace des formes €™ dont le support est compact ¢t nous poserons

@0’:@00@.
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A deux formes homogénes de méme degré @ et v, on associe leur

(p w):fsv/\*w

produit scalaire

défini quand Pintégrale envisagée converge. On vérific immédiatement
les formules
(@ )=, @) et *@, *p)=(, ).

1.2 Différentielles d’ordre n. Sous-espaces &n, Dy i
Champs harmoniques

Nous désignerons par d Popérateur de différentiation extérieure.
d fait correspondre a une forme de degré k une forme de degré k41,
dont Vexpression en coordonnées locales est donnée par:

dp, = 8f dt—l—af di, d(;al:(%: (;a)dt/\dz dp,=0.

La forme ¢ est dite fermée lorsque dp=0.

Avee DE REaM (1955), nous introdnisons et désignons par d 'opé-
rateur de eodifférentiation défini par 6 =—+d+. § fait correspondre i
unc forme de degré k une forme de degré k—1 dont Pexpression en
coordonnées locales est donnée par:

dd
— —_2
=0, on=—2(5+%)

-2

ds
di

/oA | d*zfdz A, diz{dI\™M\ .

Gi-am @) ) (-2 @) )]
La forme ¢ est dite eofermée lorsque dp=0.

Tandis que dyp est associé & p indépendamment de la métrique, dp en
dépend au contraire cssenticllement. A cause de la singularité signalée
de *y,, les formes dp,=—*(d *@,) ct dp,=—*d *p, ont des cocflicients
singuliers aux points @ et ne sout done pas des formes C°7 sur S. Nous
désignerons par &, le sous-espace des formes de &, dout les différenticlles
premitres dg et dg appartiennent cncore a &;.

Plus généralement, nous considérerons les différentielles d’ordre n

7

b, =2

a|

d’une forme ¢, obtenues en lui appliquant n fois alternativement les
opérateurs d ¢t &. Nous appellerons &, Pespace des formes dont les
différenticlles d’ordre = n apparticnnent a &,. Les formes de &. qui
sont i support compact constituent le sous-espace O, =5, N P. Enfin,


file:///dtAdiy

—_0
nous désignerons par {l. le sous-espace de &, comprenant les formes
dont les différentielles d’ordre =< n sont de norme finie. On remarque
que pour des formes de degré 0, § =&, =&, # §,. Cela entraine que
pour des formes de degré 1, § =&, ## &, =&, tandis que pour des
formes de degré 2, § # 6,= &, # G,

Si @ et p sont des formes Homogeénes, le degré de y étant égal a celui
de dop, on a
? dpNryp)=dpAry—dpi-g.
Intégrons les deux membres sur un domaine {2, de frontiére réguliére £,
et appliquons 2 I'intégrale du membre de gauche la formule de Stokes

fda: [a
2 v

Nous obtenons, en notant (p. y); le produit scalaire étendu a 2

1 (do. plo=(p. dv}a+ | @A\ wp.
Jor
Cette formule fondamentale montre qne:

Lopérateur § est transposé métrique (DE Rnam, 1955) de d sur
Pespace D,.

En effet, si p et p zont A support compact, on peut choisir pour 2
un domaine contenant les supports de ¢ et y. Les produits scalaires
étendus a (2 sont alors les produits scalaires tout court et l'intégrale
sur {2 est nulle. 11 n’est pas nécessairc de supposer weD, car *dy est
régulicr pour tout we9,.

On appelle champ harmonique (SeeNcer, 1953) une forme appar-
tenant a &, et qui est ala fois fermée et cofermée : pe &, dep=0, d¢=0.

Les champs harmoniques de degré 0 sont les constantes. Pour le

degré 2, ce sont les multiples constants de %dz/\di, puisque Padjointe

d'un champ harmonique est évidemment un champ harmonique. Pour
le degré 1, on peut écrirelocalement ¢ =df, puisqu’un champ harmomique
est fermé, done Jocalement exact. La condition d¢,=4df =0 exprime,
comme nous le verruns au N° 1.3 que j est une fonetion harmonique.
Les ehamps harmoniques de degré 1 s’identifient donc anx différen-
tielles harmoniques habituellement considérées en théorie des fonctions.
On peut observer d'ailleurs directement que I'espace des champs harmo-
niques ne dépend pas de la métrique introduite, puisque les expressions
de dp, et d*¢y n’en dépendent pas.
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1.3 Opérateur loplacien. Formule de Green. Formes hormonigues

L’opérateur qu'il faut considérer comme la généralisation adéquate
du laplacien est, selon pr Ruam (1954), 'opérateur

A=ds--éd.
L’expression de A est particuliérement simple sur Sg lorsqu’on se sert
des coordonnées locales z, §:

'\2

=4 "L
s EPETY

Aq)1=£|a-dé+A6-d£, Apr=AA.dz NdE,

Les formes obtenues sont en général singuliéres aux points @, pour les
trois degrés, Elles définissent par continuité des formes C°° sur S lorsque
ped,, mais cette coudition n'est pas nécessaire. Calculons en cffet Ag,

en coordonnéces ¢, £:
z ¢ /da |dzi™t
_49 (98 |9 P
)dt as(ax dzl )d't

o {da

Apy=—4 —
& (8t

Plagons-nous en un point @, ol dz=1t"dit. En écrivant que la partie sin-

gulitre de A, est nulle, on trouve pour le coefficient a(t, i)

dz|™
dt

a(t. D=f())+ -1 gl)) + 4 I h(e, D),

ol f(2), g(i) et h(z, i) sont des fonctions C*. On en tire
tdp=— |’°(‘ i } - aqa1=—2["%f)+{‘§?]+

ol k(f)=g(f) + fg' (i) et ol les termes non écrits sont réguliers. Done
1€ 8, bien que A¢, soit C*°. Démontrons que:

Pour qu'une forme a dont A est C*° appartienne & &,, il faut et il
suffit que
f&a/\'q;—-rp/\'da:(), pour pe &,

<o

{ r désigne la limite d’intégrales sur des cercles de rayon ¢ centrés aux
v

points @. Cette limite ne dépend pas dc I'uniformisante locale choisic).
La condition ¢st évidemment nécessaire. Pour voir qu’elle est suffi-
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sante, plagons-nous dans le cas d’un point @; en lequel dz a un zéro
simple. Au voisinage de ee point, nous avons

’f_’f]+... sa=—2f2 4 E)4..
K i

*dao=—21

ol k est une constante, les termes non écrits étant réguliers, Formons
P=f- (dt 4 di}, ' =fi(—dt+ di),

ol f est une fonction C™, égale a 1 dans un voisinage de ®;, dont le
support compact ne renferme pas d’autre point @ et se trouve dans le
domaine du systéme de coordonnées ¢t; {. Nous avons

f@a/\*ﬁ—-ﬂ/\‘da:Bn(k—ch), fcﬁa/\*q?'—ﬂ’/\'da:ﬂni(k—k).
Yo

o .

Ces deux intégrales devant &étre nulles, puisque &, #'€,, on a k=0,
ce qui entrafne la régularité de *da et de an pont $;. Le cas ol dz
présente un zéro multiple n’offre pas de difficulté supplémentaire. Ces
considérations peuvent étre répétées pour chaque point @ ; la eondition
imposée entraine donc bien ae ;.

Dans la formule fondamentale I du N° 1.2, posons d’abord g=da
et y=f puis =75 et y=da, ot ae,. Il vient

(d8a, flo=(3a. 680 + f ban+f, (3da,Plo=(da,dflo— | pA+de.
5

o

En additionnant membre 3 membre, on obtient
11 (Aa,ﬂ)g:(da,dﬁ)g+(6a,6ﬁ)g+f«5a/\'ﬂ—ﬁ/\'da.
o

Enfin, en permutant les réles de a et §, puis en soustrayant menibre
a membre, on obtient la formule de Green

I (4a,Bo=(a, Aﬁ)g-—l—j.a/\*dﬁ—ﬁ/\*da—l—éa/\*ﬂ-—éﬂ/\'a.

En prenant pour a et § des formes de ¥, dont le support est contenu
a lintérieur de £, on voit que:
- L’opérateur A est son propre transposé métrique sur 9.
L’hypotbése a,ﬂé@l suffit en effet pour assurer la contiuuité des
intégrands daus les produits scalaires (da, f) et {a, 48).
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Nous appellerous forme harmonique une forme appartenant i §,; et
vérifiant sur Sy I'équation Ap=0.

Pour le degré 0, la condition Ap,=4ddf=0 équivaut a d+df=0.
Or cette expression est indépendante de la métrique introduite ; les formes
harmoniques de degré 0 s’identifient aux fonctions barmoniques hahi-
tuellement étudiées en théorie des fonetions.

Pour le degré 2, les formes harmoniques sont les adjointes des
fonctions harmoniques, puisque *J=41+.

Pour le degré 1, hornons-nous iei i insister sur le fait que la eondition
A@=70 sur Sq n’cntraine pas pe&,. Nous donnerons aux No& 2.3 et 3.4
des exemples de formes C°° sur S, vérifiant 'équation Jp=0 sur S,
mais n’appartenant pas a4 &,. Nous les appellerons formes pseudo-
harmoniques.

1.4 Topologie sur les espoces de formes. Notion de courant

Un cnsemble 9T de formes ¢ est dit localement borné au point p si,
dans un voeisinage compaet de p, les dérivées partielles d’ordre <k des
coeflicients des formes @ sont bornées, quel que soit k.

DT est borné dans & s’i! est localement borné en tout point p. Il
est dit horné dans Q s’il est borné dans & et si les formes ont en outre
leur support compris dans un compaect fixel. :

N est borné dans & si 'ensemble des normes des ¢ est borné.

DL sera dit borné dans &, (ou D,) si les formes p appartiennent 4 &,
et si DT est borné dans & (ou D).

9T sera dit borné dans &, 5% est borné dans &, ct si les différen-
tielles d’ordre =<n des formes ¢ sont de norme bornée. '

De RuaM nomme eourant une fonetionnelle linéaire (T, ¢) sur D,
eontinue dans le sens suivant : |(T, ¢)| reste borné sur tout ensemble de
formes borné dans 9. Dans notre cas, il convient de remplacer D par .

L’espace vectoriel des courants, dual de 9, est noté D,’. Nous dési-
gnerons de méme par 9.’ I'espace des fonctionnelles Linéaires continues
sur V..

Exemple 1. Toute forme a & cocfficients localement sommables
définit un courant T si I'on pose

(T, g)=(e, ¢},  pour peDy.
Un eourant T sera dit C°° &'il existe une forme C°°, a, telle que
(T, p)=(a, @) pour geI,.

3 Ces définitions sont empruntées & ouvrage de G. pE Ruam, Var, diff. p. 43,
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Exemple 2. Appelons semi-méroharmonique? une forme 8 C°° sur
S—p, dont les coefficients présentent en p une partie singulitre de
fonction méromorphe. Une telle forme définit un courant T si Pon pose

(T, p)=vp(8, @), pour e,

vp désignant la valeur principale au sens de Cauchy. Moyennant une
partition de 'unité, on peut supposer le support de ¢ compact, compris
dans le domaine du systéme t, £, Le caleul de (B, p) conduit & des

. . 1 1 .
intégrales de fonctions de la forme v fet t_—ﬁ‘-g, ot fet g sont
des fonctions C™. Les formules -

fllﬂ-f(z,i) dndi=—- fléif-dw\df,
m m!

1 o
iflze B=e
1 . .1 10~g
" A == — -4, Iy
ft""“g(t’t) dAdi="5 ] S B

nze e

montrent Pexistence de vp (B, ¢) et la continuité de T=vp f.

Exemple 3. Posons
(T, ¢)=0 si @ est de degré D ou 2,

{T, ¢ =[f;: + 3:_‘:}1’ sl p=a-dt 4 adi,

T est évidemment une fonctionnelle linéaire continue sur P,. On dit que
le courant T a pour support le point p parce que (T, ¢)=0 pour toute
forme ¢ dont le support appartient & S—p.

" Remarque : 1! est immédiat que deux formes C* a et a’ ne définissent
le méme courant que si elles sont identiques.

1.5 Différenticlles d’un courant. Exemples

Par définition, la différentielle 4T d™un couraut T sera la fonction-
nelle linéaire de 9P| définie par

(4T, ¢)=(T, d¢), pour ped,;.

La continuité de dT résulte du fait gue si @ varie dans une partie bornée
de D,, d@ reste dans une pariie bornée de Dy,

1 Cf. In notion de forme semi-méromorphe dans L. Scawarrz, 1953,
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On définit de méme la codifféreatielle §T d’un courant T en posant
(3T, 9)=(T,dg),  pour peD;.

La définition des différentielles d’ordre n, comme fonctionnelles
linéaires de 9, est complétement analogue.

Exemple 1. 5i T=a est une forme de &;, on peut identifier les
différentielles dT et 6T du courant avec celles da et §a de la forme.

(dT, p)=(T, dg)=(a, dg}=(da, ¢),
(6T, ¢)=(T, dg}=(a, dp)=(da, ¢).

Exemple 2. Si T=vpf est semi-méroharmenique, il faut distinguer
les différentielles dT et dT des fonctionnelles vypd8 et vpdg.

(dT, ¢) (T, dg)=vp (B, 5¢)=1p (4B, 'P)—fﬁ/\‘sv,

(8T, )= (T, dg)=up (8 dg)=vp (3. §) + f pAeB.

On obtient donc les différentielles dT et 5T en ajoutant & updf et vpéf
des courants de support ponctuel p:

dT=vpdf - U,, ol (U_,,,(p):—.fﬁ/\‘cp,
i

§T=vpdf+V,, ol (V,,,tp):-+f¢p/\'ﬂ.
. P .

Exemple 3. Si T=a est une forme de &,, on peut identifier le
laplacien AT du courant et celui Aa de la forme. Par définition

(AT, g=(T, 4p)=(a, ¢).
Par conséquent '
AT, ¢)=(4da, ¢), puisque a€, et peD,.
Exemple 4. Si T=upf est semi- -méroharmenique, on obtient le

laplacien AT du courant en ajoutant i la fonctionaelle vpzlﬂ le courant
W, de support ponctuel P

(Vo) = [ 9edp—fedo+op e p=50 A,
P

(AT’ ¢)=(Ts qu):‘vp(ﬁs A‘P)=UP(Aﬁs ¢)+(WP:¢)'
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Un courant T sera dit fermé, cofermé on harmonique selon que
dT=0 dans D, 6T=0 dans |, AT=0 dans P,. Signalons ici sans
démonstration 'important théoréme de régularité des courants harmo-

niques : un courant harmonique dans un domaine {2 est égal i une forme
C® dans 2 (voir DE Ruan, 1955, p. 149).
Bornons-nous a établir que:

Si une forme C™, a, définit un courant harmonique, cette forme est
harmonique.

a} Soit peD une forme dont le support ne contient pas de point &.
L’application de la formule de Grecu montre que

{(da, g)==(a, 4¢)=0, puisque peD;.

On en déduit que Aa==0 en tout point de Sg.

b) Montrons que ae®;. 1l suffit de remarquer que les formes
d=f-(dt1di} et #'=f i {—dt| di) envisagées au N° 1.3 appartiennent
a D, puisque d¥= 43¢ =d#' = 64'=0 au voisinage de @. Donc (¢, 49}=0
et (a, A9')=0. L’application de la formule de Green, compte tenu de
Aa=0 feurnit immédiatement les relations

féa/\*ﬂ—ﬁ/\*da-:ﬁ, fﬁa/\'ﬂ'—t‘)'/\'da:ﬂ.
@ Vo

Nous avons remarqué au N© 1.3 que celles-ci entrainent ae{,.

CHAPITRE II

ETUDE DE L’EQUATION Au=y SUR UNE SURFACE
DE RIEMANN COMPACTE (CLOSE)

2.1 Généralités. Identité des formes et champs harmonigues

Dans le cas olt S cst une surface compacte (de genre p > 0), on peut
préciser sur quelques poiuts les notions introduites au chapitre précédent :
@} On sait que sur unc surface compactc de genre p, une différenticlle
ahélienne de premiére cspéce s’annule en 2p—2 points (WEYL, 1947).
Il y a doue un nombre fini 2p—2 de points @. Nous supposerons pour
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gimplifier gque ecs points sont distincts, e’est-3-dire que @ n’a que des
zéros simples.

b) La distinction entre &, et 9, disparait, puisque toute forme sur 8
est a support compaet.

¢) Le produit scalairc de deux formes €™, a et §, existe toujours,
pourvu que 1"une d’elles appartienne a &,.

Les formules d’intégration du N° 1.2 prenncnt vne forme intéres-
sante Jorsqu’on les applique pour 2=358, puisqu’alors la frontidre est
nulle. On obtient ;

(do. v)=(p, oy), si pedy,
(A, )= (dp, dy) + (0p, y), si g, ped,,
(de, T]J)=((P,AT/J), si@, yed,.

Appliquons la seconde pour p=ye&,. Elle devient

(Ao, p)=(dp, dp) + (69, b¢),

sibien que pe &, et Ap=0 impliquent dp=0 et dp="0. Autrement dit:
Sur nne surface compacte, tonte forme harmonique est un champ
harmonique.

2.2 Espace des champs harmoniques. Opérateur C
Lxaminons séparément pour les degrés 0, 1, 2 les solntions du sys-
téme dep=10 et dp=0.
1) d@,=0 entraine, g == eonstante.
Les champs harmoniques de degré 0 sont les fonetions constantes.

2) Dans le domaine attaché an systéme de coordonnées ¢, {, on
e =alt, iydt 4+ a(t, 1) di,

les conditions dg;=0 et dg,=0 entratnent, d’aprds les formules du
No 1.2 5 55 '
e = 0 '—E — 0 .

ET ot
Donc a(t, f) est une fonection analytique de ¢ seulement : a(t, i)=f(1).
Par sunite =28 (e dr.

Un champ harmonique de degré 1 est la partie réelle d'une différentielle
abélienne de premiére espéce, et réeiproquement. Il en résulte que:

Les champs harmoniques de degré 1 forment un espace vectoriel de
dimension réelle 2p.
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3) O0¢,=0 entraine, d*@,=0 d’ol1 *g,==constante.
Les champs harmeniques de degré 2 sont les multiples de —;d'z/\dz'.

Désignons par ¢; les éléments d’une hase orthonormée (inhomogéne)
de TPespace des champs harmoniques. Constituons la forme double

2p 42

¢(pog) =) o (p)eci o),

i=1

et 'opératenr C dont ¢{p, ) est le noyau métrigne:

Co=(c(p. ). 9(@)).
On vérifie immédiatement que (Cg, ¢;) = {p, c;). Par snite

(Co. N} =(p. f).

pour tout champ harmonique f. Cette formule montre que I"opérateur C
reproduit les champs harmoniqnes (BERGMANN, 1950}: Cf= f. Elle carac-
térisc C@ comme projection orthogonale de ¢ sur I'espace des champs
harmoniques. L’opérateur C ne dépend done pas de la base ¢; choisie
pour former le novau ¢(p, q).

L’opératenxr C jouit des propriétés suivantes?:

1) C'=C C est son propre transpesé métrique. En effet

(Co, v) =(p, Cy) =Z (@, ) - (w, <) -

2) «C=C+ C permute avee ». En effet
*C¢=Z'Cs(p)-(6s(q),99(q3)a
=) calp)- (el plg) =Cro.

La derniére égalité résulte du fait que les *¢; forment une base ortho-
normée s’il en est ainsi des ¢;.

3) dC=06C=0 et  C6=Cd=0.

Les premitres égalités sont vraies par définition. Les secondes en dé-
coulent puisque Cd et Cd sont transposés métriques de dC et 4C res-
peetivement.

1 Cf. les propriéiés de Popératenr H dans 'ouvrage de G. pE Ruam, p. 155.
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2.3 Espace des formes pseudo-harmoniques

Nous appellerons pseude-harmonique toute forme appartenant & &,
et vérifiant I'équation 4p=0 sur S5. Toute forme harmonique est done
pseudo-harmonique, mais nous allens voir que I'inverse est faux, au
moins pour le degré 1. (Pour les degrés 0 et 2, on a §,=§, et par suite,
toute forme pseudo-harmonique est harmonique.)

Envisageons les 4p—4 formes g et *g(k=1, ..., 2p—2} définies
par

=R+ idti) - dz + (Rr—1I73)  dE,

olt T et 7; sent des fonetions analytiques sauf au point @; (en lequel

. a1 .
dz=t-dt), ont en ce point le pdle -, Rz et Jr. étant uniformes.
t

Posons encore

po=dz+ di.

Les 4p— 2 formes gy et * ¢y ainsi constituées sont C® sur 8. Elles appar-
tiennent donc & &,=&. D’autre part, les coefheients de dz et disont des
fonetions harmoniques sur Sp. Par conséquent A@r=0 sur Sg: les
formes ¢ et *gi sont done pseudo-harmoniques. Posons

{pk=ak-dl-{-¢ik - df.

On établit immédiatement la propriété suivante des eoefficients ay:
Au point @, on a ¢;=0 si jF#k et ax=1. On en déduit:
Les 4p—2 formes ¢, et *g.(k=0, 1, ..., 2p— 2} sont linéairement
indépendantes sur le eorps des réels. '
En effet, 1a forme pseudo-harmonique

2p—2

"’"—“Z’*% +mrpe=f-dt{-f-di
k=1

a au point @; un coefficient f qui vaut i;—7iu;. Par suite, I'équation
@="10n’est possible que si A;=y;=0, d’abord pow j = 1, puis pour j==0.

Comme il n’existe pas plus de 2p champs harmoniques linéairement
indépendants et que 4p—2>2p dés que p>1, on en eonelut que cer-
taines au moins des formes pseudo-harmoniques ¢; et *¢, ne sont pas .
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harmoniques. Notons d’ailleurs les formules snivantes, qu’on vérifie par
un caleul simple :

dw,, dw;,
cdo,=20 —, b =—28 —,
Pk J dv Pr &R &
dwy, dw,
rd =2 + O ppr=2d — .
»=29 dz p=29 dx

olt dwy=4dv.—d7i est une différentielle abélieune de premiére espéce.
Démontrons maiutenant que:

Les 4p—2 formes ¢, et +q(k=0,1,...,2p—2) constituent une
base de I'espaee des formes psendo-harmoniques.

Rappelons d’abord la remarque faite au N° 1.3 quant aux coefficients
d’une forme y dont le laplacien Ay est régulier sur S. Il en déeoule
immédiatement que pour une telle forme, I'intégrale de Dirichlet

D, = (dp, dpr) + (3p, dp)

"reste horuée. Elle vaut

Dip, pl=(dp. p}— [5#/\‘#—#/\'(1#-

v

On déduit de cette formule qu’une forme pseudo-harmonique dont les
coeflicients sont nuls eu tous les points @ est un champ harmonique.
Soit ¢ une forme pseudo-harmonigue quelconque. Formons

2p—2

1P=(P—Zlk Pt tgpe=g - dt+g-di.

k=1

Nous pouvons choisir A; et 4; de maniére 4 annuler g et g au point @;.
Par suite, ¥ est un champ harmonique. La différenticlle abélienne
w—+t*y s’annule aux 2 p—2 points @; : c’est done un multiple (complexe)
de dz. Done yw=2 @y + 1ip "¢, 00 2y et g, sont réels. Done

2p—-12
wzzlwwuk'%
k=0

ce qui démontre le résultat annoncé.

Y’espace J{ des formes pseudo-harmoniques est douc un espace
“vectoriel de dimension réelle 4p—2. 11 se décompose orthogonalement
en Pespace )}, des champs harmoniques, de dimension 2p et I'espace 3,
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de dimension 2p—2, des formes psendo-harmoniques orthogonales anx

champs.

Dans P'espace X,, I'intégrale de Dirichlet D{[u, u] est une forme
quadratique définie positive. Il est done possible de construire une base
de I{, dont les ¢lémments fi; soient D-orthonormés : D [h;, iy]=dy;. Cons-
tituons la forme double h{p, q) et 'opérateur D définis par

ip—2

hip.q) =2 hi(p) - hi(q),

ie=l

Du=D{[h(p,q), n(9)],

Dy est défins sur Pespace des formes p de D-norme finie et ne dépend
évidemment pas de la base ehoisic pour définir la forme 2{p.q). On a

Dh=DI[h(p,q), k]=h:,

D reproduit done les formes de l'espace J,. Par suite DDu=Dy.
On notera qu’une forme pseudo-harmonique h est nulle si mais seu-
lement si Ch=0 ¢t Dh=0. |

2.4  Solutions et pseudo-soluiions de Péquation A=y

Nous dirons qu’une forme y est une pseudo-selution de I’équation
Au=1 si elle appartient 4 &, et vérifie cette équation sur ;. Cest une
solution si elle appartient a &,. .

Avant de diseuter la eondition nécessaire et suffisante pour I'exis-
tence d'une solution, veiei quelques remarques préliminaires :

a} Une pseudo-solution de I’égnation est déterminée & une forme
pseudo-harmonique prés. Elle est donc univoquement caractérisée si Fon
exige que Cu=0 et Dyp=0. Nous désignerons cette pseudo-solution
partienlitre par p. Si ,u.(m existe, on a

D™, h]=0, pour tout helf.
b) Une solution u!) de I'équation est déterminée i un champ harmo-

nique prés. Elle est done univoquement caractérisée si Fon exige que
CuM=0. Si u existe, nous avons

D [, Kl=(A ), k) — f SpOAh— A+ du),
Yo

d’ola D[, k)={(y, k), pour tout helf.
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Comme. D (), h]=0 si h est un ehamp harmonique, on voit que la
eondition Cy=0 est néeessaire pour qu’il existe une solution.

¢) Si la pseudo-solution 1 et la solution ! existent, la différence
29— 4 est gpale a la forme psendo-harmonique

Hy=(k(p. 9), v(g))-

En effer C(pW (M) =CHyp=0.
D’autre part D{(ulV— 0= D[;t.(l), h{p, q)] =("P: h{p, q)),
d’onr: D (" — N = DHyp=Hy.

d) Réeiproquement, si la pseudo-solution 4@ existe et si Cp=0, la
forme p=u" 1 Hy est solution de Péquation.

En effet D[Hy, k)= (y, k).
pour kell, quel que soit p ct pour tout helf si Cyp=0.

Donc D{p, k=D [uY, K]+ D{Hy, k= (v, h), pour tout kelf,

d’oir fép/\*h—mh/\'d,u.::O, pour tout hell.

&

8iFPon prend h= g et h=" g, 'intégrale cn @; # P, est automatiquement
nulle et la condition éerite entraine, comme an N° 1.3 que du et *dpu
sont réguliers au point @. Ceci est valable pour tout point @;. Done
1=+ Hy est une solution,

Nous allons démontrer maintenant le résultat fondamental :

La conditien nécessaire et suffisante pour que équation Jpu=y
admectte une solution est que Cyp=:0.

Nous avons vu déji sous b) que Ja eondition est néeessaire. Pour
démontrer qu'elle est suffisante, nous allons prouver qu’elle entraine
Pexistence de la pseudo-solution ¢ en construisant explicitement celle-
ei. D’aprés d) Pexistence d’une solution sera ainsi démontrée.

2.5 Construction de la pseudo-solution n'® de Péquation Ap=1y

Soit g(ppe; 99} 1a fonetion harmonique en p pour p # ¢, ¢, admet-

. . . 1 1
tant en ees points les singularités —5 log qp et +§— log qup et
s’annulant pour p=p,. 7 T
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Constituons les formes doubles
E(p, =11+ %(dzpdi.’q i)+ - dsp A ey Ny

Yroto (P> 9)=8(PPo; 90) k(P> 9) -

Soit I, g, Popérateur admettant y, 4 (p, g) pour noyau métrigue,

Ppoqo?’ = (?Poqo (p.g)s o (&')) .
1) Pour tout pe&,, Iy q,p est une forme C™ en tout point p g,

présentant en ce point la partie singuliére — 21 log g, p-(k( AR cp(g]).
1A

En effet, les coefficients de la forme J3 , ¢ sont de la forme
fg (PPo s §%) - f(g) dt, Adiy, ot f(g) est C™ et il est bien connu qu'il
;’agit de fonctions C™ de p, sauf en p=g,.

2) Pour tout pey, I} q (1—C)p est une forme C.

Cela tient au fait que k{p, g) est un champ harmonique ca g.

3) Llepérateur (1—C) 7 o (1—C) ne dépend pas de p; ct go.
En effet, nous avons '
g(pPy: 99,) =8 (PPos 9%) + 8 (PPes 909) — 8 (P, Po 99)
d’oir
Ly (A —C)p=Ty 0 (1= C) g+ 2(PPo; 000) - (E (P> 9, (1~ C) pla)),
—(8(P: o3 99) -k (p.9), 1—C) p(g))-

Le deuxiéme terme est nul ; le troisiéme ¢st un champ harmonique en p.
Par conséquent

(1=C) I 1—=0) g=(1—C) I ¢, 1-C) 9.

1%
Nous renoncerons done & mentionner les indices py et g;.
4) Lopérateur (1~ C) I'(1—C) est self-adjoint.

En effet, 'adjoint de cet opérateur est

(1—C) 1" (1—C)' =(1—C) I" (1—C).
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Mais I"y 4, a pour noyau g(gpo; Pqo) - k{g, P)=g(p%s: qpo) - k(p, 9) &
cause de la propriété de symétrie de g(pp,qq,) qui s’exprime par la
formule

&(ppo; 22) =g {9490 ; PPy)-

Par conséquent I'p o =T , et cette propriété résulte de la précédente.

5) Pour toute forme C™y & support compact sur Sg, on a

(1—C) I g dyp=y—Cyp.

Par définition r P ?u‘d Y= (ypﬂ % (g.p), Ay (9})

En appliquant la formule de Green au domaine obtenu en exeluant de la
surface deux petits cercles de rayon ¢ centrés en p et g, nous trouvons
a la limite, puisquc Ay=0,

I pyqydy = fwf\‘dy—w\*dw+6w/\'7~f5?ﬁ‘w-
Vo1,
Un calcul classique montre que la limite de Pintégrale existe et vaut
Iy dv=v(p)—T'y(p).
J'p(p)=1(q,), st y est de degré 0,
Fyp(p)=a(g)dz + a(g,) - dz,, si ¢ est de degré 1,
Y w(p)=A(q) - dzp A dz,, si p est de degré 2.
Dans les trois ¢as, J'y est done un champ harmonique.
Par suite (1—=C)Ipyq, dy=yp—Cyp.
6) Pour toute forme pedy, on a sur Sy égalité
Al 4 (1—C)p=p-—Co.

Soit en effet y une forme C quelcongue a support compact sur
5,. Nous pouvons éerire

(AT3,0,(1—C) 9, %) =(T3y0,1—C) 9, Ap}=((1—C)p, Iy, 0, 4¥),
=(#, (1=0) T'pyy 49)=(, 1—C) ).
=((1—C)w,w)-
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Cette relation prouve I'égalivé des formes AL, , (1—C)get (1—C)gsur
la surface Sq.
Il résulte de cette dermiére propriété que I’équation Ap=p—Cgp

admet toujours la pseudo-solution

p=(1—C) I'(1—C)p.

o 90

On vérifie immédiatement que Du=0. La pseudo-solution ainsi cons-
truite est done 4%, Ajoutons a x*® la forme pseudo-harmonique

H{l—C p=(1-C)H{1-C} .
On obtient /'Y, Punique solution orthogonale aux champs harmoniques :
p=6p=(1—C) (I'+ H)(1-C)p.

Nous appellerons opérateur G ainsi construit opérateur de Green-
de Rahm (SOrewseEn, BAnER, 1957} ; nous allons en indiguer les pro-
priétés essentielles.

2.6 Propriétés de Vopérateur de Green-de Rham
(DE RHAM, 1955)
a) Lopérateur G permute avee *: G+=+G,
Partons de I’équation
AGp=¢—Cgp.

Prenons I’adjointe des deux membres et tenons compte des relations
Ar=+4 et C+=-C. 1l vient

A*Gp==rp—Crp.
Par ailleurs C*Gp=+CGop=0.

Or la seule solution de P’équation Apu=="p— C*p qui soit orthogonale
aux champs harmoniques est G*g. Done *Gp=C*¢.

b) L'opérateur G permute avee d: Gd=dG.

Partons de I’équétinn AGp=g—Cp. Diftércations les deux menibres
et tenons compte des relations dd=Ad=ddd ¢t dC=0. 1I vient

AdGop=dp.

Par ailleurs CdGp=0. Or ]a seule solution de I’équation Au=dgp qui
soit orthogonale aux champs harmoniques est Gdp. Donc Gdp=dGyp.
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Il résulte des propriétés a) et b) que I'opérateur G permute avee
tout symbole de différentiation, pour autant que les expressions
obtenues ajent un sens. Notons en particulier:

GAp=AGp=¢9 —-Cgp, pour @€ &,,
dG,dgp, =0, 0G,d¢p, =0, pour e8|,
dG,dp, =@, — Co,, 6G dgy=p,—Cgp,,  pour geé,.
Démontrons par exemple ces derniéres foninules

dG,6p, =G, ddp,—~G,Ap,—p,—Cep,,

8G,dpy=G,ddp, =6, 4g,= ¢, —Co,.

¢) L’opératenr G est son propre transposé métrique: G'=G.

Car (4G, Gy)=(p—Cq, Gy)=(p. Gy),
et 4Gy, Goy=(y—Cy. Ge)=(y, Gy).
Mais (4Go, Gy)=(4Gy, Gg),

puisque Gg, Gype &, et que 4 est son propre transposé métrique sur &,.
Done (@, Gy)=(Go, y).

e) L'opérateur G transforme une partie bornée de &, en une partie
bornée de &,.

On sait que si L(p, ¢) est une forme C>° sauf sur la diagonale p=gq,
olt L(p, q) est le produit de log r par une forme €=, 'ensemble des
formes /1(;0=(L(Pa 9, (p(q)) est borné dans & 5’il en est ainsi de Ven-

semble des formes @. (Pour la démonstration, voir DE Ruam, p. 138,
lemme 4.)

1l en résuhte immédiatement que si I'ensemble des formes ¢ est
borné dans &, il en est de méme des formes Gg. Virifions que Gge &,-Gop
est par construction une forme de &, : il ne reste qu’a coustater que
ses différentielles secondes restent régulidres. Pour le degré 0, il 0’y 2
que 5dGp=A4Gp=gp—Cop qui est C™°. Pour le degré 1, &=3&,. Pour
le degré 2, il n’y a que déGp=AGp=p—Cp qui est C.
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2.7 Les courants CT et GT

La définition des opérateurs C et G peut étre étendue aux courants
si 'on pose

(CT’ (}J)=(T, C‘P)v (GTa?’)=(T5 'G(P)
On notera que: .

1) ILe courant CT est un champ harmonique. En effet,
. 2p4 2 v2p+2
CT.o)={TY (@, ()0 | =) () p(@))- (T, o),
i=1 i=1
2p 4.2
- Z(T’ &) (g, o9 ),

fm ]

) 2r+2
CT est donc identique au champ harmoniquez (T, c) i

i=l

Remarquons d’ailleurs que la définition de CT reste valable lorsque T,
sans étre un courant est une fonctionnelle de 9,, puisque le ehamp
harmonique Cg appartient 3 9, pour tout n.

2) GT est un eourant assoeié & toute fonctionnelle linéaire T de 9.
En effet, si ¢ reste dans une partie bornée de &,, Gy reste dans une
partie bornée de &, et 1a fonctionnelle T reste hornée sur un tel ensemble.
Donc GT reste borné sur toute partie hornée de &,.

11 en résulte en particulier que GAT est un courant si T est un eourant,
ou que GdU ou G4U sout des courants si U est unc fonctionnelle linéaire
de 7.

En transposant les formules du N° 2.2, on obtient

C+T=+CT, CdT=0, CAT=0,
tandis que dCT=0, dCT=0,

puisque CT est un champ barmonique.
De méme, en transposant les formules du N° 2.6, on obticut

GAT=T—CT, dans 9,, pour tout courant T,
AGT=T—C(T, dans &,
dG,6U,=U,—CU, et G, dU,=U,—CU,, dans 9.
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2.8 Le probleme de Cousin

(pE Ruam, Kopatra, 1950 ; Scewanrz, 1953 ; Baper, S6rENSEN, 1957)

Rappelons qu’il s’agit du probleme classique suivant :

On donne dans des ouverts V; formant un recouvrement de S des
formes méroharmoniques w;, vérifiant la condition de compatibilité
suivante : w;— w; est unc forme harmonique dans V;NV,.

On demande de trouver une forme méroharmonique w telle que
w— ¢ $0it une forme barmonique dans V;. La solution étant déterminée
a un cbamp harmonique prés, on la rend unique en exigeant, par exemple,
qu’elle soit orthogonale {en valeur principale) aux champs harmoniques.

Soient T;=vpw; le ecurant associé dans V; a w;, T=vpw le courant
associé 3 la solution, si elle existe.

Formons dans V; la fonctionnelle U;=AT;, explicitement définie par

(Uh (P) = {@A‘dwi—wi/\‘dw—i—5cp/\°ws—5w;/\-(p,

Ve
pour tout (pe{c}z ayant son support dans V. Les U; définissent globa-
lement une fonctionnelle U de D, et le probléme posé peut étre formulé
comme suit :
Résoudre I'équation AT=1U, avec la condition CT=0.
La condition nécessaire et suffisante pour que le probléme ait une
golution est que CU=0.

a) S%l existe une solution T, on a CU=CAT=0. La condition
est donc nécessaire, ‘

b) Si CU=0, le courant T=GU est solution du prohleéme. En effet,
nous avons v que AGU=U—CU dans 9, et de plus CGU=0. La
condition est donc suffisante.

Discntons maintenant la condition CLi=20.

1) Degré 0. La condition CU=0 équivaut a

(U, 1) =Z j‘dw,—:O.

St fi désigne la fonetion analytique dans V; dont w: cst la partie
réelle, cette condition exprime le résultat classique que la somme des
résidus des différentielles df; aux points singuliers ¢; doit &tre nulle.
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2) Degré 2. La coudition CU=0 équivaut a

(U,%dz/\df) = —Z f@wi=0.
9

C’est Ja condition du degré 0 pour *w.

Daus le cas du degré 1, le probléme se pose différemment du fait
que les formes ; données sont fermées et eofermées en debors de Ia
singularité ¢; et qu’on exige alors que la solution soit fermée et cofermée
dans tout domaine de la surface S—(q;). Reprenons le probléme.

Eunvisageons dans V; les fonctionnelles dT; et 4T, définies expliei-

tement par

(dTie¢)=_fws/\’?% (37T, <p)=+fq9f\*w.-,
%

Yo

pour tout pe &, dont le support est dans V,. Les dT; et 4T, définissent
globalement les fonctionnelles U, et U, respectivement. II s’agit de

résoudre le systéme
dT=1J,, dT=1,, CT=0.

La eondition nécessaire et suffisante pour que le probléme soit pos-
sible est CU,=0 et CU,=0.

a) 8l existe une solution T, on a CU;=CéT=0 et CU,=CdT=0.
La eondition est donc nécessaire.

b) 5i CUy=0 et CU,=0, le couraut T==G (dU, 4 dU,) est solution
du probléme. Nous avous vu en effet au No 2.7 que

dG,6U,=U,—CU,=U, et dG, dUy=U,— CU,=1,,
5G15U2=0 et dGldUO":O,
d’or dT="1U, et dT=U,, dans 9;.

Enfin, CT=CG (dU,+ 6U,)=0. La condition est donc suffisante.
Explicitons mamtenant les eonditions CU,=0 et CU;=0. Elles

"s'écrivent

(Uz, ;idz/\df)z—z fw,—: 0, (Um 1)=+Zf‘w,-=(},
9 9%

et expriment le fait que les différeuticlles analytiques 2,=w; 4+ i*w; ont
aux points singuliers ¢; des résidus dont la somme est nulle.
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CHAPITRE IIT

ETUDE DE L’EQUATION Ag=y SUR UN DOMAINE
RELATIVEMENT COMPACT A FRONTIERE
TRES REGULIERE D’UNE SURFACE DE RIEMANN

3.1 Double de Schottky du domaine 3

Soit £2 un domaine relativement compact d’une surface de Riemann,
de genre g et dont la frontiére, supposée trés réguliére (PARREAT, 1951),
comporte ¢ courbes fermées disjointes. II est bien connu qu’on peut
souder & Q un symétrique £ (BADER, 1954), de maniére i constituer
une surface close £, qu’on appelle le double de Schottky (Awrrors, 1950 ;
Durr, 1952) de 2. 2 a pour genre g =2g +c—1.

Pour définir la métrique sur {2. nous prendrons une différenticlle
abélicane @ de 0, symétrique en e¢ sens que si en p, @ =dz, alors
en p, @ =dzi. (@ est donc réelle le long de la frontiére.) Les points
@ étant symétriques deux 3 deux sur 2, il s%en trouve g—1lsur QF
nous supposerons, pour des raisons de simplicité que les zéros de @
sont d’ordre ],

La correspondauce involutive entre p et p sur £ permet d’accorder
les uniformisantes en p et p de telle maniére que st ¢. voisin de p, a, daus
le systéme attaché en p. les coordonnées dx, dy, le point § ait dans le
systéme attaché & p les coordonnées dx, — dy. En uu point p de la fron-
tiére, on suppose en outre gue dy>0 dans £ et < 0 dans 2.

Deux formes g et @ sont symétriques Pune de autre si la valeur de ¢
correspondant au déplacement infinitésimal pq est égale & la valeur de ¢
pour le déplacement symétrique pg. En coordennées locales, nous
obtenons les formules explicites :

®o(P)=f(p), Fo(p)=1(D)-
¢ (p)=a(p)dx -+ b(p)dy, # (p)=a(p}dx—b(p)dy,
r(p)=A(p) - dx/dy, @ (p)=—A(P)dxNdy.

La correspondance entre ¢ et ¢ est involutive par définition ¢ —=¢.



On vérific par des caleuls simples les propriétés suivantes de l'opé-
rateur de symctne ~:

1) pAp=GAP. 2) dp=d§.

B TF=—-d. M)f%=—£%-

U résulte de (2) et (3) que E:éq‘i. Par suite: L’opérateur ~ commute
avec tout opérateur de différentiation.

S———
Il résulte de (1) et (3) que ¢ A *p=—¢F A *¢p. Par suite, en vertu de (4)

f@f\‘w=fsv*\ P, e-a-d. (@, 9)z=(P, P),-

-
-

Une forme est symétrique (antisymétrique) sur -2 si p=¢ (resp.
p=—¢). Les différentielles d’une forme ¢ sont symétriques ou anti-
symétriques ¢en méme temps que-p. Par eontre, ’'adjointe d’une forme
symétrique est antisymétrique et inversement.

La restriction 3 £ d’une forme antisymétrique cst nulle le long de la
frontiére. (Il en est done de méme des différentielles de ectte forme.)
Démontrons que pour les formes pscudo-harmoniques, la réeiproque
gnivante est juste:

1) Une forme pseudo-harmonique sur {2 vérifiant sur {2’ les conditions
@=2~5p=0 se prolonge par antisymétrie en une forme pseudo-harmounique
sur (2.

Posons g=adx -+ bdy ol dx=_E (dz) et dy=23(dz).

5i @ est pseudo-harmonique, a et b sont des fonctionrs harmoniques. Les

conditions p=3¢=0 sur ' impliquent a=0 et gg:O sur £'. En vertu

du principe de symétric, on peut prolonger a ct% en posant
a(p)==a(p),  b(p)=+b(p)

ee qui justific Paffirmation. On démontre de manidre analogue:

2) Uue forme pseundo-harmonique sur {2 vérifiant sur £2° les eonditions
*@="dp=0 se prolonge par symétrie en une forme pseudo-harmonique
sur f2.
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3.2 Extensions symétrigue et antisymétrique de Ctp, Hep, f’qp

A toute forme sur £, y, eorrespondent une extension antisymétrique
Y, €L une extension symétrique vy, définies par

Ya=P—¥s ye=vp 1§
Quand le support de y est dans £2, les extensions yp, et 1, réalisent le
prolongement de y par antisvmétrie ou par symétrie.

A tout opérateur linéaire L sur 2 correspondent de méme des exten-
sions antisymétrique et symétrique définies par

Lyy=Ly—Ly,  Liy=Lp+Lly.
Si 1(p, g} est le noyau de Yopérateur L, ceux de L, et L, sont

—.P S—— P
L(p.g)=Up.q)=lp. g}, Lip,9)=l(p.9)+1(p.9).
Nous allons exprimer ces novaux en termes dont la définition ne fait,
intervenir que le domaine £2, dans le cas oit L est un ou Pautre des

opérateurs C, ﬁ, L

1) On pent supposer que la hase orthonermée des champs harnio-
niques sur £ est formée de g+ 1 champs antisymétriques ¢ et de
g +1 champs symétriques ;. Les novaux ¢ (p.q) et ¢ (p,q) sont
alors

£+1 E+1
w(p)=) #p) @), alp.g =) Ep)-El).

Introduisons les formes cf:]fééf et c:=V§-E§. Elles coustituent des
bases orthonermées sur {2 des champs prolougeables par antisymétrie
{c.-a-d. nuls sur ') et des champs prolongeables par symétrie (c.-a-d.
dont I'adjointe est nulle sur £2). Nous avons

B4t E+1
Gwipr @) =) (P ale,  alp =) alp)-clo).

2) Des considérations analogues pour H montrent que

-

-1 -1

f(p, q) = vh“ ke (q), h(p.q) th’(p) R (q)-

la=l i=1



3) Avant d’expliciter les noyaux de % et de J,, remarquons que
dans le noyau de I', il eouvient, sur la surface symétrique Q, de
remplacer la fonetion g(pp,; qg;) var la fonction

1 .
Y (PPos 090) = 5|8(PPo 3 9%) + 5(PPo 440} |

qui jouit de la propriété de symétrie €Uf (ppy; ¢9) = U (PPos 9%)-
Cela est possible, puisque le choix de p, et g, n’influe pas sur I'opé-
rateur G.

5i I'on remarque que

- . . Sme——p g - S——p g
U (BPo s 990)= Y (PPo; 490) ot k{p, 9=k(p,q) Lot y(p,9)=7(p, 9)
on obtient ‘ '
S—g . S—g
va(py @)=y (p: ) —7(p: 9), v (P Q=v(p, O+ v(P. 9-
Les extensions antisymétrique et symétrique de G)[«}.’(pjpo 5 995}, Soit
g{p: 4. Q=2 (ppo; 99) — Y (PPs: 300
n{p: g, 2= (pps: 9%) + X (PPo; 7%)

ont pour restrictions A 2 les fonetions de Green et de Neumann de ee
domaine (ScHIFFER, SPENCER, 1954). Ce sont en effet des fonetions har-
moniques en p, ayant en p=q la singularité voulue. Les propriétés a la
frontitre découlent des propriétés de symétrie

g{P 9 AN=—g(p. 9, Q). n{p, g, Q)=+ n{p.q 2,
g5(p, . N=—g(p, 9 ). n(p,§, Q=-+n(p, g, 2).

Les noyéux de I'; et I, prenncnt alors la forme

wip. ) =3[ste+ B+ nte—h],

1

pip )= 3| gle—B -G+ 1.

Envisageons alors I'opérateur de Green-de Rham de £

C=01-O{+H1-0.
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On voit trés simplement que ses extensions antisymétrique et symé-
trique sont

Go=(1—Ca) (7w +H.) (1 —CJ), G.=(1—C) ([, + H,) (1-C,),

oh les opérateurs successifs agissent sur les restrictions a 2 des formes
précédemment obtenues.

3.3 Champs harmoniques

Les champs harmoniques de degré 0 (dp,=1() sont les constantes.
Les champs harmoniques de degré 2 (§g,= 0) sont les multiples constants
de dzAdi. Pour les champs harmoniques de degré 1, de norme finie
par définition, nous pouvons énoncer la proposition suivante:

Tout champ harmonique se décompose orthogonalement en un
champ harmonique ¢, prolongeable par symétrie sur 2, et la différen-
ticlle df d’une fonction harmonique & intégrale de Dirichlet bornée.

Soit en effet & le champ symétrique sur Q2 qui a les mémes périodes
que le champ donné ¢ sur les cycles d’une hase de £2. Si ¢, désigne Ja
restriction de &, a 2, }e champ ¢—¢, est une forme fermée dont toutes
les périodes sur Q sont nulles. Donc

c=c,+ df.

Comme 6df=0, f est une fonction harmonique et comme df est de
norme finie, Vintégrale de Dirichlet de¢ f est finie. D'autre part, la
décomposition est orthogenale car

(.. df)=(Be., f) + | fA*6==0, puisque *¢,=0 sur 2'",
L g'
La décomposition ohtenue est évidemment unique. En Iappliguant
au champ harmonique ¢'=— "¢, on obtient pour ¢ la décomposition duale

€= ¢q - Oy,

0l1 ¢, est un champ prolongeable sur £ par antisymétrie.

On notera quela condition *¢=0 sur £ entraine que c est prolongeable
sur {2 par symétrie. En effct, cette condition entraine *df=0 sur &', d’o -
(df, df)==0, ¢’est-i-dire df=0.

On voit de méme qu’u.n champ harmonique vérifiant sur £2° la coun-
dition ¢=0 est prolongeable sur 0 par antisymétrie. Par suite;

" Un champ harmonique tel que ¢==0 et *¢=0 sur £’ est nul sur £2.

18 f n'est pas C°° sur o, on considire df comme limite en norme de dfy . oft fi, est C°°
sur o', (Scrrres M. et Seevcer D. €., 1934, p. 137)
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Les champs harmoniques prolongeables par symétrie sur £ sont
reproduits par le novau ¢, (p, ¢) introduit au N° 3.2,

Pour exprimer le noyau rcproduisant des champs harmoniques
exacts df, examinons les produits scalaires (dg, df') et (dn, df), ol g et n
sont les fonetions de Green et de Neumann du domaine 2. On vérifie
immédiatement que

(dg., df)= (g, o) + f g0,

;

29

(s dfy=(f 8+ [ 17 = flo)—Fla =110
i)

puisqu’on peut supposer f{ge)=0. Par snite

(¢(n—g), df)=1(q),

ce qui montre que les ehamps exacts df sont reproduits par la forme
double d,d; {(r—g) qui est un champ en p et en ¢. Le noyau reproduisant
des champs barmoniques sur {2 est donc, pour le degré 1

¢(p.g)=c(p, 9) -+ dpdy (n—g).

3.4 Formes pseudo-harmoniques et hormoniques

Préeisons que dans le cas d’une surface non compacte, les formes
harmoniques et pseudo-harmoniques doivent appartenir & &, ce qui
.implique que leurs norme et D-norme sont finies.

Envisageous les 2§—2 formes g, et *o, défintes par

or=(Rrr 4 1J7) - dz - (Rr —id 1) di,
o K7, est Ja fonction harmonigue wniforme nulle sur £, ayant au
point @, (en lequel dz=t.dt) la singularité 33(%), tandis que Jr;, est

uniforme, uulle sur £ et admet en @, la singularité 3(;\

i

Les formes o, et *o; sont €°° sur 2 et vérifient sur {2» I'Squation
Ap=0. Ce sont donc 2 — 2 formes pseudo-harmaniques, nulles ainsi que
I'adjointe sur la frontitre £'. Nous appellerons de telles formes stric-

LY

tement pseudo-harmoniques, 4 cause de la propriété suivante :

*On a (dg, df ), =0 pour toul domaine £2, limité par Ia ligne de niveau g=e&, La for-

mule est doot valable i la limile £= 0 méme st f n'est pas C° sur 27,
* Voir la note p. 33.
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Une forme strictement pseude-harmonique ne peut étre harmonique
que si elle est identiquement nulle.
En effet, on 2 pour toute forme de &,

Dip, ¢l= (49, w)—-féwﬂ‘w—qﬂf\‘dw-

o

Une forme harmonique nulle ainsi que I'adjointe sur 2’ est donc nn
champ harmonique. Mais un champ nul ainsi que I'adjointe sur £’ est
identiquement nul.

On démontrc comme pour les formes ¢ et *g du N0 2.3, en exa-
minant les développements aux points @; que:

Les 2§—2 formes g, et *ox sont linéairement indépendantes sur le
corps des réels.

On voit comme au N° 2.3 qu’étant donné une forme strictement
pseudo-harmonique quelconque o, il est possible, en lui soustrayant une
combinaison linéaire A coefficients réels des gy et *o,, d’annuler les
coeflicients de la forme aux points @;. La formule et le raisonnement ci-
dessus montrent que la forme obtenue est identiquement nulle. Par
conséquent :

Les formes strictement pseudo-harmoniques forment nn espace vec-
toriel de dimension 2§—2 sur le corps des réels. Les formes or et *ax
en constituent une base.

Etablissons maintenant quec:

Toute forme pseudo-harmonique se décompose D-orthogonalemnent
en une forme strictement pseudo-harmonique et une forme barmeonique.

Soit o:{z=1, ...,25—2) une base D-orthonormée de I’espace des
formes strictement pseudo-harmoniques. ¢ étant une forme pseudo-
harmonique quelconque, posons

25—12
h=(;0—- D[(p, G','] ;.
=1
On a2 D[A 0:]=0 pouri=1,...,25—2, et donc D[k, a]=0 pour toute
forme strictement pseude-harmonique o, ce qui entraine

fcr/\*dh—éh/\’o:(!.

¢

En prenant pour ¢ les formes o, et *o,. on voit que *dh et d/h sont
réguliers au point @, Par suite, h est une forme harmonique. Il est
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évident par construction que les deux composantcs de ¢ sont D-ortho-
gonales, ce qui rend la décomposition unique.

On déduit de ce résuhtat le théoréme d’existence suivant relatif anx
forines harmoniques sur £2:

Etant donné une forme 6§ & coeflicients continus au voisinage de £, il
existe une forme harmenique ct uue seule telle que A=0 et *h=+f sur £,

Soit h=g-dx -+ b-dy (o0 dz=dx - i-dy) la forme harmonique cher-
chée. La donnée de k et «h sur £ fixc la valeur des cocflicients o et b
sur £2'. Soient a et § les fonctions barmoniques régulidres sur le domainc
£2 ¢t prenant sur £ les valcurs a=a ct f=>5. La formc¢ py=a-dx+ f.dy
est psendo-harmonique sur Q, telle que py=40 ct *y=+0 sur '. Décom-
posons alors y en w=0 -+ h. La forme harmonique h a sur la frontitre
les valeurs imposées puisque o et *o sout nuls sur ‘. L’unicité est im-
médiate, une forme harmonique nulle sur la frontiere ainsi que I'ad-
jointe étant identiquement nulle. -

3.5 Solution dans { de Végquation Apu=1
avec les conditians aux limites p=0 et *u=0 sur £

Des calculs analogues a ceux du Ne 2.5 montrent que la forme

p=T%=[g(p. 9. 2)-k(p. 9. v(3)],

vérifie, quelle que soit la forme C°ye®D Péquation 4pu=y. De plus, -
u="4u=0 sur £2°. Par contrec ug&, et par conséquent g n’cst qu’'une
pscudo-solution.

Ajoutens A u la forme strictement pseudo-barmonique

2g—2

H(U)w :Z (O'i, y)- o,

il

o les o; forment une base D-orthonormée des formes strictement
pseudo-harmoniques. Nous avons

Dlu, o]l = f‘u/\ rdo—doArp=0,
Yo, o0
puisque # et * 4 sont nuls aux points @ et sur £2°. De méme

D[H"y, o] =y, 0).

D[nu+ H(OJVJ’ o] = (TP! o).

Done
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Or

D+ HO%, ol = (dpe ) = | 3+ HOp) Ao ed (0.
A

Done

fﬁ(ﬂ. +HOW Arg—oAsd (e + HOp)=0.
-
Cette condition entraine que p = (I'® ;- H®)ye &,. Cest done la solu-
tion du probléme. L'unieité est immédiate. En résumé :

L’équation Au=1vy admet, quel que soit peD, une solution unique
telle que p="p=0 sur 2': e’est y@— (I L Hy,

3.6  Solution dans {1, des équations Ap—1 avec les conditions
a) p=0 et dp=0 sur Q' ; b) *u=0 et *du=0 sur &

La condition nécessaire et suffisante peur que Péquation Au=y
admette une solution telle que g== 3= 0 sur £2" est C,p=0. La solution
est unique si 'on exige G =0,

En effet, si 4 est solution, on g

(w, c)=(du, ca)= [-—c,,/\'d,u,-{—éyf\‘cu=0.
S
La condition est done nécessaire.

Si p et y' sont deux solutions, la différenee h=p— ' est une forme
harmonique telle que A=3§h =0 sux £’ : ¢’est donc un champ harmonique
prolongeable sur 2 par antisymétrie. Par suite, la eendition C,u=0
rend la solution nuique.

Pour montrer que [a condition est suffisante, partons de

AGy=yp—LCy.
Prenons Iextension antisymétrique des deux membres. Il vient

AGay=1,~Cop=1..
Done sur @2
AGuyp=vy,

et il est évident que C,G,y=0. En posant p=(1—C.)¢, on voit en
résumé que :

L’équation Ay =g— C,p posséde pour tout g€ une solution unique
telle que p=8u=10 sur 2" et C.p;=0. Clest

o= Gagp = (1-- ) (T + Ho) (1 C) .
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b) On démontre de maniérc complétement analogue que:
L’équation A u=p— C,p posstde pour tout peD une solution unique
telle que *p=*du=0 sur ' et C,u=0. Clest

= Gp=(1—-C)(I, 4+ H,){(1-C)op.

3.7 Décomposition orthogonale de ¢ en une forme homologue @ 0,
une forme cohomologue & 0 et un champ harmonique

Kopaira a démeontré (DE Rmam, 1955), dans des conditions bien
plus générales, I'cxistence et P'unicité d’une décomposition orthogonale

p=E¢p+Fo+4 Co, pour pe®,

oit E¢ est homologue a 0, Fp cohomologuc 4 0, Cg fermé et cofermé.
Nous allons expliciter cette déeomposition en prouvant que

E¢=déG.p, Fo=4dG,p.

Si nous substituons 3 E¢p et Fo les formes indiquées, les conditions
imposées & E¢g et Fy sont évidemment satisfaites, y eompris Porthogo-
nalité de Eg et Fp dont la vérification est immédiate :

(Eg, Fo)=(déG.p, 5dG,q))=f§G,gl/\‘adG,(p-_-—u0.
o
Posons donc g=Eg@ -+ Fp + L et montrons quc Lp=Cep.
1) dE@=0, dEp=8AG.p=0b¢p.
2) dF =0, dFp=dAG,p=dg.

Il résulte de la que dLp=0JLp=0. L est donc un champ harmoniquc,

n

3) (Eg,c)={ddG.p, ) =f6G.,ga/\'c=0, pour tout champ ¢.
o

4) (Fp,c)={0dG,p, c)=— fc/\ *dG,p=0, pour tout champ e.
S .

11 en résulte que (g, c)=(Lep, c) ponr tout champ ¢, cc qui justifie I"affir-
mation Lp=Cgp.
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3.8 Solution dons &, de Uéquation Au=vy avec les conditions
aux Iimites Sp==0 et *dpu=0 sur 2'.
Opérateur de Green-de Rham-Spencer (1953)

La condition néeessaire ct suflisante pour que I’équation admette
une solution vérifiant les conditions dpu="du=0 sur 2’ est Cy=0. La
salution est unique si I'on exige Cu=0.

Si i est une solution, on a en effet

(w.¢)={(dpu.c) ﬂ—-f,u/\'dc—c!\'d,u—l—5#/\'0—6c/\*/,¢=0.

”

La eondition est done néeessaire. D’autre part, si u et 4’ sont deux
solutions, la différence h=y--p' est une forme harmonique telle que
8h=+*dh=0 sur ': c’est done un champ harmonique. La solution est
donc unique si Pon exige Cp=0.

Pour prouver que la condition est suflisante, nous allons montrer
d’abord que la forme

w=G(Ey4 Fy)
est une solution de I’équation qui vérifie les eonditions a la frontitre,

1) AG(Ey4 Fy)=Ey+Fy, puisque C(Eyp -+ Fy)=
Or sur &, on a Eyy+ Fy=y—Cy. et par suite Au=y.

2) En utilisant la relation dG=0Gd du N° 2.6, il vient
di' =G (dEy + dFyp)=GdFy=dGFy

Comme GFy cst symétrique sur £, on a *du’' =0 sur 2".

3) En utilisant la relation G3d=46G du N° 2.6, il vient
du' =G(PEy+ 6Fp)=GSEy=34GEy.

Comme GEy est antisymétrique sur £, on a u’=0 sur ',
Il suffit alors d’orthogonaliser cette solution par rapport aux champs
harmeniques sur {2 pour obtenir la solution cherchée

u=Gp={(1—C0C) C(Ew 4+ Fy).

L’opérateur G ainsi défini a été envisagé dans le cas d’une variété
riemannienne par SPENGER. Nous allons, dans le eas qui nous oceupe,
examiner la forme ecxplicite du novau de cet opérateur. Caleulons

(F+B) Q-C)(E+F)p=("+ H)E+Fy.
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D PEpER = (59 k(p0), By Fy)

En décomposant le noyau de I en ses parties antisymétrique ct symé-
trique et en tenant compte des propriétés de symétrie de Ey et Fy,
il vieut

PEp+ PR =L g Gt D+ n— B By +1|sG—B+ et ), Ty

y
a0

[(n—g) {k —|—F~$), F'apJ .

0

D2

~ (- By + P+ 1| (=) (= . By ] +

2) En introduisant H, et H,, on obticnt de méme

H(Ey + Fy)=(h, By)o + (b, Fr)o.

Introduisons les opératenrs
roy—(g-k, 1—-C)y),,

Hw=[% (n—g)'(k—f?)—khn,Ew] + %(n—g)(k+’;)+hn Fv’] :
el . el

La solution du probléme s’écrit, si 'on pose y=g—Cep,
p=Go=1—C)(I® 4 H(1—C)p. |

Démontrons maintenant que le noyau h(p, q) de l'opérateur H ci-
dessus introduit jouit de la propriété de reproduction suivante :

D[h(p,q),h‘}:h’—Ch’

pour toute forme psendo-harmonique &',

a) D (p, k)= (p—Co, k)= (g, A'— Ck)
pour toute forme pseudo-harmonique &' puisque pe &, et du=*du=0
sur 2°. S

b) D’(l-—C)F“”(l-—C)qm,h'

=IF(°)(1—C)¢/\*dh'—élz'/\*F‘°)(1—C)qp=0

*.0°
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puisque ' {1—C)p et *I"®(1—C)g sont nuls aux points P comme
sur &,

¢) En soustrayant membre 4 membre, on obtient
D[HI—C)p, ¥]=(p ¥ —Ch),
Cest-d-dire (D ih(p. 9. 1] p) = (p. ' —Ch),

ce qu’il fallait établir.

3.9 Propriéés de Fopérateur G
L’opétateur G jouit, entre autres, des propriétés suivantes :

a) G est son propre transposé métrique.

Nous avons en effet, comme dans le cas compact

(AGg, Gy)=(¢p, Gy). (AGy, Go)=(p, Gg).

Mais les membres de gauche sont égaux, comme le montre 'application
de la formule de Green

(AGp, Gy)=(Cg, 4Gy)

+ [G(p/\*dG'cp—Gy)/\‘thp-ﬁ—éth NGy —8GuA Gy,
In’

Par conséquent (p, Gy)=(Ggp, ), ce qui justifie Paffirmation.

b) GAgp=g—Cg, pour toute forme de D,.

Soit y une forme quelconque de P,. Nous avons

(GAg, y)=(dg, Gy),
=(p, 4Gy), puisque ¢ et ¥ sont a support compact,

={p, y—Cy)=(p—Co. v},
d’on I’égalité annoncée en tout point du doinaiue O.
¢) G, vérifie pour toute forme de D, les formules
(1) dG,dp,=0. (1) 5G,8p,=0.
(2) dG dpy=g,. (2 0G dgy=gp,.
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Pour démontrer la premidre, différentions les deux membres de
I'équation
4G dpy=dp,— Cdpy=deg,,
dAG,de,=A4dG,dp,=0,

dG,dg, est done une forme harmonique de degré 2. Mais sur la frontiére
£, la forme et son adjointe sont nulles. Donc dG,dp,=0 identique-

ment. La démonstration de (1°) est analogue.
Pour démontrer la treisitme, différentions les denx membres de

I'équation ]
AG159’2=5‘P2_ Copp=34pn,
dAG,dp,=AdG,dp,=ddp,=Agp,,

d’on A(dG,dp,— p)=0.

La forme de degré 2 dG,dp,— p, est donc barmonique. Mais sur la fron-
tidre ', *dG,8p,=0 et *,=0. Par suite dG,dp,—@,=0 identique-
ment. La démonstration de (2') est analogue.

d) G transforme toute partic bornée de &, en une partie bornée
de {,. '
En effet, on voit eomme dans le cas compaet que I’ensemble des G
est borné dans &, si ’ensemble des ¢ est borné dans &,. De plus, le noyau
de G étant de carré sommable, ’ensemble des G¢ est borné dans d
&'l en est ainsi de 'ensemble des . Done I'ensemble des G est borné

dans &,
A cause des conditions satisfaites par G sur ', on a

(dGp, dGop) 4+ (6Gp, 6Go)=(4Gp, Gp)=(p, Go),

ce qui prouve que ensemble des formes dG ¢ et §G g est borné dans ¢l.
Donc I'ensemble des G est horné dans &,
A eausce de I'orthogonalité de déGg et ddGg, on a

(d6Gp, d6Go) + (6dGp, 6dGo)=(d6Gp+ddGqp, d6G o1+ 6dG ),
=(p—Cop, p—Cyp),

ce qui prouve que 'ensemble des ddG ¢ et §dG o est borné dans & . Done
I'ensemble des G est borné dans d,.
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3.10 Courants confinus en moyenne & I'infini.
Courants nuls a la frontiére. Les courants CT et GT

Les courants que nous considérons jouissent au voisicage de la fron-
tiére de propriétés de régularité qu’on peut caractériser avee précision
au moyen de notions introduites par . pE REam (1955).

a) T est continu en moyenne a linfini si | (T, ¢)| reste borné sur tout
ensemble de formes a support compact qui est borné dans &, . De méme,
TeD] est continu en moyenne a 'infini si |[(T, ¢)| reste borné sur toute

' partie de D; bornée dans & ct J.

(T, @) peut alors étre défini pour toute forme de DA en posant
(T, ¢)=lm (T, @.), ol {g.} est une suite de formes 4 support compact
telles que le support de ¢— @, s’éloigne indéfiniment et que la norme de
@— . tende vers 0. (T, @) reste borné sur tout ensemble de telles formes
qui est borné dans ;. (Voir e Ruam, 1955, p, 167, prop, 6.)

Si T est continu en movenne i l'infini, on peut définir les eourants
CT et GT, comme dans le cas compact, en posant

(CT, 9)=(T, Cq), (CT, ¢)=(T, Go),

les seconds membres étant bien définis. Ces définitions s’6tendent natu-
rellement au cas de fonctionnelles linéaires continnes de 3] on @;, pour
pen gu’elles soient continues en moyenne a linfini.

b) Un eourant est dit nul 4 la frontiére (DE RuaM, 1954) si T et dT
sont ¢ontinus e¢n moyennce 4 l'infini et si de plus

(dT, g)=(T, o)

pour tonte forme pe {,. (On voit immédiatement que si T est une forme a

a coefficients continus sur £2, ecs conditions impliquent que a=0sur 2'.)
Etablissons maintenant les propriétés suivantes de CT et GT.

1) Si T cst continu en moyenne a 'infini, on a dans 9,
AGT=T—CT.
En effet (AGT, ¢)=(GT,A¢)=(T,GA¢})=(T. p—Cg)=(T—CT, ¢)

pour toute forme geD,.

2) Si T, et T, sont nuls a la frontiére, on a dans
(1) dG,dT,=0. (1) 3G, 6T,=0.
(2) dG,8T,=T,.  (2) 8G,dT,=T,.
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Ces formules s’obtiennent par transposition & partir de celies du
Ne¢ 3.9 ¢). Nous nous bornons i vérifier la premiére :
. P

(dG,dTy, p)=(G,dT,, dg}=(dT,. G, d¢), sigped,.
Mais si T, est nul & Ja frontigre
2Ty, G 6g)=(Ty, 6G,6¢)=0.
Done (dG,dT,, ¢)=0 pour tout ge9,, d’ott dG,dT,=0 dans ¥,.
3) SiT,*T,dT, 6T sent nuls i la frontiére, on a
GAT=T-—CT.

Eneffet (GddT.9)=(déT,Ge)=(8T, iG¢)=(T, déGgp),

. (G3dT, p}=(0dT, Ce)=(dT, dGg)=(T, 6dG¢),
d’oit (GAT, ¢)=(T, AGg)=(T, p—Ce)=(T—CT, 9).

3.11 Application au probléme de Cousin

Bornons-nous ici au cas do degré 1, ot les parties singuliéres données
sont fermées et cofermdées au voisinage des singularités et ot 'on exige
les mémes propriétés de la solution.

Dans le cas oh la surface n’cst pas compacte, la forme méro-harino-
nique @ n’est pas caractérisée univoquement par ses parties singuliéres
et ses périodes (BADER, 1954 : MyrBERG, 1955). Il faut lui imposer en
outre une condition de régularité a I'infini. Nous choisirons la snivante :
le courant T=wpw doit étre contine en moyenne A 'infini.

Soit, comme au N°¢ 2.8, T;=vpew; le courant associé dans V; a la
forme méro-harmonique w;. Soient a nouveaun Uy ct U, les fonctionnelles
linéaires de D, définies globalement par les §T; et les dT;, vu les con-
ditions de compatibilité,

0 (T;— Tu)=0, d(T;—Ti)=0, dans V,nV,.
Le courant cherché T doit satisfaire aux conditions suivantes :
1) dT=U,, §T=1,.
2) T est continu ¢n moyenne i 'infini.

3) T est orthogonal aux champs harmoniques: CT=0.
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A

Les conditions 1) et 2) déterminent la solution i un champ harmo-
nique prés. La condition 3) fixe celui-ci univoquement. La solution est
done unique, si elle existe.

Nous allons démontrer que:

Pour qne la solution existe, il suffit que les fonctionnelles U, et < U,
soient nulles 4 la frontiére.

Formons le courant T=0G (dU, + dU,), ce qui est possible puisque
FPhypothése faite implique que dU; et U, sont continus en moyenne a
Pinfini. Vérifions qn’il satisfait aux conditions.

1} Les formules du N° 3.11 sont applicables
dT=dG,6U,=1,, 8T=6G,dU,=1,, dans 9.

2) dU, et §U, étant continns en movenne a 'infini, il en est de méme

de G,dU, et G, 6U, et par suite de T.
3) CT=CG,{(dU;+ 6U,)=0. T est donc bien une sclution.

Remarque : Si les singularités sont en nombre fini, ’hypothése faite
sur U, et * U, est automatiquement réalisée. Cette hypotbése st de toute
maniére nécessaire si 'on exige que pour la solution T, les fonctionnelles
0T et dT soient nulles a la frontidre.
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