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WERNER SORENSEN 

I N T R O D U C T I O N 

La théorie des fonctions et formes harmoniques dans un espace de 
Riemann a fait l'objet de nombreux travaux récents. Les progrès réalisés 
ont leur source dans la découverte d'une généralisation adéquate de 
l'opérateur laplacien A et dans le développement systématique de la 
théorie non seulement pour des formes différentielles mais pour une 
classe étendue de fonctionnelles linéaires (courants). 

Les résultats obtenus dans ces travaux ne sont pas applicables immé­
diatement à la théorie des fonctions et différentielles harmoniques sur 
une surface de Riemann, puisqu'une telle surface n'est pas en elle-même 
munie d'une structure d'espace métrique. 

Dans le présent travail, nous associons à la surface S l'une de ses 
différentielles abéliennes de première espèce 0 , exprimée en coordonnées 
locales par &=dz et nous introduisons sur S la métrique attachée à cette 
forme en posant ds2=dzd£. Moyennant quelques précautions rendues 
nécessaires par les singularités que présente cette métrique aux points 
en lesquels 0 = 0 , nous pouvons transposer le formalisme développé dans 
les théories susmentionnées et étudier les formes harmoniques sur S 
comme solutions de l'équation 4 « = 0 . Précisons d'ailleurs que les 
notions de fonction harmonique ou de champ harmonique de degré 1 
sont indépendantes de la métrique introduite. 

Dans l'étude de l'équation A/Â = IJ!, nous n'avons fait usage d'aucun 
résultat général concernant l'existence et l'unicité de la solution. Au 
contraire, nous avons prouvé l'existence de celle-ci en vérifiant qu'une 
forme explicitement indiquée satisfait aux conditions requises. En 
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d'autres termes, notre procédé fournit, dans le cas des surfaces de 
Riemann envisagées, à Ia fois l'existence de l'opérateur de Green-de 
Rahm et la forme explicite de son noyau. 

Le chapitre premier est consacré au rappel des notions fondamen­
tales et expose les modifications qu'il convient de leur apporter pour 
tenir compte des singularités de la métrique. Pour l'essentiel, ces notions 
sont empruntées à l'ouvrage de G. DE RHAM : Variétés tlifférentiables 
(Paris, Hermann, 1955). 

Le chapitre I I présente l'étude de l'équation Aft=y) dans le cas d'une 
surface de Riemann compacté (close). Nous y définissons par son noyau 
métrique un opérateur G dont nous vérifions qu'il jouit des propriétés 
de l'opérateur de Green-de Rham. Cet opérateur permet d'exprimer 
comme courant (solution d'un problème de Cousin) la « différentielle 
harmonique avec singularités » admettant des parties singulières données. 

Le chapitre I I I reprend l'examen de l'équation A/i=y> dans le cas 
d'un domaine relativement compact à frontière très régulière. Nous y 
indiquons le noyau de l'opérateur de Green-de Rham correspondant 
aux diverses propriétés à la frontière qu'on peut exiger de Ia solution. 
Dans l'application faite au problème de Cousin, Ie langage utilisé permet 
de formuler de manière naturelle la condition qu'il convient d'imposer 
à la donnée des parties singulières lorsqu'elles ne sont pas en nombre 
fini. 

Il m'est agréable, enfin, d'exprimer ici ma gratitude à M. R. BADER 
pour l'aide efficace et amicale qu'il m'a prodiguée tout au long de 
ce travail. 



CHAPITRE PREMIER 

N O T I O N S F O N D A M E N T A L E S 

J. J Introduction d'une métrique sur S. Forme adjointe. 

Produit scalaire 

Sur t o u t e surface de R iemann S, d 'ordre de connexion supérieur 

à 1, il existe une différentielle abélienne 0, régulière sur S et à in té­

grale de Dirichlet finie ( N E V A N L I N N A , 1941). 

Soit 0=dz l 'expression de 0 en coordonnées locales. E n posant 

ds2=dz• dz, on définit une métr ique sur S, singulière aux points isolés en 

lesquels ¢ = 0 . P o u r abréger, nous appellerons ces points les points 0 

et nous désignerons pa r S& l 'espace de Riemann obtenu en excluant les 

points 0 de la surface S. 

A t o u t e forme C ^ , q>, de degré 0, 1, ou 2 correspond, t o u t d ' abord 

sur S1/. une forme adjointe *q> dont l 'expression en coordonnées locales 

est la su ivante : 

• -dlAdi, 
2 

(px = a • dt -\- ö • di, * (pj = i (— adt + ä • dt), 

<p2 = Adt Adi, * <p„ = — Ii • A • 

On note immédia tement que pour une forme de degré 1, la forme 

adjointe est indépendante de la métr ique particulière in t rodui te . 

Le définition de *ip sur Sm est é tendue à S par cont inui té , ce qui est 

toujours possible pour *y0 e t '7J1, mais en général pas pour 'C)2, don t 

les coefficients deviennent singuliers a u x points 0 . 

Nous désignerons par ê l 'espace des formes C*0 sur S, pa r ê 0 le 

sous-espace des formes dont l 'adjointe est encore C ^ sur S . S 0 comprend 

donc toutes les formes C2"0 de degrés 0 et 1, ainsi que les formes de 

degré 2 qui sont l 'adjointe d 'une fonction C ^ . Nous désignerons pa r 5) 

l 'espace des formes C don t le suppor t est compact et nous poserons 

$0=ê0nS>. 

<Pt>=f(P), <p»=f(p) 

—ï 
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A deux formes homogènes de même degré <p et ip, on associe leur 

produi t scalaire .̂ 
(tp,y>) = l<pA*y> 

défini quand l 'intégrale envisagée converge. On vérifie immédia tement 

les formules 
(<p,y) = (y,(p) e t (*<p, *y) = (ç), y)). 

1.2 Différentielles d'ordre n . Sous-espaces ë „ , 5 ) n î On-

Champs harmoniques 

Nous désignerons pa r d l 'opérateur de differentiation extérieure. 

d fait correspondre à une forme de degré k une forme de degré & + 1, 

don t l 'expression en coordonnées locales est donnée p a r : 

d<pQ =:~-'dt-\-—-dly Om1=I — — \dtAdiy rfç),= 0 . 
ot di \ot di/ 

La forme tp est dite fermée lorsque J ^ = O . 

Avec D E E H A M (1955), nous introduisons et désignons pa r ô l 'opé­

ra teu r de co differentiation défini pa r ô =—*d*. ö fait correspondre à 

une forme de degré k une forme de degré k — 1 d o n t l 'expression en 

coordonnées locales est donnée par : 

x n x t i 0 5 . àa\ \dz 
- 2 

<5ç>2 = 2 
dz\ 

dt\ 

/SA .dZzfdzY^. JdK Kd*z(dz\ . . . 

La forme <p est di te cofermée lorsque ô<p = 0. 

Tandis que dq> est associé à q> i ndépendamment de la métr ique, 6q> en 

dépend au contraire essentiellement. A cause de la singularité signalée 

de *y2-> lß S formes Oq)1 = — *(d*<p}) e t Oq)2=—*d*w2 ont des coefficients 

singuliers a u x points 0 e t ne sont donc pas des formes Ĉ " sur S . Nous 

désignerons par (S1 Ie sous-espace des formes de <S0 don t les différentielles 

premières dq> et ôq> appar t iennent encore à 1S0. 

P lus généralement, nous considérerons les différentielles d 'ordre n 

d 'une forme çp, obtenues en lui app l iquan t n fois a l te rna t ivement les 

opérateurs d et à. Nous appellerons &n l 'espace des formes d o n t les 

différentielles d'ordre g n appar t iennent à Q0. Les formes de <§„ qui 

sont à suppor t compact cons t i tuent le sous-espace @ n = <S„ O © . Enfin, 

file:///dtAdiy
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nous désignerons par i5I„ le sous-espace de &„ comprenant les formes 

dont les différentielles d'ordre 5̂  n sont de norme finie. On remarque 

que pour des formes de degré 0, iS = (S0 — O1 9̂  (S2. Cela entraîne que 

pour des formes de degré 1, (S=(Sn^tS1=IS2 tandis que pour des 

formes de degré 2, (S # (S0-(S1 ^= S2 . 
Si (p et y sont des formes homogènes, le degré de tp étant égal à celui 

de do>, on a 
d(<p/\*y))=d<pA*ip—oy)/\*q>. 

Intégrons les deux membres sur un domaine -O, de frontière régulière Q', 

et appliquons à l'intégrale du membre de gauche la formule de Stokes 

da = I a 
n "a' 

Nous obtenons, en notant [tp. ip)i} Ie produit scalaire étendu à Q 

Cette formule fondamentale montre que : 

L'opérateur ô est transposé métrique (DE RHAM, 1955) de d sur 

l'espace S)1. 

En effet, si (p et y> sont à support compact, on peut choisir pour Q 

un domaine contenant les supports de (p et tp. Les produits scalaires 

étendus à Q sont alors les produits scalaires tout court et l'intégrale 

sur Q' est nulle. Il n'est pas nécessaire de supposer ^eS)2
 c a r * <W' e s t 

régulier pour tout 7JeS)1. 

On appelle champ harmonique (SPENCER, 1953) une forme appar­

tenant à <S0 et qui est àia fois fermée et cofermée : <peiS0, d(p=0, <Syi = 0. 

Les champs harmoniques de degré 0 sont les constantes. Pour le 

degré 2, ce sont les multiples constants de -dzAdz, puisque l'adjointe 

d'un champ harmonique est évidemment un champ harmonique. Pour 

le degré 1, on peut écrire localement <px = df, puisqu'un champ harmonique 

est fermé, donc localement exact. La condition (5^ = (5^/-0 exprime, 

comme nous le verrons au IY0 1.3 que / e s t une fonction harmonique. 

Les champs harmoniques de degré 1 s'identifient donc aux différen­

tielles harmoniques habituellement considérées en théorie des fonctions. 

On peut observer d'ailleurs directement que l'espace des champs harmo­

niques ne dépend pas de la métrique introduite, puisque les expressions 

de Uq)1 et d*çpi n'en dépendent pas. 
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1.3 Opérateur laplacien. Formule de Green. Formes harmoniques 

L'opérateur cpiUl faut considérer comme la généralisation adéquate 
du laplacien est, selon DE RHAM (1954), l'opérateur 

A = dô-^Ôd. 

L'expression de A <p est particulièrement simple sur S ,̂ lorsqu'on se sert 
des coordonnées locales z, z: 

Aq>o = — 4 
dzdz 

Aq>i = Aa-dz-{- Aà-dzt Ay>2 =AA-dz Adz. 

Les formes obtenues sont en général singulières aux points 0, pour les 
trois degrés. Elles définissent par continuité des formes C°° sur S lorsque 
(pe&i, mais cette condition n'est pas nécessaire. Calculons en effet ZJ^1 

en coordonnées t, i: 

A Ò (da 

dt\dt 
*l(^.dl dt-4 

di \ dt dt 
di. 

Plaçons-nous en un point 0, où dz=tndt. En écrivant que la partie sin­
gulière de Aq)1 est nulle, on trouve pour le coefficient o{ï, i) 

a(t, £ )= / ( ( ) + 1 - • *• g(f) + f*+1- f"+1- h(ttî), 

où f(t), g(i) et /i(/, () sont des fonctions C°°. On en tire 

*d(p1 = — 2i 
k(t) k(ï) 
t" t" + ... ó>, = —2 ^W + MQ 

l" t" + .» 

où k(t)=g{i) -{- tg' (i) et où les termes non écrits sont réguliers. Donc 
(pifi&i bien que Ayx soit C°°. Démontrons que : 

Pour qu'une forme a dont Aa est C^0 appartienne à Q11 il faut et il 
suffit que 

f ôaA*(p—q)A*da=0, pour cpeQ0 

( I désigne la limite d'intégrales sur des cercles de rayon e centrés aux 

points 0. Cette limite ne dépend pas de l'uniformisante locale choisie). 
La condition est évidemment nécessaire. Pour voir qu'elle est suffi-
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sante, plaçons-nous dans Ie cas d'un point 0t en lequel dz a un zéro 
simple. Au voisinage de ce point, nous avons 

*da = ~ 2i 
k h 
t t + ••• <5a = - 2 

Ik 
- + t 

k 

i + ... 
où k est une constante, les termes non écrits étant réguliers. Formons 

•&=f.(dt + dt), W^f-ii-dt + dt), 

où / est une fonction C0"0, égale à 1 dans un voisinage de <Z>,, dont le 
support compact ne renferme pas d'autre point 0 et se trouve dans le 
domaine du système de coordonnées (; t. Nous avons 

I Sa/\*ê~#A*da=8ji(fc + Je), I Oaf\>ê' — #'A*rfa=8jti(fc— Jt). 

Ces deux intégrales devant être nulles, puisque •&,•&'S^1, on a Jc=O, 
ce qui entraîne la régularité de *da et <5a au point $;. Le cas où dz 
présente un zéro multiple n'offre pas de difficulté supplémentaire. Ces 
considérations peuvent être répétées pour chaque point 0 ; Ia condition 
imposée entraîne donc bien a e (S1. 

Dans la formule fondamentale I du N0 1.2, posons d'abord (p=ôa 
et ip~ß puis (p~ß et ip=da, où a e (S1. Il vient 

(doa,ß)Q={oa,Oß)Si-^ foaA*ß., {oda, ß)Q={da, dß)Q- \ß/\*da. 

En additionnant membre à membre, on obtient 

I I {aatß)a={da,dß)0 + {oa..aß)0+ oaA'ß-ß /\*da. 
Q' 

Enfin, en permutant les rôles de a et ß, puis en soustrayant membre 
à membre, on obtient la formule de Green 

I I I {Aa,ß)a={a,Aß)a-\- aA*dß-ß/\*da + oaA*ß-ößA*a. 
J0. 

En prenant pour a et ß des formes de 5 \ dont le support est contenu 
à l'intérieur de Q, on voit que : 

L'opérateur A est son propre transposé métrique sur 1S)1. 
L'hypothèse a, ße^S)1 suffit en effet pour assurer la continuité des 

integrands dans les produits scalaires (Aa, ß) et (a, âß). 
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Nous appellerons forme harmonique une forme appa r t enan t à E1 et 

vérifiant sur S<p l 'équat ion Aq)=O. 

Pour le degré 0, la condition A<pQ=òdf— 0 équivaut à d*df=0. 

Or cette expression est indépendante de la métr ique int rodui te : les formes 

harmoniques de degré 0 s'identifient aux fonctions harmoniques habi­

tuel lement étudiées en théorie des fonctions. 

P o u r le degré 2, les formes harmoniques sont les adjointes des 

fonctions harmoniques , puisque "A= A*. 

P o u r le degré 1, bornons-nous ici à insister sur Ie fait que la condition 

A<p=0 sur S<r> n 'en t ra îne pas <pe<§i> Nous donnerons aux N o s 2.3 et 3.4 

des exemples de formes C°° sur S, vérifiant l 'équation A<p=0 sur S# 

mais n ' a p p a r t e n a n t pas à E 1 . Nous les appellerons formes pseudo­

harmoniques . 

1.4 Topologie sur les espaces deformes. Notion de courant 

Un ensemble 91c de formes <p est dit localement borné au p o i n t p si, 

dans un voisinage compact de p. les dérivées partielles d 'ordre S^k des 

coefficients des formes 9? sont bornées, quel que soit k. 

91c est borné dans & s'il est localement borné en tou t poin t p. II 

est d i t borné dans 5) s'il est borné dans <S et si les formes ont en outre 

leur suppor t compris dans un compact fixe1. 

9ÌC est borné dans £[ si l 'ensemble des normes des <p est borné. 

91c sera di t borné dans <§„ (ou S)n) si les formes (p appar t iennent à &n 

et si 9ÌC est borné dans & (ou ®) . 

91c sera di t borné dans £[„ s'il est borné dans Qn e t si les différen­

tielles d 'ordre ^ n des formes <p sont de norme bornée. 

D E R H A M n o m m e courant u n e fonctionnelle linéaire (T, <p) sur 5), 

continue dans le sens su ivant : J (T, (p) | reste borné sur t ou t ensemble de 

formes borné dans 5). Dans no t r e cas, il convient de remplacer 5) pa r S)0 . 

L 'espace vectoriel des courants , dual de S)0 est noté S)0 ' . Nous dési­

gnerons de même par ©„' l 'espace des fonctionnelles finéaires continues 

sur 2>„. 
Exemple 1. Toute forme a à coefficients localement sommables 

définit un courant T si l 'on pose 

Un courant T sera di t C ^ s'il existe une forme C°°, a, telle que 

(T><p)=(a>9>) P o u r 9>e®0. 

1 Ces définitions sont empruntées à l'ouvrage de G. DE Rn AM, Var. diff. p. 43. 
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Exemple 2. Appelons semi-méroh armoni que * une forme fi C°° sur 
S—p, dont les coefficients présentent en p une partie singulière de 
fonction méromorphe. Une telle forme définit un courant T si l'on pose 

(T,(p) = vp(fi,<p), pour (pe%, 

vp désignant la valeur principale au sens de Cauchy. Moyennant une 
partition de l'unité, on peut supposer le support de q> compact, compris 
dans le domaine du système t, t. Le calcul de (ß, <p) conduit à des 

intégrales de fonctions de la forme f et -s, où f et g sont 
des fonctions C . Les formules 

f A r •/(«.') dtAdi = — fl^f.dtAdi, 
J tm+l ml J t dtm 

i'ië« we« 

J im+1 e m\ J i dim 

montrent l'existence de t>/> (ß, <p) et la continuité de T = vpß. 

Exemple 3. Posons 

(T, ÇT)=0 si <p est de degré 0 ou 2 , 

< ï » = si tp=a-dt~\- âdi, 

T est évidemment une fonctionnelle linéaire continue sur S)0. On dit que 
Ie courant T a pour support le point p parce que (T, <p) = 0 pour toute 
forme ip dont le support appartient à S— p. 

' Remarque : II est immédiat que deux formes C a et a' ne définissent 
Ie même courant que si elles sont identiques. 

1.5 Différentielles d'un courant. Exemples 

Par définition, Ia différentielle rfT d'un courant T sera la fonction­
nelle linéaire de S)1 définie par 

(<*T, 9>) = (T, ô<p), pour ^eS) 1 . 

La continuité de dT résulte du fait que si <p varie dans une partie bornée 
de S)1, Ôcp reste dans une partie bornée de S)0. 

1 Cf. IH notion de forme semi-méromorphe dons h. SCHWARTZ, 1953. 
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On définit de même la co différentielle ÔT d'un courant T en posant 

(«5T, ^) = (T, d<p), pour <pe%. 

La définition des différentielles d'ordre n, comme fonctionnelles 
linéaires de 3K est complètement analogue. 

Exemple 1. Si T = a est une forme de Q0, on peut identifier les 
différentielles dT et ÔT du courant avec celles da et ôa de la forme. 

(dT, Ci) = (T, ô<p) = (a, ô<p) = (da, <p), 

(ôT,<p) = (T,d<p) = (a,d<p) = (ôa,<p). . 

Exemple 2. Si T=vpß est semi-méroharmonique, il faut distinguer 
les différentielles dT et ÔT des fonctionnelles vpdß et vpoß. 

(dT, <p) = (T, o<p) = vp(ß,o<p) = vp(dß,<p)- fß/\*<p, 

(oT,<p) = (T,d<p) = vp(ß,d<p) = vP(oß,<p)+ fyA'ß. 

On obtient donc les différentielles dT et ÔT en ajoutant à vpdß et vpoß 
des courants de support ponctuel p : 

dT=vpdß+Vp, où (U1,, p) = — I ß/\*<p, 
Jp 

oT=vpoß+\p, où (V,,ç») = + \9^*ß-
p 

Exemple 3. Si T = a est une forme de (S1, on peut identifier le 
laplacìen AT du courant et celui Zia de Ia forme. Par définition 

(AT,tp) = (T,A<p) = (a,A<p). 
Par conséquent 

(AT, <p) = (Aa, <p), puisque a e ê j et CJeS2. 

Exemptée. Si T=vpß est s emi-méroh armoni que, on obtient le 
laplacien ZlT du courant en ajoutant à la fonctionnelle vpAß Ie courant 
Wp de support ponctuel p : 

(Wp,tp)= I <p/\*dß-ßf\*d(p + ö<p/\*ß—Oßf\'<p, 

(AT,<p)=(T,A<p) = vP(ß,A<p) = vp(Aß,<p)±(Wp,<p). 
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Un courant T sera dit fermé, cofermé ou harmonique selon que 
dT=0 dans ©J, OT=O dans S)J, ZlT = O dans 2>2. Signalons ici sans 
démonstration l'important théorème de régularité des courants harmo­
niques : un courant harmonique dans un domaine Q est égal à une forme 
C°° dans Q (voir DE RHAM, 1955, p. 149). 

Bornons-nous à établir que : 

Si une forme C , a, définit un courant harmonique, cette forme est 
harmonique. 

a) Soit ç?e© une forme dont le support ne contient pas de point 0. 
L'application de la formule de Green montre que 

(Aa, <p)~ (a, Ay) = O, puisque ^eS) 2 . 

On en déduit que Aa=O en tout point de So. 

h) Montrons que a e ̂ 1. Il suffit de remarquer que les formes 
ê=f-(dt-\-di) etd'=fi( — dt-\~di) envisagées au N0 1.3 appartiennent 
à S)2 puisque AU=Od = d# ' = (5#' = 0 au voisinage de 0. Donc (a, Ad) = O 
et (a,Ad') = 0. L'application de la formule de Green, compte tenu de 
ZIa=O fournit immédiatement les relations 

Òaf\*$—$A*da=0, ÔaA*&' — &'A'da = 0. 

Nous avons remarqué au N0 1.3 que celles-ci entraînent QCiS1. 

CHAPITRE II 

É T U D E DE L ' É Q U A T I O N A(i = y S U R U N E S U R F A C E 

D E R I E M A N N COMPACTE ( C L O S E ) 

2.1 Généralités, Identité des formes et champs harmoniques 

Dans le cas où S est une surface compacte (de genre p > 0), on peut 
préciser sur quelques points les notions introduites au chapitre précédent : 

a) On sait que sur une surface compacte de genre p , une différentielle 
abélienne de première espèce s'annule en 2p — 2 points (WEYL, 1947). 
Il y a donc un nombre fini %p—2 de points .0. Nous supposerons pour 
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simplifier que ces points sont dist incts , c'est-à-dire que 0 n ' a que des 

zéros simples. 

b) La distinction entre &n et ©„ disparaît , puisque toute forme sur S 

est à support compact . 

c) Le produi t scalaire de deux formes C°°, a et ß, existe toujours, 

pourvu que l 'une d'elles appar t ienne à <£0. 

Les formules d ' intégrat ion du N 0 1.2 p rennent une forme intéres­

san te lorsqu 'on les appl ique pour i 2 — S , puisqu'alors la frontière est 

nulle. On obtient : 

(d(p, y) = (<p, ôip), si y>e&0, 

{é<p, y)=(dq), dip)-\- (ó>, ôy), si <p, ^ e S 1 , 

(é<p,y>) = (<p,ây>), si y, t / j ee j . 

Appliquons Ia seconde pour C)=^g(S 1 . Elle devient 

(A(P, cp) = (d(p, dep) -f (ô<p, ô<p), 

si bien que ç?eêi et A<p=Q impliquent dq>=0 et Oq)=O. Au t remen t d i t : 

Sur une surface compacte, tou te forme harmonique est un champ 

harmonique . 

2.2 Espace des champs harmoniques. Opérateur C 

Examinons séparément pour les degrés 0, 1, 2 les solutions du sys­

tème d<p=0 e t (5(^=:0. 

1) d<p0 — 0 entraîne, 9¾ = cons tan te . 

Les champs harmoniques de degré 0 sont les fonctions constantes. 

2) Dans Ie domaine a t taché au système de coordonnées t, U où 

(P1 = U (f, i) dt-\-â (t, t) dt, 

les conditions d(p1 = 0 e t OCp1 = O en t ra înent , d 'après les formules du 

N 0 1.2 ^ 

dt dt 

Donc a (t, I) est une fonction analyt ique de / seulement : a (t, t) =f(i) • 

P a r suite <p1 = 2cKf(t)dt. 

U n champ harmonique de degré 1 est la par t ie réelle d 'une différentielle 

abélienne de première espèce, et réciproquement . Il en résulte que : 

Les champs harmoniques de degré 1 forment un espace vectoriel de 

dimension réelle 2p, 
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3) <5<p2—O entraîne, d*o)2 = 0 d'où *(p2 — constante. 

Les champs harmoniques de degré 2 sont les multiples de ~dz/\dz. 

Désignons par c; les éléments d'une base orthonormée (inhomogène) 
de l'espace des champs harmoniques. Constituons la forme double 

2p + 2 

{P*V)=2^Ci(p)>Ci{q), 

et l'opérateur C dont c(p, q) est le noyau métrique : 

£<p = [c(p*q),<p{q)). 

On vérifie immédiatement que (C<p, ci) ~ (q>, c;). Par suite 

poui tout champ harmonique/. Cette formule montre que l'opérateur C 
reproduit les champs harmoniques {BERGMANN, 1950) : C / = / . Elle carac­
térise C G> comme projection orthogonale de tp sur l'espace des champs 
harmoniques. L'opérateur C ne dépend donc pas de la base cf choisie 
pour former le noyau c (p , q). 

L'opérateur C jouit des propriétés suivantes1: 

1) C = C C est son propre transposé métrique. En effet 

(dp , V ) = ( ^ i C v) = V(9»* c i ) ' (V ' ci)-

2) * C = C * C permute avec *. En effet 

*C9>=2yCi(p)-(ci (9) ,ç>(î) ) , 

=2^*^ (p) • (*Ci (q), *(p(q)) = C*(p. 

La dernière égalité résulte du fait que les • c; forment une base ortho­
normée s ï l en est ainsi des c,-. 

3) d C=^oC=O et CO=Crf = 0. 

Les premières égalités sont vraies par définition. Les secondes en dé­
coulent puisque Cô et Cd sont transposés métriques de dC et ôC res­
pectivement. 

1 Cf. les propriétés de l 'opérateur H dans l'ouvrage de G. D E RI IAM, p . 155. 
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2.3 Espace des formes pseudo-harmoniques 

Nous appellerons pseudo-harmonique toute forme appartenant à &0 

et vérifiant l'équation A<p=G sur S^. Toute forme harmonique est donc 
pseudo-harmonique, mais nous allons voir que l'inverse est faux, au 
moins pour le degré 1. (Pour les degrés 0 et 2, on a êo=<§i et par suite, 
toute forme pseudo-harmonique est harmonique.) 

Envisageons les 4p— 4 formes tpk et *çîfc(fc=l, . . . , 2p — 2) définies 
par 

q>k=(3lTk+i3Tk) -rfz + (cïÎrt— i3r'k) -dz, 

où ft et r'k sont des fonctions analytiques sauf au point 0k (en lequel 

dz=t-dt), ont en ce point le pôle - , cftr* et ST^ étant uniformes. 
Posons encore 

Ç70=da + dz. 

Les 4p—2 formes cpk et *q>k ainsi constituées sont C00 sur S. Elles appar­
tiennent donc à (S0=(S- D'autre part, les coefficients de dz et dz sont des 
fonctions harmoniques sur S0. Par conséquent A<pk=0 sur S0 : les 
formes 9¾ et *<pk sont donc pseudo-harmoniques. Posons 

<pk=ak-dl-\-âk-di. 

On établit immédiatement la propriété suivante des coefficients Ot : 
Au point 0k, on a cr; = 0 si j^k et a t = l . On en déduit : 

Les Ap—2 formes 9¼ et *<pfc(/r:=0, 1, . . . , 2^>—2) sont linéairement 
indépendantes sur le corps des réels. 

En effet, Ia forme pseudo-harmonique 

2p~2 
J-Z. 

= }?.k<pk -f- (tk* <pk~f• dt -f- /'• di 
fc-,0 

a au point 0j un coefficient / qui vaut ?.j—i[ij. Par suite, l'équation 
çp— 0 n'est possible que si ^ = ^ - = 0 , d'abord pou i j ' ä 1, puis poury = 0. 

Comme il n'existe pas plus de 2/> champs harmoniques linéairement 
indépendants et que 4p—2>2p dès que / > > 1 , on en conclut que cer­
taines au moins des formes pseudo-harmoniques 9¾ et *<pk ne sont pas 
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harmoniques. Notons d'ailleurs les formules suivantes, qu'on vérifie par 

un calcul simple : 

dz dz 

dz dz 

où du)k=dTk— dr'k est une différentielle abélienne.de première espèce. 

Démontrons maintenant que : 

Les 4p—2 formes <pk et *<pfe(fc=0, 1, . . . , 2p—2) constituent une 

base de l'espace des formes pseudo-harmoniques. 

Rappelons d'abord la remarque faite au N0 1.3 quant aux coefficients 

d'une forme /t dont le laplacien A1U est régulier sur S. Il en découle 

immédiatement que pour une telle forme, l'intégrale de Dirichlet 

D [ß, fi] = {dpi, d/t) + [O1U, (5//) 

reste bornée. Elle vaut 

D[fi,fj.] = {Aft,/A)— ôftA'f.t—ftA'dfi. 

On déduit de cette formule qu'une forme pseudo-harmonique dont les 

coefficients sont nuls en tous les points 0 est un champ harmonique. 

Soit <p une forme pseudo-harmonique quelconque. Formons 

2p-2 

t = i 

Nous pouvons choisir ?.j et /^- de manière à annuler g et g au point 0j. 

Par suite, f est un champ harmonique. La différentielle abélienne 

ip-\-i*y s'annule aux 2p—2 points ¢,- : c'est donc un multiple (complexe) 

de dz. Donc ip= A0 ç>0 + //0 *<p0,
 o u À» e t ßo s o n t réels. Donc 

2 p ~ 2 

— V ^9¾ + /***?¾! 
fc = 0 

ce qui démontre le résultat annoncé. 

L'espace 3f. des formes pseudo-harmoniques est donc un espace 

vectoriel de dimension réelle 4p—2. Il se décompose orthogonalement 

en l'espace 3C1 des champs harmoniques, de dimension 2p et l'espace 3C2, 
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de dimension 2p—2, des formes pseudo-harmoniques orthogonales aux 
champs. 

Dans l'espace JC2, l'intégrale de Dirichlet Df1W, /i] est une forme 
quadratique définie positive. Il est donc possible de construire une base 
de 3C2 dont les éléments A1- soient D-orthonormés : D[Zi1-, Ay] = ôy. Cons­
tituons la forme double h(p, g) et l'opérateur D définis par 

Zp-2 

D^i = D[A(P, j) , /*(*)], 

D/i est défini sur l'espace des formes // de D-norme finie et ne dépend 
évidemment pas de la base choisie pour définir la forme h(p, g). On a 

DA (-=D[A(p, ¢), A,] = *,, 

D reproduit donc les formes de l'espace 3C2- Par suite T)V)^i=VfJ. 
On notera qu'une forme p scudo-harmonique A est nulle si mais seu- ' 

lement si CA=O et DA = O. 

2.4 Solutions et pseudo-solutions de Véquation Aft.= y) 

Nous dirons qu'une forme /t est une pseudo-solution de l'équation 
/âfi=y) si elle appartient à (S0 et vérifie cette équation sur S&. C'est une 
solution si elle appartient à &i • 

Avant de discuter la condition nécessaire et suffisante pour l'exis­
tence d'une solution, voici quelques remarques préliminaires : 

a) Une pseudo-solution de l'équation est déterminée à une forme 
p seu do-h armoni que près. Elle est donc univoquement caractérisée si l'on 
exige que C// = 0 et D/< = 0. Nous désignerons cette pseudo-solution 
particulière par ttt0\ Si /J^ existe, on a 

D [ ^ A ] = O, p 0 u r t o u t hellt. 

h) Une solution //1^ de l'équation est déterminée à un champ harmo­
nique près. Elle est donc univoquement caractérisée si l'on exige que 
C / / u ' = 0 . Si /z'1' existe: nous avons 

D[W0U] = ( V 1 U ) - fôftMÏA'h-hA'dijW, 

d'où Df/*.'1*, h] = (ip, A), pour tout Ae3C 
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Comme D [/r , A] = O si A est un champ harmonique, on voit que la 
condition Cy=O est nécessaire pour qu'il existe une solution. 

c) Si la pseudo-solution /r0' et Ia solution /i^ existent, la différence 
ji/.W—fßü est égale à la forme p s eu do -Ii arm oui que 

H v = ( A ( P , 9), y (g)). 

En effet C(^3>-V°>) = CHy = 0. 

D'autre part D ( ^ W - / / 0 > ) = D [ ^ , h{p, g)] = (y, h{p, g)), 

d 'où: D ( Z i W - ^ ) = D H y = H y . 

d) Réciproquement, si la pseudo-solution u^ existe et si C y = O , la 
forme /i=j(/.<0J4-Hy est solution de l'équation. 

En effet D [ H y , A] = (y, A), 

pour AeJC2 quel que soit y et pour tout AeJC si C y = O . 

Donc D[« , fc] = D|><0>, A] + D [Hy, A]=(y, h), pour tout AeJf, 

d'où ô/.i./\'h — h/\*dfit=0, pour tout heJC. 

'* 
Si l'on prend A=(̂ Jc et A = * (pk, l'intégrale en <Z>ĵ  0fc est automatiquement 
nulle et la condition écrite entraîne, comme au N 0 1.3 que Op. et *d/t 
sont réguliers au point 0k, Ceci est valable pour tout point 0k. Donc 
î = j[t(°)-|- H y est une solution. 

Nous allons démontrer maintenant le résultat fondamental : 
La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation zl J«=y 

admette une solution est que C y = O . 
Nous avons vu déjà sous b) que la condition est nécessaire. Pour 

démontrer qu'elle est suffisante, nous allons prouver qu'elle entraîne 
l'existence de la pseudo-solution //°* en construisant explicitement celle-
ci. D'après d) l'existence d'une solution sera ainsi démontrée. 

2.5 Construction de la pseudo-solution /y'0' de Véquation â / * = y 

Soit g(pp0 ; qq0) la fonction harmonique en p pour p^q, </0, admet­

tant en ces points les singularités log qp et + •— log qQp ot 
s annulant pour p= p0. 
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Constituons les formes doubles 

ft(p, q)=lp• \+~{dzpdzq + dspdzq) + - • dzpAd£p• -dzqAdzqi 

YP0V0(PI I)^g(PPo î ?îo)'*(/»» î) • 

Soit rp q l'opérateur admettant yPnqQ{p-,q) pour noyau métrique, 

^ « • ^ ( ^ (P»î)» ?(«))• 

1) Pour tout Ç5eê0, rp q (p est une forme C00 en tout point P^q0, 

présentant en ce point Ia partie singulière —^~^°E 9oP'\k{p' 9h Wï))* 
2 Tt \ ' 

En effet, les coefficients de Ia forme -Tp. ?0 <p sont de la forme 

I ê(PPo ï 99a) f(q) dtqAdtqi où f(q) est 0°° et il est bien connu qu'il 

s'agit de fonctions C°° de pt sauf en p==q0. 

2) Pour tout 9?eêoi -^ 0 J 0 ( I - C)C 7 e s t u n e forme C ^ . 
Cela tient au fait que k(p, g) est un champ harmonique en q. 

3) L'opérateur (1—C) Tp q (1 — C) ne dépend pas de p0 et 9o • 
En effet, nous avons 

g (PPI ; Wi) —g too ; ?So) + g ( m ; 9o9i) -ë (PiPo ; 99i) » 

d'où 

^ 1 , , ( 1 -C) ¢ ) ^ ^ ( 1 - 0 ) ^ + ^ ( ^ 0 ^ 0 ^ ) - ( ^ ( / . , g), (1 -C) Ç»(Î)), 

- (g (Pi Po ; 99i) • k (P> 9) » (1 - C) <P (9)) • 

Le deuxième terme est nul ; Ie troisième est un champ harmonique en p. 
Par conséquent 

( i - c ) rPiii(i-q C 5 = ( I - Q / ^ 0 ( I - C ) «p. 

Nous renoncerons donc à mentionner les indices pQ et q0. 

4) L'opérateur ( 1 - C ) T ( I - C ) est self-adjoint. 
En effet, l'adjoint de cet opérateur est 

( 1 - C ) T ' ( 1 - C ) ' = ( l - C ) r ' ( l - C ) . 
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Mais r 'p o , o a pour noyau g(qp6 ;pq0) • k{q, p)^g{pq0 ; qp0) - k(p, q) à 

cause de la propriété de symétrie de gippo^o) qui s'exprime par la 
formule 

ë(ppo;qqo)=g{(i9o>ppo)-

Par conséquent F'p q =Fq p et cette propriété résulte de la précédente. 

5) Pour toute forme C°°tp à support compact sur S*, on a 

[1-C)F1^0Ay=Ip-Cy. 

Par définition F 1^ %A y> = (yPo ÎQ (g, p), A y> (?)). 

En appliquant la formule de Green au domaine obtenu en excluant de la 
surface deux petits cercles de rayon e centrés en p et g0, nous trouvons 
à la limite, puisque Ay=Q, 

r'pQ%Ay)— J tpf\*dy — yA*dy) + ôip/\*y — ôyA*y>. 

Un calcul classique montre que la limite de l'intégrale existe et vaut 

r'po %A W=1P(P)- J X P ) , 
où 

J'ipip)=/^), si y> est de degré 0, 

3'y)(p) — a(qfj)dzp-\-â(ql))-dzp, si tp est de degré 1, 

J ' y ( p ) = A(g0) • dzpAdzp, si tp est de degré 2. 

Dans les trois cas, J'ip est donc un champ harmonique. 

Par suite (1 — C) /" P 9 Aip=ip— Cip. 

6) Pour toute forme <pe&üi on a sur S^ l'égalité 

àrPoqo(i-q<P=<P-c<p. 

Soit en effet ip une forme C quelconque à support compact sur 
S,/,. Nous pouvons écrire 

(AF^[I-C)9, y>) = ( / ^ ( 1 - 0 ) ? , Ay>) = ((l-C)<p, rPo%Ay>), 

= (<p, ( l - C ) r P o , 0 ^ ) = (?>, (l-C)v), 

- ( ( 1 - C ) 9 , v)-
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Cette relation prouve l'égalité des formes ArPfj q (1 — C) p et (1 — C) p sur 
la surface S*. 

Il résulte de cette dernière propriété que l'équation A/t = g?—Cy 
admet toujours la pseudo-solution 

^ ( 1 - C ) T ( I - C ) 9 3 . 

On vérifie immédiatement que D,« = 0. La pseudo-solution ainsi cons­
truite est donc / / ° \ Ajoutons à //*0' la forme pseudo-harmonique 

H ( 1 - C) p = ( 1 - C) H ( 1 - C) p . 

On obtient fvl>, l'unique solution orthogonale aux champs harmoniques : 

^ w = C y = ( I - C ) ( r + H ) ( I - C ) ? . 

Nous appellerons l'opérateur G ainsi construit opérateur de Green-
de Rahm (SÖRENSEN, BADER, 1957) ; nous allons en indiquer les pro­
priétés essentielles. 

2.6 Propriétés de l'opérateur de Green-de Rham 
(DE BHAM, 1955) 

a) L'opérateur G permute avec *: G ' = *G. 
Partons de l'équation 

ZlGy=Ci—Cp. 

Prenons l'adjointe des deux membres et tenons compte des relations 
A*=*A et_C* = ' C . II vient 

z l ' G p ^ ' p — C*p. 

Par ailleurs C ' G p = * CGp=O. 

Or la seule solution de l'équation / l / i ^ ' p — C ' p qui soit orthogonale 
aux champs harmoniques est G*p. Donc * G p = G * p . 

b) L'opérateur G permute avec d: Gd~dG. 

Partons de l'équation Z) G p = p—Cp. Différcntions les deux membres 
et tenons compte des relations dA=Ad=dòd et rfC = 0. Il vient 

ZlrfGp=rfp. 

Par ailleurs C d G p = O . Or la seule solution de l'équation Afi = d<p qui 
soit orthogonale aux champs harmoniques est Gr/p. Donc Grfp=rfGp. 
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Il résul te des propriétés a) e t b) que l 'opérateur G pe rmu te avec 

t o u t symbole de differentiation, pour a u t a n t que les expressions 

obtenues aient un sens. Notons en particulier : 

GzJ 9? = A G<P = ÇD—Cip, pour <pe&2, 

J G 1 J c ) 0 - O , OQ1O(P2 = O, pour ç ? e ê j , 

J G 1 O C ) 2 = ( P 2 - C ( P 2 , ( 5 G 1 ^ 0 = ( P 0 - C i P 0 , pour ^ e S 1 . 

Démont rons p a r exemple ces dernières formules 

d G1OIp2 = &„dÔ<p2 = G2A<p„ = <p2 — C(p2-

(5G1J(P0 = G0Od(Pv = G0A(P0 = (Po - C p 0 . 

c j L 'opéra teur G est son propre transposé m é t r i q u e : G' = G . 

Car (A G(p, Gip) = {(p—C<pt Gy)) = ((p, Gip), 

et (AGip, Gcp) = (y)—Cip, G(p) = {y>,G(p). 

Mais {A Gcp, Gy) = [A G y , G-?), 

puisque G(p, G^iG(S1 e t que A est son propre t ransposé métr ique sur S1 , 

Donc (93, Gip)=(G(p, ip). 

e) L 'opéra teur G transforme une par t ie bornée de (S0 en une par t ie 

bornée de (S2-
On sait que si L (p , g) est une forme C ^ sauf sur Ia diagonale p = q, 

où L (p, q) est le produi t de log r pa r une forme C°°, l 'ensemble des 

formes / l ç ) = ( L ( p , q), <p{q)j est borné dans & s'il en est ainsi de l'en­

semble des formes (p. (Pour la démonstrat ion, voir D E K H A M . p . 138, 

lemme 4.) 

Il en résulte immédia tement que si l 'ensemble des formes (p est 

borné dans Q, il en est de même des formes Gip. Vérifions que Gip e (S2 -Gip 

est par construction une forme de (S1 : il ne reste qu 'à constater que 

ses différentielles secondes restent régulières. Pour le degré 0, il n 'y a 

que ôdG(p=A GcJ=CJ—C9? qui est C~ . Pour le degré 1, (S, = <S2. Pour 

le degré 2 , il n 'y a que dòGq> = AG(p—(p—C9) qui est C' . 
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2.7 Les courants CT et GT 

La définition des opérateurs C et G peut être étendue aux courants 
si l'on pose 

, ' ( C T » = (T ,C V ) , (GT51P) = (T5G7 3). 

On notera que : 

1) Le courant CT est un champ harmonique. En effet, 

(
2p + 2 \ 2j. + 2 

T,£(c,(?), <P(9))-Ci(p)\=Ylc^ 9>(g))'(T,ci), 
/ 2 p + 2 V 

= £ (T, e,)-cfe), c>fe)J, 

2p + 2 

CT est donc identique au champ harmonique } (T, Ci)- C1-. 

Remarquons d'ailleurs que la définition de CT reste valable lorsque T, 
sans être un courant est une fonctionnelle de ©ré, puisque le champ 
harmonique C97 appartient à S)n pour tout n. 

2) GT est un courant associé à toute fonctionnelle linéaire T de S)J. 
En effet, si <p reste dans une partie bornée de <S0, Qtp reste dans une 
partie bornée de ê 2

 e t ^a fonctionnelle T reste bornée sur un tel ensemble. 
Donc GT reste borné sur toute partie bornée de (S0. 

Il en résulte en particulier que G Zl T est un courant si T est un courant, 
ou que GdU ou G<5U sont des courants si U est une fonctionnelle linéaire 
de S);. 

En transposant les formules du N0 2 .2 , on obtient 

C*T=-CT, CdT = O, CzIT=O, 

tandis que rfCT=0, OCT=O, 

puisque CT est un champ harmonique. 
De même, en transposant les formules du N0 2 .6 , on obtient 

G Z l T = T - C T , dans S)0, pour tout courant T, 

ZlGT = T - C T , dans S);, 

dG,<5U 2=U 2-CU 2 et OG1JU0 = U 0 - C U 0 , dans S)J. 
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2.8 Le problème de Cousin 

(DE RHASI, KODAÏRA, 1950; SCHWARTZ, 1953; BADER, SÖRENSEN, 1957) 

Rappelons qu'il s'agit du problème classique suivant : 
On donne dans des ouverts V; formant un recouvrement de S des 

formes méroharmoniques a);, vérifiant la condition de compatibilité 
suivante: a>;—w,- est une forme harmonique dans ViPiVj. 

On demande de trouver une forme méroharmonique a> telle que 
M-(Oi soit une forme harmonique dans V ; . La solution étant déterminée 
à un champ harmonique près, on la rend unique en exigeant, par exemple, 
qu'elle soit orthogonale {en valeur principale) aux champs harmoniques. 

Soient Ti=vpa>i le courant associé dans Vf à to;, T=vpa> le courant 
associé à la solution, si elle existe. 
Formons dans Vi la fonctionnelle Ui-Z)T1-, explicitement définie par 

(U;,<p) = q}A*da>i—wi/\*d<p-\-ô(pA*a}i—ô(OiA*(p> 

pour tout <pe&2 ayant son support dans Vf. Les U1- définissent globa­
lement une fonctionnelle U de ^2 et le problème posé peut être formulé 
comme suit : 

Résoudre l'équation ZlT = U, avec la condition CT=O. 
La condition nécessaire et suffisante pour que le problème ait une 

solution est que CU = O. 

a) S'il existe une solution T, on a CU=CzIT = O. La condition 
est donc nécessaire. 

b) Si CU=O, le courant T = G U est solution du problème. En effet, 
nous avons vu que ZlGU = U — CU dans S^ et de plus CGU = O. La 
condition est donc suffisante. 

Discutons maintenant la condition CU = O. 

1) Degré 0. La condition CU=O équivaut à 

(U,1)=V Ç*doH=0. 

Si fi désigne la fonction analytique dans V; dont &>; est la partie 
réelle, cette condition exprime le résultat classique que la somme des 
résidus des différentielles rf/; aux points singuliers qt doit être nulle. 
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2) Degré 2 . La condition CU = O équivaut à 

2 
V,-dzAdz\ = - > ÔOH=Q. 

9i 

C'est la condition du degré 0 pour *co. 

Dans le cas du degré 1, le problème se pose différemment du fait 

que les formes a>; données sont fermées et cofermées en dehors de Ia 

singularité (/,- et qu 'on exige alors que la solution soit fermée et cofermée 

dans t o u t domaine de la surface S —(ç,) . Reprenons Ie problème. 

Envisageons dans Vf les fonctionnelles JT,- e t OT1-, définies explici­

t ement par 

(dTi,<p)=— I û>tA»<p, ((ST,,?)) = + I y A» co,-, 

pour t o u t <peêi dont Ie support est dans V;. Les J T i et ôTi définissent 

globalement les fonctionnelles U2 e t U0 respect ivement . Il s 'agit de 

résoudre le système 

J T = U 2 , - 5 T = U 0 , C T - O . 

La condition nécessaire et suffisante pour que le problème soit pos­

sible est C U 0 = O et C U 2 - O . 

a) S'il existe une solution T, on a C U 0 - C o T = O et CU2 = C d T = O . 

La condition est donc nécessaire. 

b) Si C U 0 = O et CU2 = O, le courant T = G ( J U 0 +<5U2) est solution 

du problème. Nous avons vu en effet au N 0 2.7 que 

J G 1 O U 2 = U 2 - C U 2 = U 2 e t (5G1JU0 = U 0 - C U 0 = U 0 , 

,SG1OU2=O et J G 1 J U 0 = O, 

d'où J T = U 2 et O T = U 0 , d a n s ® ; . 

Enfin, C T = C G ( J U 0 + oU2) = 0 . La condition est donc suffisante. 

Explicitons ma in tenan t les conditions C U 0 - O et CU2 = O. Elles 

s 'écrivent 

U2 , - J z A J s I = -V Tw1 = O, (U0!l) = + V f'(Oi=0, 2: 
Z I / I I 

— " î i 9, 

et expriment Ie fait que les différentielles analytiques Qi=w, + i*co,- ont 

aux points singuliers ç; des résidus dont la somme est nulle. 
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CHAPITRE III 

É T U D E DE L 'ÉQUATION âii = y SUR UN D O M A I N E 

R E L A T I V E M E N T COMPACT A F R O N T I È R E 

T R È S R É G U L I È R E D ' U N E S U R F A C E DE R I E M A N N 

3.1 Double de Schottky du domaine Q 

Soit Q un domaine relativement compact d'une surface de Riemann, 
de genre g et dont la frontière, supposée très régulière (PARREAU, 1951), 
comporte c courbes fermées disjointes. Il est bien connu qu'on peut 
souder à Q un symétrique Q (BADER, 1954), de manière à constituer 
une surface close Q, qu'on appelle le double de Schottky (AHLFORS, 1950 ; 
D U F F , 1952) de Q. Q a pour genre g = 2g + c — 1. 

Pour définir la métrique sur Q. nous prendrons une différentielle 
abélienne & de Q, symétrique en ce sens que si en p , 0=dz, alors 
en p , 0 =dz, [0 est donc réelle le long de la frontière.) Les points 
0 étant symétriques deux à deux sur Q, il s'en trouve g —1 sur Q* 
nous supposerons, pour des raisons de simplicité que les zéros de 0 
sont d'ordre 1. 

La correspondance involutive entre p et p sur Q permet d'accorder 
les uniformisantes en p et p de telle manière que si </. voisin de p, a, dans 
Ie système attaché en p. les coordonnées dx, dy. le point q ait dans Ie 
système attaché à p les coordonnées dx, —dy. En un point p de la fron­
tière, on suppose en outre que d ) '>0 dans Û et < 0 dans Q. 

Deux formes (p et <p sont symétriques Fune de l'autre si la valeur de <p 
correspondant au déplacement infinitésimal pq est égale à la valeur de q> 
pour le déplacement symétrique pq. En coordonnées locales, nous 
obtenons les formules explicites : 

<Po(p)=f{p), Mp)=f{P)* 

<Pi(p) = a(p)dx + b{p)dy, ^i(p) = a(p)dx~b{p)dy, 

9%, (p) = A (p) -dxAdy, y2 {p) = — A (p) dx A dy. 

La correspondance entre <p et <p est involutive par définition <p —<p. 
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On vérifie par des calculs simples les propriétés suivantes de l 'opé­

ra teu r de symétr ie ~ : 

(1) <p /\y> =q> A ij). (2) d<p =d(p. 

(3) r^ = _ „ £ . (4) I ^ 2 = - I ^2. 

Il résulte de (2) et (3) que (5<p—<5<p. Par su i te : L 'opérateur ~ commute 

avec t o u t opérateur de differentiation. 

Il résulte de (1) et (3) que (pf\*ip— — çJA *îp. P a r suite, en ver tu de (4) 

I Ç J A ' ^ J = I ^ A * £ I , c.-à-d. (<p,y))2 = (y,yi)s. 

r ' r 
Une forme est symétr ique (antisymétrique) sur Q si <p=(f> (resp. 

(p— — ç5). Les différentielles d 'une forme ç> sont symétr iques ou ant i-

symétr iques en même temps que (p. P a r contre, l 'adjointe d 'une forme 

symétr ique est ant i symétr ique et inversement . 

La restriction à Q d 'une forme ant isymétr ique est nulle le long de la 

frontière. (Il en est donc de même des différentielles de cet te forme.) 

Démontrons que pour les formes pseudo-harmoniques, la réciproque 

suivante est jus te : 

1) Une forme pseudo-harmonique sur Q vérifiant sur Q' les conditions 

(p=ô(p= 0 se prolonge par ant isymétr ie en une forme pseudo-h armoni que 

sur Q. 

Posons rp= adx -f- bdy où dx=éft (dz) et dy = $ (dz). 

Si <p est pseudo-harmonique, a e t 6 sont des fonctions harmoniques . Les 

conditions q>^ô(p=0 sur Q' impl iquent a = 0 et — = 0 sur Q'. E n ver tu 
ày 

du principe de symétr ie , on peu t prolonger a et 6 en posant 

a(p) = -~a(p), b(p)= + b(p), 

ce qui justifie l'affirmation. On démontre de manière analogue : 

2) Une forme pseudo-harmonique sur Q vérifiant sur Q' les conditions 

•ç>= *dtp=Q se prolonge par symétrie en une forme pseudo-harmonique 

sur Q. 
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3.2 Extensions symétrique et antisymêtrique de C(p, îlq>, F<p 

A t o u t e forme sur Q, ip, correspondent une extension ant isymêtr ique 

ipa et une extension symétr ique ips définies par 

V a = V - V N VS = V + V-

Quand le support de y) est dans Q, les extensions tpa e t ipB réalisent le 

prolongement de tp par ant isymétr ie ou par symétrie . 

A t o u t opérateur linéaire L sur Q correspondent de même des exten­

sions ant isymétr ique et symétr ique définies par 

L a y — L ^ — L i / ) , L s Tp=Ly-f-Lv>. 

Si l ( p , q) est le noyau de l 'opérateur L, ceux de Lfl et L s sont 

la{p*q)=i{p*q)—l{p*9)> h(pi$)=i(p>q) + i{pi ti­

rons allons exprimer ces noyaux en te rmes don t la définition ne fait 

in tervenir que le domaine Q, dans le cas où L est l 'un ou l 'autre des 

opérateurs C, H, / \ 

1) On p e u t supposer que la base or thonormée des champs harmo­

niques sur Q est formée de g -j- 1 champs ant isymétr iques c" et de 

g -j-1 champs symétr iques c'. Les n o y a u x ca{p^q) e t c, (p, q) sont 

alors 
î + i ê+i' 

c« (P. 9) =2^^(^)-^(9)' ^(P^q)=2mJ
è'i(p)-èi{q). 

i = l i = 1 

Introduisons les formes c° = ]/2-c" et c\=]i2-c\. Elles const i tuent des 

bases or thonormées sur Q des champs prolougeables p a r ant isymétr ie 

(c.-à-d. nuls sur Q') et des champs prolougeables par symétr ie {c.-à-d. 

don t l 'adjointe est nulle sur Q'). Nous avons 

s+i s+i 

M / ^ 9 ) = 2 y ° ( p ) . c ° ( g ) , c , ( p , g ) - ^ c ; ( p ) - c ; ( 9 ) . 

2) Des considérations analogues pour H mont ren t que 

S - I S - I 

=v* A.(p, q) =l_i
h"(P) • * ( ï ) . h'(P, q) =l_lh<ip) ' h'iiq)-
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3) Avant d'expliciter les noyaux de Fa et de Ft, remarquons que 
dans le noyau de F, il convient, sur la surface symétrique j2, de 
remplacer la fonction g(pp0 ; qg0) par la fonction 

Qf(PPo ; qq0) = •= 8 (PPo'* Wo)+ë (PP 

qui jouit de la propriété de symétrie 6Jf1 (pp0 ; qq0) = Qf(PP0 ; qq0) • 
Cela est possible, puisque le choix de p 0 et ^0 n'influe pas sur l'opé­
rateur G. 
Si l'on remarque que 

^f(PPo îWoH^/CWoïWo) et k(p,q) = k(p,q) d'où y(p,q) = y(p,q) 

on obtient 

y« (i>> ?)=y (p. Î) - y te> q). y« (p. 9)=y te. Î ) + y te> ?) • 

lies extensions antisymétrique et symétrique de *3'f(pPo » 99oK s o '^ 

g (p. 9, ß ) = Q / ( P P O ; qqo) - ^/tepo ; m). 

n. (p, ff, £?)= ̂ f(PP0 ; Wo) + ®£(ppo ; ÏÎO) 

ont pour restrictions à Q les fonctions de Green et de Neumann de ce 
domaine (SCUIFFER, SPETS'CER, 1954). Ce sont en effet des fonctions har­
moniques en p , ayant en p = q la singularité voulue. Les propriétés à la 
frontière découlent des propriétés de symétrie 

g (p, q, Q) = —g (p, q, Q), n(p,q,Q)^-\-n (p.. q, Q), 

g (p, q, Q) = — g (p, g, ß ) , n (p, j , Q) = + n (p, j , ß ) . 

Les noyaux de /*„ et F, prennent alors la forme 

y«(jM) = 2 

y* te* s) = 2 

g(A + fc) + n(fc-fc) 

g(fc_fc) + n.(fc + £) 

Envisageons alors l'opérateur de Green-de Rham de Q 

C = ( I - C ) ( / •+ H ) ( I - C ) . 
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On voit très simplement que ses extensions antisymétrique et symé­
trique sont 

G-. = ( 1 - C . ) ( r . + H . ) ( l - Q , G 1 - ( I - C ) ( A - H H 1 ) ( I - C ) , 

où les opérateurs successifs agissent sur les restrictions à Q des formes 
précédemment obtenues. 

3.3 Champs harmoniques 

Les champs harmoniques de degré 0 (<Jç)0=0) sont les constantes. 
Les champs harmoniques de degré 2 ((5^2 = O) sont les multiples constants 
de dzAdz. Pour les champs harmoniques de degré 1, de norme finie 
par définition, nous pouvons énoncer la proposition suivante : 

Tout champ harmonique se décompose orthogonalement en un 
champ harmonique c, prolongeable par symétrie sur Q, et la différen­
tielle df d'une fonction harmonique à intégrale de Dirichlet bornée. 

Soit en effet c„ Ie champ symétrique sur Q qui a les mêmes périodes 
que le champ donné c sur les cycles d'une base de Q. Si c, désigne la 
restriction de c, à Q, le champ c~c, est une forme fermée dont toutes 
les périodes sur Q sont nulles. Donc 

C = C - L d / . 

Comme <5tf/*=0, / est une fonction harmonique et comme df est de 
norme finie, l'intégrale de Dirichlet de / est finie. D'autre part, la 
décomposition est orthogonale car 

(c.,rf/) = (ôc. , /)H- | / A * c . = 0, puisque 'C1=Q sur Q'1. 

La décomposition obtenue est évidemment unique. En l'appliquant 
au champ harmonique c' = — * c, on obtient pour c la décomposition duale 

C - C - L 9̂¾: 

où c„ est un champ prolongeable sur Q par antisymétric. 
On notera que la condition 'c=0 sur Q' entraîne que c est prolongeable 

sur Q par symétrie. En effet, cette condition entraîne *d /=0 sur Q', d'où 
(df, d/) = 0, c'est-à-dire df=0. 

On voit de même qu'un champ harmonique vérifiant sur Q' la con­
dition c = 0 est prolongeable sur Q par antisymétrie. Par suite : 

Un champ harmonique tel que C=O et * c = 0 sur Û' est nul sur Q. 

1 Si / n'est pas C ^ sur # ' , on considère df comme limite CH nonne de df„. 011/,1 est C 0 0 

sur a'. (SCHIFFER Al. et SPKNCEK .D. C , 1954, p . 137.) 
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Les champs harmoniques prolongeâmes par symétrie sur Q sont 
reproduits par le noyau c,(p, q) introduit au N0 3.2. 

Pour exprimer le noyau reproduisant des champs harmoniques 
exacts df, examinons les produits scalaires (dg, df) et (rfn, df), où g et n 
sont les fonctions de Green et de Neumann du domaine Q. On vérifie 
immédiatement que 

(dg,df)=(g,ödf)+ gA>df=V, 

(dn,df) = (f,ôdn)+(fA*dn=f(9)-f(q0)=f(q)z, 

puisqu'on peut supposer/(^0J = O. Par suite 

(d(n-g),df)=f(q), 

ce qui montre que les champs exacts df sont reproduits par la forme 
double dpdq (n~g) qui est un champ en p et en q. Le noyau reproduisant 
des champs harmoniques sur Q est donc, pour le degré 1 

c (p, q) = c, (p, q) -f- dpdq (n-g). 

3.4 Formes pseudo-harmoniques et harmoniques 

Précisons que dans le cas d'une surface non compacte, les formes 
harmoniques et pseu do-harmoniques doivent appartenir à £ïj, ce qui 
implique que leurs norme et D-norme sont finies. 

Envisageons les 2g—2 formes Ok et *ak définies par 

Ck^(SIn-\-i3r'k) • dz -f ( A T —idr'k) • dz, 

où cftzfc est la fonction harmonique uniforme nulle sur Q', ayant au 

point 0k (en lequel dz=t-ât) la singularité cS-(-)> tandis que 3t'k est 

uniforme, nulle sur Q' et admet en 0k la singularité 31 - 1 • 

Les formes 0¾ et *<7fe sont C ^ sur Q et vérifient sur Q& l'équation 
A<p=0. Ce sont donc 2g—2 formes pseu do-harmoniques, nulles ainsi que 
l'adjointe sur la frontière Q'. Nous appellerons de telles formes stric­
tement pseudo-harmoniques, à cause de la propriété suivante : 

1 On a (dg, df)Qg=^0 pour tout domaine QE limite1 par Ia ligne de niveau g= s. Ln for­
mule est donc valable à la limite £ = 0 même s i /n ' e s t pBs C0*0 sur Q'. 

"Voir la note p. 33. 
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Une forme s t r ic tement pseudo-harmonique ne peu t être harmonique 

que si elle est ident iquement nulle. 

E n effet, on a pour tou te forme de Ot1 

D[ÇJ, <p]=(A<p, çp) — I ò(pf\*<p—(pf\*d(p. 

Une forme harmonique nulle ainsi que l 'adjointe sur Q' est donc un 

champ harmonique . Mais un champ nul ainsi que l 'adjointe sur Q' est 

ident iquement nul . 

On démont re comme pour les formes 9¾ et *q>h du N 0 2 . 3 , en exa­

minan t les développements aux points 0,- que : 

Les 2g—2 formes 0¾ et *0k sont l inéairement indépendantes sur le 

corps des réels. 

On voi t comme au N 0 2 . 3 qu ' é t an t donné une forme s t r ic tement 

P seudo-harmonique quelconque a, il est possible, en lui sous t rayan t une 

combinaison linéaire à coefficients réels des Ok et *(jfe, d 'annuler les 

coefficients de la forme aux points 0j. La formule et le ra isonnement ci-

dessus mon t r en t que la forme obtenue est ident iquement nulle. Par 

conséquent : 

Les formes s t r ic tement pseudo-harmoniques forment un espace vec­

toriel de dimension 2g—2 sur le corps des réels. Les formes 0¾ et *Ok 

en const i tuent une base. 

Etabl issons ma in t enan t que : 

Tou te forme pseudo-harmonique se décompose D-orthogonalement 

en une forme s t r ic tement pseudo-harmonique et une forme harmonique . 

Soit a,-{£=1, . . . . 2g— 2) une base D-orthonormée de l 'espace des 

formes s t r ic tement pseudo-harmoniques. <p é t an t une forme pseudo-

harmonique quelconque, posons 

2g-2 

/1 = <p— \ D [ç?, Gi] • (Tj. 

On a D [h. CTj] = O pour £ = 1 , . . . , 2 | — 2, et donc D[Zt, er] = 0 pour tou te 

forme s t r ic tement pseudo-harmonique o, ce qui entra ine 

I oA*dk— o A A * f f = 0 . 
J9 

E n p renan t pour a les formes Ok e t *Ok- on voit que *dh et ôh sont 

réguliers au point 0k. P a r suite, h est une forme harmonique . Il est 
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évident par construction que les deux composantes de <p sont D-ortho-
gonales, ce qui rend la décomposition unique. 

On déduit de ce résultat le théorème d'existence suivant relatif aux 
formes harmoniques sur Q : 

Etant donné une forme 0 à coefficients continus au voisinage de Q', il 
existe iine forme harmonique et une seule telle que h=0 et */1= *0 sur Q'. 

Soit h=a-dx-\- b-dy (où dz=dx -\- i-dy) la forme harmonique cher­
chée. La donnée de h et *k sur Q' fixe la valeur des coefficients a et b 
sur Q'. Soient a et ß les fonctions harmoniques régulières sur le domaine 
Q et prenant sur Q' les valeurs a = a et ß=b. La forme yi=a-dx-\~ ß-dy 
est pseudo-harmonique sur Q, telle que ip=d et *ip=*Q sur Q'. Décom­
posons alors tp en ip= o -J- h. La forme harmonique h a sur la frontière 
les valeurs imposées puisque a et *o* sont nuls sur Q'. L'unicité est im­
médiate, une forme harmonique nulle sur la frontière ainsi que l'ad­
jointe étant identiquement nulle. ~ 

3.5 Solution dans Q1 de Véquation A/x=:f 
avec les conditions aux limites /*=0 et ' / /= ( ) sur Q' 

Des calculs analogues à ceux du N0 2.5 montrent que Ia forme 

fi=rWV,= [g(Piq,D)-k(p,q),y>(q)]D 

vérifie; quelle que soit la forme C ^ Ĵ e S) l'équation A/i = ip. De plus, 
ji=*it = 0 sur Q'. Par contre /If^Q1 et par conséquent ft n'est qu'une 
pseudo-solution. 

Ajoutons à ji la forme strictement pseudo-harmonique 

2g-2 

H<°V =£] (<* , W) ou 
î - i 

où les at forment une base D-orthonormée des formes strictement 
pseudo-harmoniques. Nous avons 

D[>, a] = I ftA*do— òa/\'fj~0, 

•-V Q' 

puisque it et */.i sont nuls aux points 0 et sur Q'. De même 

D[H«Vo-] = ( y ^ ) -
Donc 
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Or 

Donc 

\ò{ft + H10V) A*a-aA*d(/*+H<°V) = 0. 
•V 

Cette condition entraîne que /^0 ' = (J1*0* + H*0*) V e ê j • C'est donc la solu­

t ion du problème. L'unicité est immédiate . E n résumé : 

L 'équa t ion Afi=ip admet , quel que soit ^ e S ) , une solution unique 

telle q u e / / = * / ' — 0 sur Q' : c'est //<°>= (FM -f H(o)) ip. 

3.6 Solution dans $ , des équations Aj.i=ip auec /es conditions 

a) // = 0 et (5// = 0 .sur Q' ; h) *//.= 0 et *d/i = 0 sur Q' 

La condition nécessaire et suffisante pour que l 'équation A1U-Ip 

adme t t e une solution telle q u e / / — r5/<=0 sur Q' est C n ^ = O . La solution 

est un ique si Ton exige C f l / t = 0 . 

E n effet, si /i est solution, on a 

(y, C0)= (Afi, cQ)= — c„A'd/ / . -{-<5/ / .A 'c a =0. 
" J T 

La condit ion est donc nécessaire. 

Si //, et /(' sont deux solutions, la différence A = / / — / / est une forme 

harmonique telle que A = O A = 0 sur Q' : c'est donc u n champ harmonique 

prolongeable sur Q pa r ant isymétr ie . P a r suite, la condition CnM=O 

rend Ia solution unique. 

Pour mont re r que Ia condition est suffisante, par tons de 

Aùip = ip—Cip. 

Prenons l 'extension ant isymétr ique des deux membres . Il v ient 

AG-aip=if)a~Cay}~ipa. 
Donc sur Q 

A G n ^ = i p , 

et il est évident que C n G n ^ = O . E n posant ^ = ( I - C „ ) ç > , on voit en 

résumé que : 

L 'équat ion Af.t = (p— Cn<p possède pour t ou t <pe© une solution unique 

telle que /* = <5// = 0 sur Q' et Cn/* = 0. C'est 

^ = G i V = ( 1 - 0 ( ^ + H a ) ( I - C . ) ? . 
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b) On démontre de manière complètement analogue que : 
L'équation AjLi = <p—C.ÇJ possède pour tout ç?e5) une solution unique 

telle que *^=*d/j,= Q sur Q' et C ^ = O . C'est 

3.7 Décomposition orthogonale de ÇJ en une forme homologue à 0, 
une forme cohomologue à 0 et un champ harmonique 

KODAIRA a démontré (DE RHAM, 1955), dans des conditions bien 
plus générales, l'existence et l'unicité d'une décomposition orthogonale 

Ç J = E Ç J + F Ç J + Cq), pour çje®, 

où EÇJ est homologue à 0, FÇJ cohomologue à 0, CÇJ fermé et cofermé. 
Nous allons expliciter cette décomposition en prouvant que 

J£<p=dôGa<p, Fq)—ôdGt<p. 

Si nous substituons à EÇJ et FÇJ les formes indiquées, les conditions 
imposées à EÇJ et FÇJ sont évidemment satisfaites, y compris l'orthogo-
nalité de EÇJ et FÇJ dont la vérification est immédiate: 

(E<p,F(p) = (dôGra<p, òdG,(p)= \ôGa<pA*ôdGa<p=0. 

Posons donc CJ=EcJ+ F Ç J + LÇJ et montrons que Lc)=CcJ. 

1) d E ç j = 0 , <SEç)=(M G0ÇJ=<5Ç>. 

2) Ô F ç i = 0 , . dFq>=dAG.<p=d<p. 

Il résulte de là que dLçj=<5Lçj=0. LÇJ est donc un champ harmonique. 

3) (EÇJ, c)~(dôGaq>, c) = I <5Gnç)A*c=0, pour tout champ c. 
Jü> 

4) (FÇJ, c) = (6dGaq>, c) = ~ I cA*dG,<p=0, pour tout champ c. 
Ja> 

Il en résulte que (9?, C )=(LÇJ , c) pour tout champ c, ce qui justifie l'affir­
mation L Ç J = C Ç ) . 
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3.8 Solution dans Q1 de Véquation Afi=ip avec les conditions 

aux limites ôft = 0 et 'd/t — O sur Q'. 

Opérateur de Green-de Rham-Spencer (1953) 

La condition nécessaire et suffisante pour que l 'équat ion admet te 

une solution vérifiant les conditions ôft = *diu = 0 sur Q' est C y ™ 0 . La 

solution est unique si Ton exige C//.= 0 . 

Si ft est une solution, on a en effet 

(y),c)~(Afi,c)— j tiA*dc—cA*dti-\-ôiiA*c—ôcA*ti—0. 

La condition est donc nécessaire. D ' au t r e par t , si fi et it' sont deux 

solutions, la différence h=ft—ft est une forme harmonique telle que 

ôh=*dh=0 sur Q' : c'est donc un champ harmonique . La solution est 

donc unique si l 'on exige C// = 0. 

Pour prouver que la condition est suffisante, nous allons mont re r 

d 'abord que la forme 
,Z = C ( E y + F y ) 

est une solution de l 'équat ion qui vérifie les conditions à la frontière. 

puisque C ( E y + F y ) = O. 

Or sur Q, on a E y + F y = y — C y , et par suite A1U = Ip. 

2) E n uti l isant la relation dG=Gd du N 0 2 . 6 , il vient 

dii' = ù{dEy>+dFyj) = ùdFy)^dÙFip. 

Comme G F y est symétr ique sur Q. on a *<f(«' = 0 sur Q'. 

3) E n uti l isant la relation Gô=(5G du N 0 2 . 6 , il vient 

V = C ( O E y + (SFy) = C d E y = O C E y . 

Comme C E y est ant isymétr ique sur Q, on a ôfi'=0 sur Q'. 

I l suffit alors d 'orthogonaliser cette solution par r appor t aux champs 

harmoniques sur Q pour obtenir la solution cherchée 

/ Z = G y - ( I - C ) C ( E y + F y ) . 

L 'opéra teur G ainsi défini a é té envisagé dans le cas d 'une var ié té 

r iemannienne pa r S P E N C E R . NOUS allons, dans le cas qui nous occupe, 

examiner la forme explicite du noyau de cet opérateur . Calculons 

( / - + H ) ( l - C ) (E + F) y = (f + H) (E + F) y . 
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1) r ( E V + F y ) = ( ^ - ( H + g ) - f c ( p , î ) , E y + F V 1 . 

En décomposant Ie noyau de P en ses parties antisymétrique et symé­
trique et en tenant compte des propriétés de symétrie de E y et F y , 
il vient 

T(Ey + Fy) = - g.(A + Ä)+n(fc-Ä),Ev> g(fc-fc) + n ( fc+fc) ,Fy 

= (g-fc,Ey + Fy)n + - (n-g)(k-k),Ey> +1 
Q *< 

(n-Ä)<fc + fc),FV 

2) En introduisant Hfl et H,, on obtient de même 

H ( E y + F y ) Ä ( A . f E y ) f l + (AJ1Fy) f l. 

"Introduisons les opérateurs 

rWy=(g.fc,(l-C)V)f l f 

Ht« = ö ( n ~ Ä)(fc— fc) + An ,Ey + _(n-g)(fc + fc)-|-A„Fy 

La solution du problème s'écrit, si l'on pose y=çj—Cço, 

/ * = G y = ( l - C ) ( r W + H ) ( l - C ) y . 

Démontrons maintenant que le noyau A(/>, q) de l'opérateur H ci-
dessus introduit jouit de la propriété de reproduction suivante: 

D h{p,q),h' = A' -CA' 

pour toute forme pseudo-harmonique h'. 

a) D [ > , h'] = ((p~Ctp, h')=(<p, h'-Ch') 

pour toute forme pseudo-harmonique A' puisque / / eô j et öfi = *dfi=Q 
sur Q'. 

*>) D (1-C)T^(I-C)9 , , h' 

= rW(\-C)(pA*dh'-oiïA*riQ){i-C)<p=o 
4>, Q' 
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puisque .T (0 |(l—C)<p et * J P ( 0 ) ( 1 — C ) y sont nuls aux points 0 comme 

sur Q'. 

c) E n soustrayant membre à membre , on obtient 

D [ H ( 1 - C ) Ç > , A ' ] = (Ç>, fc'-Cfc'), 

c'est-à-dire (DJfc(jp, ç ) , A'l, ^) — (y, A' —CA'), 

ce qu ' i l fallait établir . 

3.9 Propriétés de l'opérateur G 

L 'opéra teur G joui t , entre autres , des propriétés suivantes : 

a) G est son propre t ransposé métr ique. 

Nous avons en effet, comme dans le cas compact 

( J G y , Gy) = (y, Gy)), (AGy, Gy) = (y, Gy). 

Mais les membres de gauche sont égaux, comme le mont re l 'applicat ion 

de Ia formule de Green 

[AG(p, Gv) = ( G y , AGf) 

+ I G<pA*dGy>-Gy>A>dG<p-\-OG(p/\*Gy}-ÔGy>A'G<p. 

P a r conséquent (y, Gy) = ( G y . y)), ce qui justifie raffirmation. 

b) GA(p=q>—Cy, pour tou te forme de S)2 . 

Soit y> une forme quelconque de ® 0 . Nous avons 

[GAcp, y) = (A<pt G y ) , 

= (y , J G y ) , puisque y et ^ sont à suppor t compact , 

= ( y , y — Cy>) = ((p— C y , y ) , 

d 'où l'égalité annoncée en t o u t point du domaine Q. 

c) G1 vérifie pour tou te forme de S)1 les formules 

(1) (/G1(Zy0 = O. ( I ' ) OG1Oq)2=O. 

(2) J G 1 Oy2 = (p2. (2') OG1 d y 0 = y 0 . 



— 42 — 

Pour démontrer la première, difFérentions les deux membres de 

l'équation 
A G1 d<pQ= dq>0— Cdq>0 = d<p0, 

ClAG1O(P0 = AdG1O(P0 = O, 

dG] dq>0 est donc une forme harmonique de degré 2. Mais sur la frontière 
Q', la forme et son adjointe sont nulles. Donc dGid<pQ=0 identique­
ment. La démonstration de (1') est analogue. 

Pour démontrer la troisième, différentions les deux membres de 
l'équation 

AG1Oq)2 = Oq)2—COq)2 = à<p2, 

3AG1OCp2=A dGi Ò(p2=dò <p2 = A(p2, 

d'où A {dGtôfy- (p2) = 0. 

La forme de degré 2 dGj<5ç>2—9J2 est donc harmonique. Mais sur la fron­
tière Q', *dG1ôq>2=0 et *<p2 = 0. Par suite dGlòq>2— ç?2 = 0 identique­
ment. La démonstration de (2') est analogue. 

d) G transforme toute partie bornée de <30 en une partie bornée 
de d 2 . 

En effet, on voit comme dans Ie cas compact que l'ensemble des Gq) 
est borné dans Q>2 si l'ensemble des <p est borné dans &0. De plus, le noyau 
de G étant de carré sommable, l'ensemble des Gip est borné dans cl 
s'il en est ainsi de l'ensemble des (p. Donc l'ensemble des G<p est borné 
dans cl0. 

A cause des conditions satisfaites par Gq? sur Q', on a 

(dG(p, dG^ + iôGy, ÔG<p) = {AG(p, G<p) = {q>, Gq)), 

ce qui prouve que l'ensemble des formes dGq) et ôGq> est borné dans (3. 
Donc l'ensemble des G<p est borné dans 6I1. 

A cause de l'orthogonalité de dôGtp et OdGq), on a 

{d.ÔG(p, dÔG(p) + {ôdG<p, ôdG(p)^(dôG(p-)- ÔdG<p, dÔGy + ÔdGy), 

^(<p—C(p,(p—C<p), 

ce qui prouve que l'ensemble des dôGqa et OdGq) est borné dans c l . Doue 
l'ensemble des Gq> est borné dans £[2. 
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3.10 Courants continus en moyenne à Vinfini. 

Courants nuls à la frontière. Les courants CT et GT 

Les courants que nous considérons jouissent au voisinage de la fron­

tière de propriétés de régulari té qu 'on peut caractériser avec précision 

au moyen de not ions in t rodui tes pa r G. D E R H A M (1955). 

a) T est continu en moyenne à l'infini si | (T, ç?) | reste borné sur t o u t 

ensemble de formes à suppor t compact qui est borné dans £t0 . De même, 

T e Q - est continu en moyenne à l'infini si | (T , <p)| reste borné sur tou te 

par t ie de 5>£ bornée dans & et <fj. 

(T, <p) peut alors être défini pour tou te forme de 5) n 61 en posant 

(T , ç î ) = l i m ( T , (pn), où J9JnJ est une suite de formes à suppor t compact 

telles que le suppor t de q>—<pn s'éloigne indéfiniment et que la norme de 

<p—(pn tende vers 0 . (T , (p) reste borné s u r t o u t ensemble de telles formes 

qui est borné dans O0. (Voir D E R H A M , 1955, p. 167, p rop . 6.) 

Si T est continu en moyenne à l'infini, on peut définir les courants 

CT et GT, comme dans le cas compact , en posant 

(CT, ^) = (T, Cp), (GT, ç,) = (T, G9;), 

les seconds membres é t an t bien définis. Ces définitions s 'é tendent na tu­

rellement au cas de fonctionnelles linéaires continues de S)1 ou Q 2 , pour 

peu qu'elles soient continues en moyenne à l'infini. 

b) U n courant est di t nul à la frontière ( D E R H A M , 1954) si T et rfT 

sont continus en moyenne à l'infini et si de plus 

(<*T, CP) = (T , ô<p) 

pour tou te forme CPeOl1. (On voit immédia tement que si T est une forme a 

à coefficients continus sur Q, ces conditions impliquent q u e a = 0 sur Q'.) 

Etablissons ma in t enan t les propriétés suivantes de CT et G T . 

1) Si T est continu en moyenne à l'infini, on a dans Q 2 

J G T = T - C T . 

E n effet ( J G T , <p) = (GT,J<p) = ( T , GJ9P) = (T, Cj-C9J) = ( T - C T , <p) 

pour tou te forme <peQ2 . 

2) Si T0 et T2 sont nuls à la frontière, on a dans QJ 

(1) tfG,dTo=0. (I ') ^G1OT2 = O. 

(2) JG1-ST2 = T 2 . (2') O G 1 J T 0 = T 0 . 
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Ces formules s 'obt iennent pa r transposit ion à par t i r de celles du 

N 0 3.9 c). Nous nous bornons à vérifier Ia p remiè re : 

( J G 1 J T 0 , P) = ( G 1 J T 0 , O p ) = ( J T 0 , Q1O(P), SKPeS1. 

Mais si T0 est nu l à la frontière 

( J T 0 , G1OcO = (T01 3G1Oy) = O. 

Donc ( JG 1 J T 0 , ç>) = 0 pour t o u t p e © 1 ; d'où J G 1 J T 0 = O dans 5)i-

3) Si T , * T , J T , ÔT sont nuls à la frontière, on a 

G z I T = T - C T . 

E n effet (G J a T , Ci) = ( J a T , Gp) = (<5T, .3Gp) = (T , J<SGp) : 

(Gc5JT,p) = (ÒJT, Gp) = ( J T , J G p ) = (T , ,5JGp) , 

d 'où ( G z l T , p ) = (T , J G ^ ) = (T , P - C p ) = ( T - C T , ? ) . 

3.11 Application au problème de Cousin 

Bornons-nous ici au cas du degré 1, où les part ies singulières données 

sont fermées et cofermées au voisinage des singularités et où l'on exige 

les mêmes propriétés de la solution. 

Dans le cas où la surface n 'es t pas compacte, la forme méro-harmo-

nique co n 'es t pas caractérisée univoquement par ses part ies singulières 

et ses périodes { B A D E R , 1954; M Y R B E R G . 1955). Il faut lui imposer en 

outre une condition de régularité à l'infini. Nous choisirons la suivante : 

le courant T=vpci> doit être continu en moyenne à l'infini. 

Soit, comme au N 0 2.8, Tj=vpa)j le courant associé dans Vy à la 

forme méro-harmonique CÛJ. Soient à nouveau U0 e t U2 les fonctionnelles 

linéaires de S)J définies globalement pa r les <5Ty et les JTy, vu les con­

ditions de compatibil i té, 

<5(T,-T*) = 0, J ( T y - T ^ = O, dans VyflV, . 

Le courant cherché T doit satisfaire aux conditions suivantes : 

1) J T = U 2 , O T = U 0 . 

2) T est continu en moyenne à l'infini. 

3) T est orthogonal aux champs harmoniques : C T = O . 
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Les conditions 1) et 2) déterminent la solution à un champ harmo­

nique près. La condition 3) fixe celui-ci univoquement . La solution es t 

donc unique, si elle existe. 

Nous allons démontrer que : 

Pour que la solution existe, il suffit que les fonctionnelles U0 e t * U2 

soient nulles à la frontière. 

Formons Ie courant T = G 1 (d\J(l + OXJ2), ce qui est possible puisque 

l 'hypothèse faite implique que dV0 e t OV2 sont continus en moyenne à 

rinfìni. Vérifions qu'i l satisfait aux conditions. 

1) Les formules du N 0 3.11 sont applicables 

d T = d G , d U 2 = U a , Ó T = Ó G , < / U 0 = U 0 ; dans ©J. 

2) J U Q et OU2 é t an t continus en moyenne à l'infini, il en est de même 

de G1(ZU0 et G 1OU 2 et par suite de T. 

3) C T = C G 1 (dU 0 + (5U2) = 0 . T est donc bien une solution. 

Remarque : Si les singularités sont en nombre fini, l 'hypothèse faite 

sur UQ et * U2 est au tomat iquement réalisée. Cette hypothèse est de tou te 

manière nécessaire si l'on exige que pour la solution T, les fonctionnelles 

<5T et </T soient nulles à la frontière. 
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