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INTRODUCT1ON

L' hydrogéne solide est le plus simple des cristaux moléculaires : il est
farmé de moléecules diatomigues ne contenant chacune que deux dlectrons. Malgré
cetie simplicité, il n'existe pas pour le moment de méthode directe pour caleu—
ler les états électroniques de ¢e eristal, & part le générelisation de la métho-
de de 1a liaison farte (molecular tight-binding) utilisée par Gomez et.al.(1973}.
Celle-ci demande la connaissance, pour une barde dounée, des fonctions d'opdes
des états moléculaires dont clle est issue et se pretie de ce fait trés mal av
calcul des éiats excités.

Dans ce travail nous avons profité de la faible dépendance angulaire de la dis-
tribution de charge électronique dans la molécule =1'asphéricité est inférieure
& 4 % - pour construire un modéle sphérique de cette dernidre, ce gqui permet
dtaborder le calcul de bandes par les techniques conventiounelles. La méthode de
KER wtilisée ici consiste B rdsoudre de fagon approchée le problime de la diffu-
sion d'un électron sur un ensemble de potentiels sphériques ne se recouvrant pas,
1'hypothége du cristial infini ayant pour effei de supprimer la solution asympto-
tique libre qui apparait dans les calculs de diffusion habituels.

Le formalisme de KKR est déerit en détails dans le chapitre I.

Malgré les apparences, le prabléme & réscudre n'est pas un probléme a4 un corps,
la particule considérée étant corrélée aux putres électrons du =solide par 1'in-
teraction de Coulombk et le principe d'exclusion. Un grand effort théorique a
été investii dans la recherche d'un potentiel local qui permette de tenir compte
de ces corrélations. La simplicité de notre moddle nous a permis de déterminer
a priori la meilleure approximation pour ce potentiel parﬁi celles proposées
par différents auteurs.

La construction du potentiel cristallin fait 1'objet du chapitre 11I.

Le chapitre 11 est consacré & un bref rappel sur les groupes de syméirie.

Les résultats des calculs, ainsi qu'unc comparaison avec le travail de Gomez et
al. sont présentés dans le chapitre IV. Ces auteurs ayant &tudié la phase
orthe, dont on salt qu'elle posséde un ordre d'orlentation 2 basse tempé-
rature (ce qul peut Etre important pour le calcul d'intéqrales de recouvre-
ment), on retrouvera souvent cette Aénomination dans le texte qul va sulvre.
Il est toutefois entendu que les résultats présentés ici sont indépendants

de 1'état de spin des protons de la molécule.



Chapiire 1 : La méthede de KKR

La méthede de Korringa {1947}, Kehn et Resteker {1954) permet de trouver des
selutions apprechées de 1'équatien de Schrb'dingcr_ pour un électren dans un po-
tentiel périodique. Comme toutes les méthodes qui ne sent pas basdes sur les
pseudopotentiels, elle implique des calculs censidérables, et il a fallu atien—
dre 1'avinement des erdinateurs peur treuver les preﬁiéres applicatiens systé-
matiques A la détermination des bandes d'énergie électreniques dans les cristaux
(Ham et Segall 1961). Dans ce chapitre neus répétens en déteils la dérivation
de Kehn el Restoker en nous restreignant aux selides & un ien par cellule unité.

En principe il s'agit de résoudre 1'dquatien intégrale
-y | v a ! (}? t
fY (ﬂv = G.. ("',"") M Y(“) n (1.1)

! *
clt V a la périedicité du réseau et ol Gu(i',:]est la fonctien de Green libre :

o R \ c-i.'ae\i'f—'g-] ,
G,{!“l'\')’ G,F-L)E‘ﬁ— -7 ) =k (1.2)

En écrivant V cemme une semme de petentiels élémentaires N centrds en chaque
site et on exigeant que les fonctiens d'endes seoient du type de Blech, on oh-
tient pour la solution associde su vecteur dlonde

—Q_'_.,
5 =r

g N by
pACE %e ] Gn‘n’,‘-?.)n'(n.—al)’\fx('ﬁ-ﬁl)fu (1.3)

ell E numéretie les peints du réseau, repérés pa.rﬁl.

Ceci s'éerit sous ferme cendensée

f\fj‘l_ (®)- . g ;22w Y ®)L

* les longueurs sont mesurdes en unités de Bohr et les énergies en Rydbergs



avec:

o \ - Ar
C-I(Ei"'*‘)z - % = 0 e * (1.58)

L33

Cette dernibre quantité est appelée la Greenienne du réseau ou fonction de Green

structurale (Ziman 1969). Une forme équivalenie est donnée par

oy o L (CK)- -3
GK(E’& F') W, - (-;1.)9_‘ E (1.5b)

ol la somme se fait sur tous les vecteurs du réseau réciproque et M est le
volume de la cellule élémentaire.
Dans 1'spproche de Kohn et Rostoker,.on remarque que (1.4) est équivalente &

A
Y

la condition d'extremuws = QO pour les fonctionnelle

1

A- (Berg F)wr) | %)

_ S B ¢, [g5%)w(F) f\j_fg ')

L'évaluation de cette derniére est considérablement simplifide siV a la for-
me d'un "muffip-tin", i.e. si les ﬁ'{f-i’b‘ sont pris de symétrie sphérique au-
tour des ions correspondants et ne se recouvrent pas, le potentiel étant sup—
posé égal A une constante ‘o dans la région entre les sphires. Les limitations
introduites par ce type de potentiel ont été discutées en détails par Ham et
Segall (1961,1968}, Elles apparaissent comme peu sérieuses, m8me pour les cris-
taux fortement enisetropiques comme Se et Te. En mesurant les énergies & partir
de v, , on restreint le domaine d’'intégration damas {1.4) et (1.6} & la "sphére
atomique® de rayon My, , généralement pris égal & la moitié de la distance entre

plus proches voisins. L'idée de Kohn et Rostoker est de rédnire les intégrales
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intexrvenant dans _A_ b des intégrales sur la surface de la sphdre, eelles—ci

pouvant se calculer en développant les intégrands en ondes partielles de fagon
.|

appropriée. Afin d'éviter alors la singularité de Gef=R , on prend la

précaution d'éerire

_/\_= | /\ (1.7)
€

€ =+0

avéc

AE: K Ly r\rj:*mn\x] fYI(t] g

gcu G, (R ) v R )

En sachant que f‘i_’z est une solution de 1'équation de Sehridinger
2 -
(V +E)"Y ®) - w(®) Y, (%) (1.9)
X £

pour A< Mg » 1'expression pour ,A.edevient

| _A_G = Lu ( )N(& rYz li’)

5,13' G (€ m)(v +E) ("')

Feang €

]
En appliquant le théoréme de Greeén, on obtient pour 1'intégrale sur M

{1.10)
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! XFY (n,] _':\ }Cz(gi‘i.;'] (1.11)
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1
hp-E

°

\
A 1'aide de la propriété (l\'l\‘ L4 I\-o) :

(qu)(‘,( £ R )= S(i’-rc"] i

L

le premier terme de (1.11) se réduit a"filt), et._/\_ stéerit alors
&

S (1.13)

\ LB R N Vel
SJS {rr*l:\\_c’x_(;__) - G 57 S F[ )H

Au moyen de 1'équation (1.9) on a } \ ]J \ avec

\rf,, ') (1.14a)

_A gJ.,L [(he]d’xm”‘!s Gleior) ‘m‘

€

LT3, -1& n.-n;e
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A Sc[* [me)nr ﬂ gAS 'Y(I) M

ReA,~2€ I\.ne

{1.14b)

Une nouvelle application du théordme de Green donmne

2= § et e et =+

flen;2€ I\.h €

| (der ) (a0 dED)

(1.15
3 W »

h.'k:l‘ n:;ho.e

_ Sés Y_YLSJ G ”“)Y“zl

W

[ & I‘L ZE na=fl°'€

J\l ] SJS‘%(z')%—‘Sfa rY;(x] [(v'is)(;i\sjrz.z' ]

M€ pensle . (1.150}

AR Jsi\"fh . 3G,
*SAS{Y;‘”)MS I g feji in’l) =
f
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Une premiére smphf:tcatlon est obtenue en développant r\rr en ondes partlelles

(\‘)(; ) - Z Z LG Q(“)M “) (1.16)

4 Jeo m-1

Les C!m'sunt des coefficients A déterminer de fagon variationnelle, les Rl
sont les solutions de l'éguation de Schridinger radiale avec le potentiel ﬂ]’{ﬂ.)
et pour l'énergie E, et les ulmsmt des combinaisens lindaires rdelles et
orthonormées d'harmoniques sphériques de moment orbital Y.« , qui sg transforment
selon les représentations irrdductibles du proupe d'isotropie de l

Avec cette forme de la fonction d'onde il est facile de voir gqu'a la limite & = O

le premier terme de (1,15a) compense exactement celui de (1.15b}, si bien que

‘A‘E devient

"
Y R ¥
b= fas (e | X5 i 2
© P

{1.17)

g R ) WY,
) 2G65) G ) il

I3 W MY

Il reste & développer la Greenienne en vndes partielles pour pouvoir effectuer

les intégrales de surface, Pour ce faire on éerit

1 1 -‘-_4! l r
Gﬂ_ (= [ eoleiT) D(Ei'“'“) (1.18)
E

- =] -
%) I DY X
Pour < , le développement du premier Lerme prend la forme
i

[?-\53" l » AI
T c;;:_?‘]w = 2 Z !; (ML)H{R)H}:;) {1.19)

im

*
La convention de pheses est celle de Ham et Segall (1961)



!
Pour le second ierme, régulier en .=TL on aura

D (&jnor)- Z W B(E k R tfcn)'l!(n)

H'[\-I'f'\-

hﬂ’

{1.20)

Les 'Al et IDI sont respectivement les fonctions de Bessel ot de Neumann sphériques
d'ordre L . Les coefficients B! [ vsont caleulés dans 1'appendice 1. En intro-
duisant (1.16), (1.19) et (1.20) dans 1'expression pourj\. et en utilisant
1'orthonormalité des H!mon abtient

AT A

btao mm Lo 1 tm !_nn.

avoec

Ao b [0 )[R {BieD

1
[m’l tro, [ feR,

nl[mn.‘\ . - ! ‘
+ '*'gu*gm' ) l éq(m] b (2e')

' \ ( ‘]"('&’L‘) '
t gzt' swh' \m{(_fu‘)- - mf hu J‘(tm]

Je("m) . {1.22)

. {B&f) e S ﬂ.l‘w.) S(("‘“) ')ll(mﬁ)Rcln']

€' M e ()



Ce qui donne aprés quelques calculs

j\' Rh)? (fl \_(n]J qcn. c‘ ('r.rt XL(m,)—je.('zn,} Le‘ lno)

tm, Em«.

(1.23)

m| JEn)-m e ]Ltl!l_)
x E;][ ¥
B!:Ex,l‘m') e o) b )

a1 Ltl'l-.) est la dérivée logarithmique de R'. en v .

a

La condition 4'extremum

L.

ZZ -A. | C, =0 {1.24)

o m Low Uw! L

*= 0 implique que

5

Ce systéme d'équations sura une soluticn non triviale si détA =0, ce qui
stécrit, aprds division par les facteurs commns a une méme lighe ou une mBme
——

colonne et ne dépendant pas de &

Le|BED§ § el oo

[n\,E' TN
NS . _ o
ol test le déphasage,dd 4 AF , de lag~ onde partielle, défini par

Lﬁg ) men)L o) .
L)L e o e, )

(-]

L'équation (1,25} constitue le point de départ pour lecs calculs de bandes. L'ef-
fet du potentiel est entidrement contenu dans les déphasages 82 , alors que les
B!. l ! sont des coefficients purement géométriques ne dépenda.n‘t que de la struc-

ture du cristal.
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La précision obtenue pour les fonctions d'ondes“ki et las valeurs propres

E (I) dépend évidemment du nombre de termes considérés dans {1.16) . L'expérience
montre que pour tous les é14ments ne contenant pas d'électrons f on peut arrdter
le développement & Qn = 2, les déphasages subis par les ondes partielles d'ordre
plus élevé étant négligeables (Ham et Segall 1968). Ainsi, une fois les ¢oeffi-
cients Btm,l.'n! connus, le E‘obl‘eme est ramené & 1'évaluation d‘un. déterminant
d'aordre 9. Pour des pointsl de haute symdirie dans la zone de Brillouin, ce
déterminant se décompase en blocs, chaque blec correspondant & des états qui se
transforment sclon une représentation irréductible _gonnée du groupe d'isotropie
deI . Dans la pratique, on fixe le vecteur d'onde ¥ et on calcule le déterminant
pour un certain nombre de valeurs de E entre lesquelles on interpole pour trouver
les zéros cherchés. L'effort numérique considéra.ble_.annoncé en début de chapitre
provient du fait que pour chague valeur de E et de & il favt déterminer les
coefficients B 1 1.

th Qo
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Chapitre 2 : Symétries

A basse température (T < 2,8%K) l'ortho-hydragéne solide est décrit par le
groupe spatial Pal (James et Raich 1967). Les centres des molé&cules sont
distribués sur un réseau cubigque & faces centrées (FCC) qui peut &tre
considéré comme composé de quatre sous-réseaux cubiques simples. Sur
chaque sous-résean, les molécules ont une orientation commune , paralléle

& 1l'une des quatre diagonales principales du cube. Cet arrangement corres-
pond A la conflguration d’équilibre pour un ensemble de guadrupdles &lec-
triques classiques (Fehlsteiner 1965) ou quantiques {James et Ralch 1967

répartis sur un réseau FCC. La cellule unité est 11lustrée dans la figure 1,

ad A~

''d

? z

X

1
&

figure 1 : cellule unité pour le groupe spatial Pa3. Les quatre symboles
différents 4 1'extrémité des molécules se référent sux quatre
Sous-réseaux cités dans le texte. Les orientations sont dopnées

par

-—
b
-

1)
11
i1,
i1

OO0 e
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L'approximation sphérique pour la molécule d'hydrogéne permet de remplacer
le groupe spatiaml Pa3 par le groupe Fm3m décrivant un réseau FCC 4 un “ion”
par cellule unité. Les zones de Brillouin correspondant 3 ces deux strue-

tures sont données dans la figure 2.

figure 2 : zones de Brillouin pour les résemux cublgques 4 faces centrées
et c¢ubigues simples (en traitillé). Les notations sont celles

de Bouckaert, Smoluchowski et Wigner (1936}.
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Les groupes de symétrie pour les points r' » X, Ly A ,A ,E , 8insi gue leurs
représentations irréductibles sont déerits en détails par Lendi (1972) {veir
aussi Bradley & Cracknell (1972) et Slater (1972)).

Le seul point oi le potentiel intervient dans la méthode de KER est la résolution
de 1'équation radiale dans la "sphdre atomique”. Pour un stome isolé, les &tats
d'énergie ainsi cbtenus sont numéretés par le nombre quantique orbital A y ot

la partie angulaire de la fonction d'onde se transforme selon une représentation
irréductidle Dt de dimension (20 + 1) du groupe des rotetiens. Dans un cristal

cubique & faces centrées, le groupe d'invariance de 1'bamiltonien n’est plus

§0(3), mais Pmim, le produit semi-direect du groupe du cube (Dh) avee celui des
translaticns diserdtes générant le réseau. Ce dernier est un sous-groupe abélien
de Pmdm, et & chacune de ses représenta}ions irréductibles on peut faire corres-
pondre, & équivalence prés, um vecteur 5. 7unique de la zone de Brillouwin. L'en-
semble des opérations ponctuelles qui laissent ce recteur invariant forme un
sous—groupe de Oh appelé le groupe d'isotropie deﬁ , Gi- . Les représentations
irréductibles de Fmlm associées‘au‘vecteur d'onde & sont égales & celles de G-;
multipliées par une phase exp(iknﬂn) dépendant de la translatien primitive ih
considérée. De ce fait, la dégénérescence d'ordre (2 L+1) qui apparaft dans
1'atome libre est en général levée, et chaque niveau se sépare en une série de
sous-niveaux reliés aux différentes représentaticns irréductibles ru(t',g)qui

(X

intervieunent dans la décomposition de D ™. Ceci se refléte dans le déterminant
séculaire, qui prend la forme ld‘u:n produit de sous-déterminants correspondant
chacun & une représentation F" donnée .

Pour effectuer la décompesition on calcule d'abord, dans Dl , les caractires de
tous les éléments communs gux deux groupes Gret S0(3} & 1'aide de la relation

de Bethe

= M(%) (2.1)

XE(J) _ e (2041) 315) '

*
oll o{ spéeifie 1'angle de rotaticn. Le nombre de fois qu'une représentation m

intervient dans le décompositicn est alors égal A

i n ] X
no= i‘T ; I‘LtX (Ct)x (Cb) (2.2)
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oll % est l'ordre de GI y . est le nombre de classes d4'éléments conjugués
contenues dans Gg et I'Lt est le nombre d'éléments dans le classe Ct . A titre
d'exemple, étudions la séparation des niveaux pour un état d ({ = 2) dans un
champ de symétrie (}4v (= GA ). La table I donne les caractires de DZ restreint

b G, ainsi que ceux des M* dans la notation de BSW.

2 X
Ga=Cyr E Cap  2Cy 23¢, 23C,
2
D 5 l - | | 1
A I | ! | !
i
A | | -1 | -1
2
A, b - -1 x
2
A l | | - | -4
ll
A 2 -2 o o o
5 .
table I : caractéres des représentations irréductibles de Gﬁ. , et de ]J2

restreint & G&

L'équatiion (2.2) fournit la relstion dc compatibilité suivante

2
D = A@A o A\ GBA (2.3)
1 2 2! 5
. GA
Les relations de compatibilité entre les Dt pour E = 0,1,2 et les représentations

irrdductibles des groupes de symétric des pnint.sr1 ,X,L,B ,1\., %  sont données
dans la table 1I. ’



A\

>

()

sont celles de BSW, et les dégénérescences Sont donndes entre parenthéses,

M X
6 (1) O ) ()
\} (1) m (a) Q) @) (1) w *
®) (1) ) 3
& &
15 Xlﬂ ® Xsl L |® Lgi AJ( ® A.'5 '/\—40 -A- 2" z‘l
(A “ “ “ " J]
® @ X,@X, 0 o a De'h, (@ a a ['Z o'z @'z
Fe . 0 Lﬁw \—3 el m& N _A.49.A.39 ./\3 a?‘Z emZ
by 28 o X,® X, oy, . a 4
table II : relatiaons de compatibilité entre les D! pour E— = 0,1,2 et les représentations irréductibles
des groupes d'isotropie des polnts de haute symétrie dans la zone de Brillouin. Les notations

-Gl -
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+ 2
Les foncliens de base des "1 qui apparaissent dans la décompesition de D peu~
vent se calculer & partir des Y; par la méthode des prejecteurs. Ceux-ci sont

définis cemme suit
k) .

. 4 A
CPJ.J‘ i 3_ 5o d r-;i (15)11-(‘15) 4'4""'li (2.4)

L
Les %5 sont les éléments de G: , I:d est un é1ément diagenal de la représenta—
K A
tion unitaire irréductible I de dimension tl‘_ , ot M(%‘)est un opérateur uni-

taire tel que

A

M(%J F (i) = F (c}-“?) (2.5)

a
En appliquant les i 4 une fonctien quelconque de }'espace de représentation
on engendre une base, généralement non orthonecrmée, de T* . Dans le cas des Y:n

A
1faction de i est dounée par

A L A L 3 {
M(‘};) \/m (X)’ M‘Z& le (Q) Dmlm(.cis) @

Les fonctions de base cherchées apparaissent denc ¢emme des combihnisons linéaires
d'bermoniques sphériques. Ces fenctiens, orthogonalisées et normées, sont tabulées
cher Bradley & Crackmell {p.63-70).
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Chapitre 3 : Le potentiel cristallin

3.1. Généralités

Le probléme de la structure des bandes d'énergies électroniques dans les solides
peut 8tre abordé de deux fagons complémentaires. Dans 1'une des approches on
s'intéresse aux excitations élémentaires du sysidme d'électrons soumis au po-
tentiel périodique des ions du résesu, ce qui conduii A l‘explica'tion de phé-
nomdnes tels que les itransitions optiques et la photoémission. L'autre elterna-
tive est de chercher l'état fondamental du systéme, d'oll 1'on tire ensuite des
propriétés d'équilibre telles que 1'énergie de cohésion, la constente de résesu
et la compressibilité. Un moyen de traiter simultanément ces deux aspecis du
probléme est donné (en principe) par les équations de Hartree-Fock, dont les so-
lutions self-consistantes fournissent la densité de chargef (R) dans 1'état
fondamental, alors que les énergies des états excités (4 1'appreximation des
orbitalea gelées) peuvent #ire obtenues par 1'intermédigire du théordme de
Koopman. L'inconovénient majeur de cette méthode (qui ne tieni pas compte des
corrélations de Coulomb entre élecirons) réside dans le non-lecalité du potentiel
d'échange, et ce n'est que récemment (Kunz 1973} qu'elle a ét4 appliquée & la
physique du solide, au prix d'un investissement numérigue considérable. Afin de
pallier & cet inconvénient, plusieurs suteurs ont proposé des potentiels locaux
pour décrire les effets de 1'échange et des corrdlations. Le premier est dO &
$later {1951) , dont la démarche a été de moyeuner le potentiel d'échange sur
tous les dtats occupés, puis de remplacer ce poitentiel meyen par 1'expression
correspondante pour un gaz d'électrons libres homogine. A 1'side de la relation

entre le nombre d'ondes de Fermi et la densitd, son résultat s’éerit

S'atr.r

/
V- sslems@]T

Le second a 6té suggéré par Kohn et Sham (1965), et est basé sur la théerie du
gaz d'élecirons inhomegiéne de Hohenberg et Kohn {1964). Dans cette approximation
on considére la veleur du potentiel d'échange pour k = 13? au lieu de le moyen—

ner sur toute le sphire de Fermi, ce qui donne
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K.-s. Slater
- 2 \/
Vo ®) - TV, o)

Une des tendances actuelles dans les calculs de bandes est d'écrire le potentiel

Slat
“d'échﬂnge—corrélatwn" sous la forme o> V aver

ol le paramétre ok , compris
entre % et 1, est ajusté de fagen & reproduire les résultats expérimentaux
tels que les rayons des orbites extrémales sur la surface de Fermi, etc. Ce
procédé s'appelle la "méthode Xa ". Une manidre plus rigoureuse d'introduire

les effets des corrélations dans le cas des systtmes A densité faiblement varia-
ble a été proposée par Hedin et Lundqvist (1971) et Lundgvist et Lundgvist {(1972).
Elle s'instére de fagon naturelle dans le cadre de la théorie de HKS, et s'appuie
sur le fait que la dépendance en densité de 1'énergie de corrélation pour un gaz

d'électrons homogbne est maintenant suffisamment bien connue pour qu'en puisse

congtruire une fonctionmelle Ecurr[g]' Elle fournit un paramétre of dépendant de

o ()= 2 (4 + 0.034¢ L, [ “‘*;“3 (3.3)

s

ott ﬁ est défini comme d'habitude par “wu.-! f étant donné en unités atomiques.
Le potent:.el d'échange-corrélation ainsi construit est adéquat pour 1'étude des
propriétés d'dquilibre,mais ne fournit qu'une information grossidre en ce qui
concerne les excitations é1émentaires. Pour décrire ces derniires on peut intre-
duire dans le m&me esprit une approximation lecale pour la self-énergie des quasi-

électrons, mais cela ne nous intéressera pas ici.

3.2. La théorie de Hohenberg-Kochn—Sham

Elle répose essentiellement sur dewx théorémes. Le premier stipule que toutes
les propriétés de 1'état fondamental d'un gaz d'électrons dans un petentiel ex—
térieur N’(R} sont des fonciionnelles uniques de la densité ‘r{'ﬁ,] . Dans le second,
Hohenberg et Kohn démontrent que 1'énergie du systéme pour un potentiel l\?’[i‘l’)

donné peut s'écrire



E Ll I w(@) g(n)+ FLf] {'3_4)

ah F [’]es‘t une fonctiomelle universelle (i.e. indépendante de m-), et que cet—
te expression atteint son minimum lorsque j (R) est dgale & la densité de 1'état

fondamental. F peut s'expliciter saus la forme

Flag- 7,01+ € (Rdw 4848 e () 65

ol -rstg] est égale b 1'énergie cinétique d'un gaz d'électrons indépendants de
densité _f(ﬁ‘ Le second terme est 1'énergie de Coulomb clmssique, et ExCLQ]
est la contribution & 1'énergie provenant de 1'échange et des corrélations. Pour

des densités faiblement variables, celle-ci peut s'écrire

Exc[?] = ‘f"- exc[ﬂf(ﬁ:) . (3.6)

ol exc[-fl est 1'énergie d'échange et de corrélatien par particule dans un gaz
d'électrons homogéne de densité 3(!?.) .

En minimisant EM‘ par rapport & une variation de ! , on obtient

Sj nr[n_)+ ; SJ': y(n,") Sg-;[.ﬂ + J,{ez[;'lj) & -0 (3.7)

En éerivant la densité seus la forme

j’(i) = D \’Y_(Ft)‘2 o

L (e:m‘u'q ~
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on peut remplacer la dérivée variationnelle de -l:[f] par l'opérateur 4'énergie
cinétique habituel. En imposanit de plus la conservaticn du nombre total de

particules, on déduit de (3.7) un systime d'équations du type de Hartree

..-—-l

(9% w@ e i I @l )

(3.9)

ol /& (")= A SE € [-ﬂ (3.10)

est la contribution de l’échange et de la eorrélation au potentiel ehimique
{Seitz 1940). Notons que la seule approximation jusqu'iei est contenue dans
(3.6). Elle peut &ire améliorde en y incorporant des termes faisant intervenir
des dérivées spatiales de la densité.

St 1'on ne considére que J'échange,rllc{&'} se Téduit au potenticl de Kohn-Sham
donné par {3.2). Pour évaluer ls contribution dug aux cerrélaticns, on utilise
1'équation {3.10) on € & ét¢ remplacé par (= 1'énergie de corrélation par
particule peur un gaz d'éleetrons homogéne. Cette grandeur a é4é déterminde en
fonetion de la densiié par de nombreux auteurs, et ce sont les résultats de
VYashishta et Singwi {(1972) qui ont éié utilisés pour obtenir la formule (3.3)
Les dquations (3.8} & (3.10) formenit un systdme self-consistent. Les valeurs
propres ‘i. ne correspondent pas & des exeitations €lémentaires, et leur structu-
re de bandes ne deit par conséquent pas &ire utilisée pour expliquer des détails
de speetres optiques. En revanche elle présente un intér#t dans les études d'al-
liages ct de siabilités de phases (Hedin et Lundqvist 1971).

3.3, Application & 1'ortho-hydrogéne solide

5i 1'om néglige les interactions de configurations, on peut décrire les électrons
d'une moléeule d'hydrogéne dans son état fondamental Z 4+ Par un preduit de
deux orbitales moléculaires du type {Slater 1963)

i) n-Ri)+ ik (3.1
f\rn.o.(n') Vm’\j{‘(ﬂﬂ 3)) fi;(d\rt k)| e
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oit R* repére le ie preten, R est la distance entre les deux protons (1.4 u.a.),
".r‘s est une fonction d'onde 1s normalisée contenant un paramdire variationnel
o et S@R\ est l'intégrale de recouvrement habituelle.

L'énergie minimale (-2.256 Ryd)} est oblenue pour ol =dc= 1.194 (Coulson 1937),
la valeur expérimentale éiant -2.329 Ryd (Herzberg 1969).

Le potentiel en "muffin-tin" utilisé dens le calcul de bandes est construit en
deux temps. Tout d'abord la densiié de charge électronique de chaque molécule
est moyennée sur les angles, de fagon A obtenir nn objet sphérigue en chaque
noeud du réseau. Pour cela on développe (3.11) en ondes partielles aubour du
centre de la melécule considérée. De par la symétrie de cette dernidre, seules
les ondes partielles de e, pair interviennent dans le développement, et la densité
moyennde s'éerit en fonction des coefficients des polynfimes de Legendre corres-

pondants

2

o)) § —— |t (4R;n)
{3.12)
&1 t
{Les détails de 1a procédure sont donnés chez Monnier et al. 1974).
Le potentiel de Hartree VH dfl sux électrons s'ebtient en résolvant 1'équation de
Poisson avec eette nouvelle densité de eharge. Dans le méme esprit, le potentiel

engendré par les protons de la molécule est remplacé par sa moyenne angulaire

8 R
R < 3

V(1) -

Y R
A

La velidité de ce moddle & 618 vérifiée en caleculant 1'énergie d'ionisation

pour un €lectron dans le champ d'un ion H;

obtenu est respectivement 16,2 eV avec ol = 1 et 15.0 €V avec of =d=, ce qui est

de gymétrie sphérique. Le résultat

en bon sccord avec la valeur expérimentale de 15.425 eV dorné par Herzberg {1969)
pour la "vraie moléecule".

La seconde étape consisie i générer la densité de charge ¢l le potenticl de Cou—
lomb en un site donné du cristal A& partir des quantités moléculsires définies

ci-dessus. Vu la grande constante de réseau (10.04 u.a.) les seules contributions
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| 1 I
1
2 VHcrtree
Slater
"ch-
L
Vxc
1 / L-L
2vr—lar’cr*e’évxc
r(a.u)
1 i 1

figure 3 : comparaiscn de différents potentiels d'échange-corrélation

avec le potentiel de Hartree dd & un électron, pour une

molécule 4'hydrogéne sphérique (0 = 0.).
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nppréciables proviennent de la molédcule centrée en le site considéré et de ses
plus proches voisines. La manitre d'introduire 1l'effet de ces dernidres est stan-
dard et est décrite en détails chez Loucks (1967).

Une feis connue la distribution de charge, on consitruit le potentiel d'échange-
corrélation ,A,c i 1'aide de {3.1) et {3.3). Une premitre idée de la qualité de
1'approximation pour }l.x‘_ peut 8tre obienue en considérant une molécule isolée
dans son état fondamental (singulet). En effet, dans cc cas la contribution due
& 1'échange s'annule, si bien que P doit &tre égal, & une constante et aux
effets des corrélations pris, a -%VH de fagon & €éliminer la self-énergie des

Xc

cette condition, alors que ce n'est pas du tout le cas pour V}S(Iater et \";ES .

électrons. On voit sur la figure 3 que }"‘lc {noté VLL ) satisfait assez bien

Le potentiel total dans une sphtre aptomigque s'derirs

Codl
VMT('L) ) VP(R) ) VH(IL)+ men) T"‘ ®-Y, P

ol V;;lﬂ" est le contribution des plus proches voising au potentiel de Coulomb

et Vo est le potentiel moyen défini au chapitre 1. Ce dernier se calcule en pre-—
pant la moyenne de la somme des quatre premiers termes de (3.14) dans la couron-
ne sphérique comprise entre la sphérc atomique et celle de Wigner—Seitz. Vl"ﬂ‘ est
illustré dans la figure 4, ainsi que la densité de charge f(i'l.-) sutour d'un site

donné du réseau. La ligne continue est valable pour of = o, , celle en traitillé
pour ch = 1. La fldche indique le point de eroisement des courbes respectives de
densité. En principe, les deux quantités Ym,(r) et f {r) forment le point de

départ pour un calcul self-consistent. Dans ce travail nous nous arréterons a

la premidre itération pour des raisons numériques évidentes. Cette démarche est
justifiée du fait de la grande constante de réseau qui implique que la distribu-
tion de charge dans le "muffin-tin" deit &tre trés voisine de celle de la molé-

cule libre.

figure 4 {p.24) : potentiel VMI'(r)’ en Rydbergs, et densité électronique, en
" u.s., pour l'ortho-hydrogine dans se phase cubique b faces
centrées. Les lignes continues sont pour o =u(=, les traitil-
lées pourel= 1. Vo est égal & =0.2562 Ryd pourd = 1 et ~0.1956
Ryd pour of =< .
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Chapitre 4 : Résultats et discussion

Les résultats présentds dans ce chapitre ont été obtenus avec o =«_ et le po-
tentiel d'dchange—corrélation de Hedin-Lundgvist-Lundgvist. Tls sont,pour 1'es-
sentiel, tirds d'un article écrit précédemment (Mounier et al. 1974). Les bandes
d'éncrgies électroniques le long des principales directions de symétrie sont
illustrées dans la figure 5. Vu la grande séparation entre les molécules, on
s'attend & ce que la bande de valence soit trés bien décrite par 1'approximation
de la ligisen forte. Cetlte derniére prédit gue pour une bande issue d'un diat
"atomique" s dans une structure cubique ¥ faces centrées, 1'énergie au point L
de la zone de Brillouin est égale i 1'énergie de liaison g de 1'dlectron cor-
respondant dans 1'atome ou la molécule libre, & laguelle on a ajouté la contri-
bution due au champ cristallin. Celle—ci a été calculée par Gomez et al. (1973)
et est inférieure a 10-3 Ryd . Dans notre mod2le, € est égal & -1.103 Ryd, ce
qui est en apparente contradiction aver les calculs de bandegqui domnent E (L1)
= -0.644 Ryd. Il faut cependant se souvenir que le patentiel d'échange-corrd-

lation est défini & une constante prés, et gue cette constante est précisément
du méme ordre que la différence entre les deux termes ci-dessus (veir figure 3).
Les positions respectives du minimum (r.i) et du maximum ()(1) de la bande sont
dgalement en accord avec les prédictions du "tight-hinding". -La largeur de bande
est de 0.82 eV alors gue la valeur obtenue par thmez et al. est de 1.09 eV, Cet-
te dernidre peut #ire réduite de 10 % environs en remplagant la valeur de &
utilisée par ces auteurs {-16.13 eV) par le résultat expérimental de Herzberg.
La premi&re bande de conduction présente une forte hybridation s-p, qui peut
8ire considérée comme un reflet de la faible séparation entre les premiers ni-
vegux excités B’z:et Caﬁ.‘_ de la molécule libre. Le gap moyen observé esti
bhien du m&me ordre que 1l'énergie d’excitation pour ces deux niveaux. I1 faut
cependant noter gue dans la molécule libre, la distaace d'équilibre entre pro—
tons pour les états excités est légérement supérieure & celle dans 1'état fon-
damental, ce qui n'est pas contenu dans notre modéle. '

Le peint principal de ce travail a été de vérifier explicitement 1'applicabilité

figure 5 (p.26) : structure de bandes de 1'ortho-hydrogine FCC. A noter le
saut d'échelle entre la bande de valence et les bandes de

conduction.
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de 1'approximation locale pour 1l'échange et la co;rélation dans 1o cas de 1'hy-
drogéne moléculaire solide b prossion atmosphérique. Une diminution de la con-
stante de réseau ayant pour effet d'uniformiser un peu plus la densité électro-
nique, }adite approximation sera d'autant meilleure que la pression augmente.
On peut donec s'attendre & ce que la théorie de Hobhenberg-Kohn-Sham permette

de calculer, & 1'énergie du point zéro pres, l'énergie libre (8 T =0 ’k ) de
1'hydrogéne meléculaire solide en fonctien de la pression. L'intdr8t d'un tel
caleul n'est plus & souligner. Il constituerait une approche nouvelle au pro—
bléme de la transition 3 la phase métallique prédite par Wigner et Huntington
{1935).

'
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Appendice 1 : Les coefficients B [
Erm Lt

Les coefficients g 1 ,apparaissent dans le développement de la Greenienne en
[Mlowf‘"‘- — —
ondes partielles en chacune des variables . et N :

1
=), A wEiRaY) L
GE(E,ML)- R lZe * Btm.ﬂ:'m:
T M

(A1.1)

) Il..(m) L‘ (n) Mm}ﬂ%dm‘ ()

les 'lj étent des harmoniques sphériques réelles définies par (m>0) :
im

1{2

qu (Gf‘f)= \ 28+4 [Em)‘\ P: (9) o\

2T (em)|

4/1
e+ -
Mao(glw]‘ i lml Pe(ma) (a1.2)

4

{]‘5 o) [uu (e-m)! P:(c.-ne) Aoy

Lm o7 (etm)l

- s -
La Greenienne &tant une fonction de K= n-n! , on peut également la dévelop—

per sous la forme


file:///zttK
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- A @R L nt R
G (E, R)= - o “m'ﬁT' t %;- v DLM(E’Q] )Eaa)qjl_(:) (a1.3)

i
Les coefficiconts Dm{E; l\) soni connus sous le nom de constantes de structure.

G» (E;R) étant invariante sous toutes les opérations du groupe d'isotropie de

k (voir équation (1.5b)), les seuls ])m qui interviennent dans le développe-
ment sont ceux qui se transforment selon la représentation irréductible symétri-
que dudit groupe. Ceux-ci dépendront évidemment du choix des axes lors de la
détermination des arguments des harmoniques sphériques. Avec la convention de
Ham et Segall {1961), on obtient des DIM non nuls pour les couples d'indices
suivants {Lasgd): ¥

. groupe P
point d'isotropie indices
n %, 00, 40, 44
A Cyv 00, 10, 20, 30, 40, 44
>4 D, 00, 20, 40, 44
N c,, 00, 10, 20, 30, 33, 40, 43
L DBG Q0, 20, 40, 43
Z’K sz Q0, 10, 20, 22, 30, 32, 40, 42, 44
table III : indices des constantes de structure non mulles pour

les principaux points de symétrie de la zone de Brillouin .-

Pour exprimer les cuvefficients B | b 1'aide des constantes de structure on
e, ,Lm.

*
Remarque : les coefficientis D4O et D44 pour le point M ne sont pas lindaire-
ment indépendants. On a, avee la convention de H. et S.: D40= - %D‘M
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utilisc 17identité

A A
AL(%R\HL(E) T wmit

dans laguclle ou développe les exponentielles en ondes partielles, ce qui

£ e q-! (‘VJ J“O' (A1.4)

Ry}

L]
S LN mn

donne

LBy @)= =T 2;}» geahuu

gy, @)y Gy Gy elde,

En remplagant dans (,_\1.3) et en comparant terme & terme avec (A1.1) on obtient

{A1.5)

la relation
L™
' ‘=‘*“Z D - - (A1.6)
!

ol

L N (B ()
Ct.fm'(:m': ‘ln'&qﬂusk]r\’i!m)ﬂillm% {A1.7)

: 1

est nul,sauf si §€-LlgLg (E,+[l) et {t +% + L) est un entier pair.

Les coefficients C:: A multiplids par 2¥T sont donnés dans la table IV
1 ]

pour £.,L & 2 {le cas trivial ol 1'un des couples d'indices est (00) a ét&

omis).



T

Une forme explicite pour les DLM a ét€ obtenue par Ham et Segall (1961) & 1'aide

de la méthode d'Bwald (Ziman 1969}. I1s s'écrivent comme somme de trois termes:

-~ Q
D (Elk)= +g S D (A1.8)
LM LM lo Mo 00
Q L '

D= - % o GR)

< 13 *jil [(K ) /Q-_\ * (A1.9a)
% (“,:e;? E HLS <T)
Dm _ (-2)“411.%. %.L ¥| {LLQX.{L ('b-i;'l"l:s)“
¥ HLS\[J I'Lt S 32LM\ {-‘% I'L:+ (E/k“i)‘lli (A1.9b)
2l

(3) V& Ao E :
D = - L SZ —(""/'L (A1.9¢)
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1 - 1 0 11 2 =2

{00) = 1 (2-1) =375 (2-2) =Y375 (1) =\3/5

(20) = -y 1/5 (31) =—{3/7o

(22) = -{3/5 (33) = - 3y 1/14

{(2-1) =375 (00) =1 (21) =Y3/5 (3-2) ={3/7
(20) = 2 1i/5

(2-2) =Y3/5 {21} ={3/5 {00) = 1 (i-1) ={3/5

(20) = -{1/5 (3-1} = -¥3770
(22) =Y3/5 (3-3) = 3v 1714

(11) =Y3/5 (3-2) ={3/7 (1-1) =Y3/5 (00} = 1

(31) = -¥3/70 (3-1) =-{3/70  (20) = -(2/DY5
(33) = - 3¥1/14 (3-3) = a1 /14 (40) = 1/7
(44) = -v 5/7

(10) =Y375 (1-1) =1375 (3-2) =13/7 (21) = (i/T)' 15
(30) = - W35 (3-1) = 2¥6/35 (41) = (/Y572
(32) = - {3/7 (43) = Y5714

(1-1) = -Y1/5 (10) = 2Y1/5 (1) = -\1/5 (z-2) = -(2/7W5
(31} = 3\[2/35 (30) =3y 3/35 (31) = 3y 2/35 (4-2) = (1/7T) Y75

{3-2) =v3/7 (1) =Y3/5 (10) =\375 (2-1) = (iymNas
(3) = 2Y6/35 (30) = -3V1/35 {41} =-(1/TIV5/2
(32) =377 {4-3} =¥5714
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']
2 - 2 0 2 1 2 2
tm

(10) = {3/5 (1-1) = -\i75  (3-2} =\3/7 (1-1) = -\375
(30) = - 3¥1735 (31} = 3§35 (3-1) =\3/70 | -1
(32} = -\377 (3-3) =ai/14
(1-1) =Y3/5 (10) = 2§ 1/5 (1) =Y3/5 {32) =\3/7
(3-1) = 2¥6/35 (30) = 3y3/35 (31) = 2y 6/35 10
(3-2) =\3/7 (i) = -y1/5 (10} =375 (1) =¥3/5

(31) = 3yT7H  (0) =- 3T/ G =Y |1

(32y =¥3/1 (33) = 3§ 1/14

@) = /YT (22 = (DY (21) = (/YT (44) {577
(a0) = (/1572 (a-2) = (/D15 (1) = (/1572
{43) = -yf5/14 {4-3) =¥5/14 2 -2
{00) =1 (-1 = (/05 (z-2) = (Y15 (2-1) = (/DY 5]
(20) = (/Y5 (4) = /7T) V30 (4-2) = tzrts (a1) = /s
(22) = (/715 (4-3) ={5714 2 1
(40} = —(4/7)
“2) = -1y
(-1 = (/1 Y5 (o0} =1 (21) = /Y5 (22) = -(2/1)¥35
(a-1) = (/T30 (200 = (/DYS (4 = (/130 (42) = (/YIS

(40) = 6/7 -
(2-2) = (/1) {5 (21) = ym Y5 (00} =1 (21) = (YTIYT5
(4-2) = (/DV5 (@) = (MY (200 = (/D5 (41) = (/1572

(22) = /D)5 (43) =574 >

(40) = -(4/7)
42) = (2/1)¥5




Dans les équatians (A1.9),N’L est le volume de la cellule primitive dans le ré-

seau dircet, et § est l¢ paramétire d'Ewald, choisi de fagen & ce gue la con-
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vergence soil la plus rapide possible. Le prime sur lp seconde somme indique

que le terme en ﬂs = 0 doit 8tre comis. Des techniques numériques pour le cal-

cul de ces constantes de struclure ont été donndes par Davis {1971).

table IV {p.32-33) :

LM

coefficients Clm@.lm.' muliipliés par 2 53 pour

i
P_ s o—-.'é 2. Les valeurs de L et M sont données entre

’ '
parenthéses. La ligne correspondant & -m=2

LM LM
' ; s _
s'obtient par symétrie. On a de méme 02222 =20y 5y o

sauf pour L =M = 4 , ol on a nn changement de signe.
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Appendice 2 : Les états du réseau vide

Comme le montre l'équation (1.5b), lan fonction de Green structurale présente

des pbles simples aux énergies propres pour les électrons libres

E ( EN+I 2 (42.1)

Ceux-¢i se manifestent par des changements de signe dans le déterminant sécu-
laire de KKR, sans que cc dernier passe par zéro. Lors du dépouillement des ré-
sultats, il est de ce fait utile de se munir d'un graphique représentant les
courbes de dispersion E (k} pour les électrons libres, le long des primcipales
directions de symétrie de la zone de Brillouin. Les bandes les plus basses du
résean vide sont illustrées dans la figure 6. lLes énergies sont mesurdes en
Rydbergs, et eorrespondent A une constante de réseau a = 10.04 u.a. . Les vee-
teurs du réseau réciproque, en unités EEL , sont donnés entre parenthéses, et
les dégénéreseences des différents niveaux sont notées entre crochets. On a
également indiqué les décompositions en irréductibles des différents sous-

espaces dégénérés.

figure 6 (p.36) : réseau vide pour une structure cubique & faces centrées

{voir le texte pour 1'explication des symboles) .
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