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Couverture :

Un triangle et un caractére chinois :

Le triangle de Sierpinski (tamis de Sierpinski) est
une des fignres fractales les plus connues.

Ce caractére chinois veut dire le bonbenr et la paix.
C'est un assemblage de plusienrs mots :

Dieu, premier homme et jardin.

La fractale symbolise le thématique de cette these.
Le bonhenr, c’est mon état d’dme durant cette these et
ce que je soubaite également a Eric, mon directenr de thése.
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Résumé

Modéles stochastiques de croissance surfacique :
Application a la simulation des stromatolithes

Les stromatolithes sont un sujet important dans la recherche
en science de 1’univers, car ils ont été¢ les premiers et
les principaux acteurs de la formation des plates-formes
carbonatées durant prés de 85% de I’histoire de la Terre.
L’une des manieres d’étudier la formation des stromatolithes
est la simulation numérique. L’objectif de ces travaux
de recherches consiste a étudier la
condition de stabilité de 1’équation
de diffusion non linéaire de KPZ et
a developer un nouveau modele de
la croissance surfacique appliqué
a la formation des stromatolithes.
Le modéle déterministe fondé sur
I’équation de KPZ a été proposé en
1996 par Grotzinger et Rothmann.
Dans cette thése, les conditions de
stabilit¢ de cette équation ont été
étudiées, afin de déterminer la limite
des parametres de simulation. Le
modele stochastique DLA-CA, est la
contribution majeure de cette thése. Il posséde deux types de
croissance: la croissance externe guidée par le mouvement
brownien de particules selon la méthode de 1’agrégation par
diffusion limitée (DLA) et la croissance interne utilisant la
méthode des automates cellulaires (CA).

Le modéle de DLA-CA, fondé
sur la méthode des automates
cellulaires, peut étre considéré
comme un nouveau type de
simulation, ou la construction
d’un phénoméne complexe peut
étre effectuée a partir de regles
localessimples(microscopiques)
afin d’ob-tenir un comportement
global (macroscopique). Cette
approche de la simulation,
fondée sur le comportement
local d’un systéme, est différente de celle fondée sur le
comportement global décrit en général par des équations
mathématiques avec des paramétres a priori.

Mots Clés :

Automate cellulaire, DLA-CA, DLA, equation de
diffusion non linéaire, KPZ, Stromatolithes, stochastique.

Stochastic model of the surface growth :
Application to stromatolithes

Being the first and the principle component involved in
carbonate platform development during 85% of the Earth
history, stromatolites are of considerable importance for
many areas of the Earth sciences. There are many methods
employed for studying stromatolite formation. One of these
methods involves the numerical simulation of stromatolite
growth. The aim of this research
is to study the stability of the KPZ
equation and to develop a new model
for studying stromatolite formation. A
deterministic model based on the non
linear diffusion equation of KPZ was
proposed in 1996 by Grotzinger and
Rothmann. This research attempts to
identify the stable conditions of the KPZ
equation by altering its limit parameters.
This stability study is developed in
order to determine the limit parameters
of simulation. The stochastic model
(DLA-CA) proposed in this thesis id
characterized by two types of growth: the first is external
and based on the Brownian mouvement of particles in
agreement with the diffusion limited aggregation (DLA)
methods; the second is internal and uses the method of
cellular automata (CA).

The DLA-CA model, based
on the cellular automata
method, can be considered
as a new type of simulation,
in which the construction
of complex phenomena can
be achieved from simple
local rules (microscopic)
to infer a global behavior
(macroscopic).

This approach based on the
local behavior of the system
is generally different from the approaches based on global
behavior using mathematical equations.

Key words :

Cellular automata, DLA-CA, DLA, non linear diffusion
equation, KPZ, Stromatolites, stochastic.
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CHAPITRE

Introduction générale

Computation
offers a new means of describing and investigating
scientific and mathematical systems.
Simulation by computer may be the only way
to predict how certain complicated systems evolve.

Stephen Wolfram,
Scientific America, 198/

Depuis de nombreuses années, 1’étude des phénomenes de croissance est un sujet qui intéresse
plusieurs domaines de recherche des sciences physiques et chimiques, de la biologie, et de la
géologie. Plusieurs processus naturels, tels que I’évolution de colonies de bactéries, la crois-
sance de cristaux, 1’érosion, la corrosion et la formation de dépots électrolytiques peuvent
étre considérés comme des phénomenes de croissance. En étudiant ces phénomenes, il de-
vrait étre possible de déduire les facteurs, les conditions et les lois qui agissent pour produire
des morphologies de croissance. Ces éléments sont nécessaires aux scientifiques afin de pou-
voir « mieux comprendre la nature », y déceler les lois d’interaction et d’échange d’énergie

qui s’y manifestent. La recherche a aussi un objectif de prédiction, au dela de I'interpretation.

Tous les phénomenes de croissance produisent une morphologie donnée, et celle-ci peut étre
considérée comme un enregistrement des conditions et des facteurs qui sont intervenus au
moment de sa formation. En conséquence, I’étude sur la forme peut nous aider a comprendre
les circonstances de I’événement morphologique passé. Malheureusement, 1’étude sur la mor-
phologie n’est pas toujours facile, car la connaissance a priori sur les phénomenes impliqués

n’est souvent pas suffisante, et trop complexe du fait des multiples interactions causales.
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La croissance des stromatolithes est un tres bon exemple pour démontrer que 1’étude de la
croissance reste un domaine puridisciplinaire : les géologues étudient la formation de la roche
ou les processus sédimentaires, les biologistes examinent le role des microorganismes durant
la formation de I’édifice, les chimistes analysent les éléments qui se trouvent piégés dans les
stromatolithes, enfin les mathématiciens/informaticiens mettent en place les modeles et les
simulations de croissance. Ce dernier point a pour objectif de pouvoir dresser des nomencla-
tures selon des parametres qui ne sont pas nécessairement naturels, mais qui se définissent
plutot comme des parametres mathématiques. Ces parametres s’imposent comme des aides

a linterprétation des informations contenues dans la morphologie des stromatolithes.

La modélisation et la simulation sont des domaines de recherche faisant appel aux mathématiques
discretes et au calcul numérique. Ce type d’approche a été développée des le 17¢ siecle par
Newton, Maclaurin, Euler, Laplace et bien d’autres. La découverte de la machine a calcul
permit un progres considérable dans le domaine de la simulation et du calcul numérique. La
naissance de la simulation numérique sur ordinateur remonte aux années 1950 ou les premiers
ordinateurs purent étre utilisés pour l'usage civil. En particulier, & Los Alamos, la machine
MANIAC (Mathematical Analyzer, Numerical Integrator and Computer) a été utilisée pour
la premiere fois en 1952 pour le calcul d’approximation d’équations aux dérivées partielles
non linéaires.

Un modéle est une représentation simplifiée d’un processus ou d’un systeme réel. Quant a
la modélisation, elle consiste en la mise en équations d’'un modele permettant d’en prévoir
les évolutions. D’une maniere générale, la simulation est I’expérimentation sur un modele
ou une technique qui permet de produire de maniére explicite un processus quelconque.
C’est une approche scientifique pour réaliser une reproduction artificielle (modéle) & partir
du phénomene que 'on veut étudier. La simulation numérique est I'implémentation d’un
modele sous la forme de lignes de programmes, sa manipulation sur ordinateur, ainsi que

I’analyse des résultats produits.

Les simulations peuvent étre classées en deux grandes catégories [23] :

La simulation prédictive repose sur l'utilisation de 'ordinateur pour étudier les phénomenes
ou les processus de maniere détaillée, dont les déterminants sont connus et les lois sont
établies ou considérées comme telles. L’une des plus connues des simulations prédictives

est celle de la mécanique des fluides comme la simulation d’une aile d’avion en vol. Les



Introduction générale v

lois agissant dans ce phénomene sont bien connues, ainsi que leur expression analytique
(équations de Navier-Stokes) ; pourtant nous restons incapable de prévoir de maniére
détaillée I’évolution du phénomene. Grace aux méthodes de calcul numérique, comme
les éléments finis, et la puissance de calcul des ordinateurs, nous sommes enfin capables

de surmonter partiellement le probleme.

La simulation explicative s’attache aux phénomenes ou les lois qui les régissent sont au
départ inconnues, et ou les algorithmes introduits dans 'ordinateur simulant la réalité
sont, dans certaines conditions, tenus pour des explications des phénomenes concernés.
C’est-a-dire que 1'on essaie de reproduire le fonctionnement d’un systeme dont on ne
connait que la nature des « entrées » et des « sorties ». Un exemple de simulation

licative est 1 del itif, ot I’ saie d i teme intelligent!
explicative est le modele cognitif, ot 'on essaie de concevoir un systeme intelligen

pour accomplir des taches complexes, telle que la reconnaissance de visages.

Objectifs

Les objectifs de ce travail de these sont :

e dans un premier temps, de trouver une nouvelle approche ou un nouveau modeéle ca-
pable de décrire les phénomenes de croissance surfacique de maniere générale, et celle
des stromatolithes en particulier;

e dans un second temps, de proposer des algorithmes efficaces traduisant ce modele et

de les implémenter sous forme d’un logiciel.

Plan du mémoire

L’étude sur les modeles de croissance est souvent tres spécifique au domaine de recherche.
Dans le domaine de la géologie, et surtout en paléontologie, la formation des stromatolithes
reste un sujet d’actualité et de débat, surtout en ce qui concerne les anciens stromatolithes.
En effet, ils contiennent selon certains chercheurs, les clés du passé sur les origine de la vie.
Plusieurs approches ont été envisagées, dont la simulation de leur croissance. Ce mémoire

met en évidence les modeles de croissance connus, propose des améliorations & ces modeles et

L(est-a-dire doté de certaines propriétés ou caractéristiques plus ou moins comparables & celles du cerveau
humain.
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enfin présente un nouveau modéle de croissance stochastique « DLA-CA », nom venant
des mots Diffusion Limited Agregation® et Cellular Automata®. Ce modele est capable de
produire une grande panoplie de morphologies de croissance, depuis la morphologie du type

dendrite ou digité, jusqu’a des morphologies plus compactes.

Pour présenter ces résultats de deux ans de travail de recherche au sein de I'Institut de

Géologie de I’Université de Neuchatel, ce mémoire est développé de la manieére suivante :

Chapitre un - Ce chapitre présente brievement la définition, la formation, et la morpho-
logie des stromatolithes. Ceux-ci sont le sujet d’étude de cette these, en particulier,
la genese de leurs morphologies. Les stromatolites sont a la fois les dépositaires des
premieres traces de vie sur Terre et les premieres manifestations de cette vie. Ils sont
susceptibles de nous renseigner sur I’histoire de ces organismes de la biosphere les plus
abondants et les mieux adaptés & leur milieu, les bactéries. Ils sont construits de car-
bonate de calcium (CaCOg) par 'action des microorganismes et se sont agglomérés en
formations calcaires. Ces formations stromatolitiques ont constitué un volume impres-
sionnant de calcaire a certaines époques du Précambrien et, en ce sens, ont constitué un
réducteur important de COs (gaz carbonique) en précipitant celui-ci dans le CaCOs,

modifiant ainsi ’atmospheére en la déchargeant progressivement de ce gaz.

Chapitre deux - L’équation différentielle non-linéaire de KPZ (Kardar Parisi et Zhang),
équation de diffusion, qui peut étre utilisée comme un modele de croissance de surface
est discutée. Pour certains phénomenes de croissance, cette équation est capable de
décrire leurs comportements au cours du temps. La discrétisation de cette équation
nous oblige a faire une étude sur les erreurs approximatives qui influencent la stabilité
et la consistance du modele au cours de 1’évolution. Selon les schémas de discrétisation,
un schéma est plus fiable que 'autre et donne des conditions de stabilité différente.
Cette condition de la stabilité est une question primordiale dans I'interprétation des
résultats de la simulation. Les erreurs induites dans le calcul numérique sont en général
dissociées en deux catégories : I'erreur numérique et 1’erreur de méthode. Les erreurs

de méthode sont liées a la technique de discrétisation et décroissent avec la précision

2En frangais, agrégation par diffusion limitée
3En francais, automate cellulaire.
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du schéma utilisé. Les erreurs numériques croissent avec le nombre de calculs a effectuer.

Chapitre trois - Il présente le modele de 'agrégation par diffusion limitée qui est un
modele de croissance des agrégats guidée par le mouvement brownien. Ce modele a
été proposé pour la premiere fois par Witten et Sander en 1982, et est souvent utilisé
dans différents domaines tel que la physique, la biologie et la chimie pour la simulation
de divers processus de croissance ou réactifs. Il a été introduit pour la simulation de
croissance des stromatolithes par Verrecchia en 1996 [103]. Une partie de cette these
contribue a la recherche de nouvelles extensions comme la probabilité de mouvement
des particules, la longueur de déplacement des particules, et la capacité de relaxation

des particules.

Le modele de DLA possede des caractéristiques intéressantes et souvent tres impli-
cites : le mouvement stochastique dans ce modele est d'un certain point de vue, un
objet combinatoire. Le systeme de branchement de la morphologie produite est similaire
aux systemes générateurs de végétaux ou de pattern sur animaux. Enfin ses liens avec
les automates cellulaires, constituent assurément « une nouvelle forme de science » se-

lon I'expression de S.Wolfram.

Chapitre quatre - Il est dédié aux automates cellulaires, définis par un ensemble de regles
simples qui est appliqué a l’espace et a des états discrets, en temps discret. Ces regles
simples sont parfois capables de reproduire les fonctionnements de systémes complexes.
Leur comportement est tres imprédictible, et montre la richesse de ses propriétés sous-
jacentes. Stephen Wolfram, théoricien des automates cellulaires, pense que toute la
richesse du monde physique émerge de regles sous-jacentes tres simples. De plus il a
dit de maniere tres controversée qu’« il y aurait peut-étre un programme tres simple,
unique, qui, s’il était exécuté pendant suffisamment longtemps, reproduirait tous les
détails de ce qui est survenu dans notre Univers. Ce programme constituerait donc
la théorie physique ultime ». Le modele de I'automate cellulaire est également sou-
vent utilisé dans la simulation de phénomenes naturels, dont les plus connus sont la
reproduction des motifs qui se trouvent sur les coquilles, ou les phénomenes de tur-
bulence. L’utilisation des automates cellulaires en tant que modele de croissance des

stromatolithes est une nouvelle approche et permet surtout de décrire la formation de
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microstructures comme la morphologie en chou-fleur de certains édifices. L’automate
utilisé est constitué de quatre états : vide, vivant, repos, et mort, évoluant selon des

regles simples, soit déterministes, soit stochastiques.

Chapitre cinq - Il constitue la contribution majeure dans cette these, et est consacré a
la réalisation d’un nouveau modele de croissance stochastique (DLA-AC) fondé sur
I’agrégation par diffusion limitée et les automates cellulaires. Ce modele possede deux
types d’environnement de croissance : la croissance externe guidée par le mouvement
stochastique de particules, et la croissance interne agissant selon les lois de division cel-
lulaire. Ces deux types de croissance se résument a ’expression de quatre parameétres :
la distance d’attraction, la distance de stabilité, la configuration de la regle de tran-
sition, et le nombre de cellules. Les deux premiers parametres induisent la croissance
externe et les deux autres la croissance interne. Hormis ces quatre parametres, il existe
également la possibilité d’introduire un processus de sédimentation, une phase de per-
turbation discontinue au moment de la croissance. Cette perturbation met en évidence

des événements réels de la formation de stromatolithes.

Apres la mise en place du concept de modele de croissance stochastique, I’étape sui-
vante repose sur la réalisation d’un logiciel de simulation de croissance surfacique :
DLA-AC growth sur plateforme Windows 32 bits. Ce logiciel est écrit en environne-
ment de programmation visuelle orienté objet (C'+ +). Dans le DLA-AC' growth, nous
retrouvons les quatre parametres du modele de DLA-AC et 'extension sédimentation.
L’image résultante peut étre enregistrée sous le format bitmap (.bmp), ainsi que tous
les parametres utilisés et les caractéristiques géométriques de la morphologie générée

sous format texte (.txt).
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CHAPITRE PREMIER

Stromatolithes

Entre le monde vivant et le monde inanimé,
il y a une différence

non pas de nature, mais de complexité.

Frangois Jacob,

La logique du vivant, 1970, Fayard, Paris

Importance des stromatolithes

Les structures sédimentaires carbonatées laminées, connues sous le nom de stromatolithes
sont considérées comme les plus anciennes traces macroscopiques de vie sur Terre. Com-
mencée déjaily a 3.5 Ma [112], peu apreés 'apparition microscopique de la vie, la précipitation
in situ de carbonate de calcium a l'intérieur de colonies microbiennes a permis la fossilisa-
tion de 'empilement successif de tapis microbiens, témoignant ainsi de la premieére biosphere
sur Terre. Les stromatolithes ont été les premiers et les principaux acteurs de la formation
des plates-formes carbonatées durant preés de 85% de I'histoire de la Terre [36], avant méme
que toute vie multicellulaire organisée n’apparaisse. Par le développement généralisé de la
photosynthese oxygénique, les cyanobactéries, principaux responsables de la formation des
stromatolithes, sont sans doute & l'origine de l'oxygeéne gazeux sur notre planéte [42, 48].
Du fait de leur nature mixte, minérale, et organique, les stromatolithes représentent un ex-
cellent sujet d’étude pour des approches pluridisciplinaires regroupées sous la banniere des

biogéosciences.
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Définition

Le terme stromatolithe a été introduit par Kalkowsky en 1908 sur des formes continentales
du Trias allemand. Il décrivit les stromatolithes comme des structures calcaires lithifiées,
laminées, produites par des colonies microbiennes benthiques. Cette définition, génétique et
interprétative, a été étoffée en 1976 par Awramik et Margulis [33] qui définissent les stromato-
lithes comme des structures organo-sédimentaires produites par piégeage de sédiment et/ou
précipitation de carbonate par des microorganismes, principalement des cyanobactéries. Se-
mikhatov et al. (1979) [33] proposent une définition plus descriptive des stromatolithes
comme étant une structure laminée résultant d’une accrétion a partir d'un point ou d’une
surface limitée. Cette définition ne fait pas intervenir la genese de formation mais plutot
les caractéristiques morphologiques et texturales des stromatolithes. Actuellement, les deux
définitions sont utilisées dans la littérature suivant que I’auteur veuille souligner ou non l’ori-

gine biotique des constructions stromatolithiques.

Stromatolithes fossiles

Les stromatolithes précambriens (Fig. 1.1)
se sont diversifiés dans les différentes niches
écologiques qu’offraient les mers primi-
tives (milieux intertidaux, subtidaux, la-
gons et peut-étre méme des barrieres)
(40, 18]. Ceci se traduit par la trés grande
variété morphologique trouvée. Ces mor-

phologies peuvent étre regroupées en formes

branchues, en dome, ou isopaques.

Parmi le treés grand nombre de stroma-
tolithes fossiles trouvé, seul environ 10% ont préservé sous forme de fossiles des micro-
organismes a l'origine de leur formation. Ce manque de traces biologiques pousse les scien-
tifiques & trouver d’autres critéres pour prouver 'origine biologique des stromatolithes fos-
siles (biomarqueurs, études morphométriques, modélisation). Dans cette optique, I’étude des

formes récentes fournit des indications précieuses sur leur mode de formation.



1.4

1.4 Stromatolithes récents

Stromatolithes récents

J e :_'- -, ?,‘ *’ - .
” L . B
Fic. 1.2 — Stromatolithes actuels de Shark Bay
(Australie).

Les stromatolithes ne dominent plus les
écosystemes carbonatés depuis pres de
600 Ma. Ce déclin reste encore en par-
tie inexpliqué, bien qu’une des causes
doit sans doute étre cherchée dans la
compétition écologique engendrée par
les organismes pluricellulaires se déve-
loppant au début du Cambrien [85]. Bien
que moins présents, les stromatolithes
actuels colonisent une grande variété d’en-
vironnements allant de I’eau douce [29]
aux domaines hypersalins [56], en pas-
sant par les sources d’eau chaude [113],
et certains milieux terrestres [103]. Les
seuls exemples actuels de stromatolithes
se développant en milieu de mer ou-

verte se trouvent aux Bahamas [83].

Les stromatolithes actuels présentant une grande variété de tailles, de morphologies, et de

microstructures. Selon la taille de I’édifice, les stromatolithes récents peuvent étre placés en

deux grands groupes :

e Les stromatolithes de grandes tailles - jusqu’a un metre de hauteur - se trouvent en

général dans la zone d’estran (zone intertidale, ¢’est-a-dire la zone de battement des

marées, et dans la zone subtidale). Les plus connus sont les stromatolithes bahamiens

et ceux de Shark Bay en Australie (Fig. 1.2). Ces stromatolithes sont constitués de

sédiments grossiers (ooides et bioclastes), piégés par les filaments cyanobacteriens as-

sociés a de la précipitation de micrite sous ’action de bactéries sulfato-reductrices.

e Les stromatolithes fins de plus petites tailles peuvent se trouver en domaines continen-

taux lacustres, palustres, fluviatiles et terrestres (sols), ainsi qu’en domaines paraliques

(ex. lacs hypersalins, sabkha, etc). Ces formes présentent généralement une dominance
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de matériels fins (micrite) qui provient de la précipitation in situ de carbonate résultant
des processus de photosynthése (milieux continentaux) et/ou de sulfato-reduction (mi-

lieux paraliques).

Harizontal growth
High precipitation rate
Densification of biofilm community

STAGE 2

Vertical growth of
Scytonema filaments
Simplier biofilm community

- Low of CaCO3 precipitation
- Possible rapping

STAGE 1

‘Coccoid’ community
EPS-Biofilm production and calcfication

Lamination

‘Erected filamentous' community
Porosity - scattered calcified dusters

F1a. 1.3 — Cycle de croissance dans l'orientation de filaments cyanobactériens (Scytonema
sp.) conduisant & la formation de stromatolithes. Cette formation est principalement due &
la précipitation de micrite & 'intérieur du tapis microbien. Modified from Dupraz et al. (in
press)

La précipitation de micrite, liée a la photosynthese oxygénique des cyanobactéries, fait in-

tervenir la réduction du dioxyde de carbone contenu dans 1’eau, suivant le cycle :
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e Cyanobactéries — Photosynthése — Réduction de CO; — Précipitation de CaCOg

COQ + HQO - HQCOg - H+ + HCO;

Ca®" 4 2HCO; = CaCO3 + CO, + Hy0

Dans le cas de la précipitation de micrite liée aux bactéries sulfato-réductrices (SRB),
la réduction des sulfates est associée a I’oxydation de la matiere organique produite par
les cyanobactéries durant la photosynthese. Ce processus entraine une alcalinisation du

milieu et peut mener & la précipitation de carbonate [107].

e Cyanobactéries — Photosynthese — Matiere organique — Sulfato-réducteurs

— Précipitation de CaCO3

2 [CH,0] + SOF™ + Ca®™ — CaCOj3 4 CO, + HyS + H,0

Dans 'un comme lautre processus de précipitation, les cyanobactéries [75] jouent un role

central pour expliquer la formation des stromatolithes.

Exemple de formation de stromatolithes récents.

La compréhension du mode de formation des stromatolithes passe par ’analyse des textures
de lamination et des processus d’accrétion. L’étude des stromatolithes actuels permet de
décrire la formation de lamines ainsi que des possibles processus d’accrétion qui peuvent étre

approchés par des modeles numériques.

Voici les principales étapes de formation des stromatolithes par la précipitation et le piégeage

de particules sédimentaires grossiéres (figure 1.4) [83] :

e Stade pionnier : piégeage et « liaison » des ooides par les cyanobactéries qui sont
considérées comme les micro-organismes pionniers. Les cyanobactéries utilisent le so-
leil comme source d’énergie et le CO5 pour la biosynthese. Elles produisent ainsi de la
matiere organique qui peut servir a alimenter des bactéries ayant d’autres métabolismes
(hétérotrophes). Le piégeage des particules sédimentaires entre les filaments est pos-

sible grace a la présence d’exopolymeres (EPS) produits par les cyanobactéries.
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3. CLimAax
COMMUNITY

1. PIONEER
COMMUNITY

2. BACTERIAL BIOFILM Reid, Visscher, Decho et al
COMMUNITY

Fi1Gg. 1.4 — Les principales étapes de formation des stromatolithes par la précipitation de
micrite et le piégeage de particules : (1) Stade pionnier, (2) Stade biofilm, et (3) Stade
bactéries cocciformes [83].

e Stade biofilm : développement d’un biofilm riche en EPS a la surface du stromatolithe.
Le piégeage de particules sédimentaires est arrété, soit par un « by-pass »sédimentaire,
soit par une modification de la nature collante de 'EPS. Dans un premier temps, ce
biofilm d’exopolyméres va jouer le role d’éponge & Ca®T & cause de sa composition
biochimique (riche en groupes carboxyles liant les cations). Par la suite, les bactéries
sulfato-réductrices vont décomposer le biofilm, libérant le calcium et favoriser la forma-
tion de carbonate par ’alcalinisation du milieu. Ce processus conduit a la lithification

du biofilm et a la formation d’une lamine.

e Stade bactéries cocciformes : parfois, le stade biofilm est accompagné par le développement
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de cyanobactéries cocciformes (Solentia sp.) qui vont micritiser et fusionner les par-
ticules sédimentaires en dessous du biofilm. La conséquence est la formation d’une

lamine plus épaisse et plus résistante.

La lamination est ainsi le résultat d’une succession dans le temps de différentes communautés
microbiennes a la surface du stromatolithe et des apports sédimentaires. La lamination est
donc le résultat d’une discontinuité de processus durant sa formation [52]. Une croissance
continue du tapis microbien ne donne pas de lamination. Il est souvent difficile de trouver
une cyclicité ou une périodicité dans les laminations des stromatolithes. Pour certains stro-
matolithes actuels, on peut trouver deux fréquences de laminations : (1) la lamination longue
qui pourrait résulter de changements saisonniers et (2) la lamination rapide ou journaliere,

qui pourrait correspondre aux cycles solaires ou lunaires.
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CHAPITRE DEUX

Approche par une équation de
diffusion, I’équation de KPZ

Le savoir n’est pas une vulgaire
matiere premiere. Il ne vient jamais
a épuisement. Au contraire, il s’accroit
toujours grace a la diffusion
des connaissances.

Daniel Boorstin

La méthode déterministe de simulation de la croissance des stromatolithes en utilisant
I'équation de différentielle de KPZ (Kardar-Parisi-Zhang) [47] a été introduite pour la premiére
fois par Grotzinger et Rothman [37] en 1996, puis utilisée par Batchelor et al. [8] en 2000.
Selon Grotzinger et Rothman, la formation des stromatolithes peut étre le résultat d’un pro-
cessus abiotique car leur croissance peut étre décrite par I’équation de KPZ. Celle-ci est une
simple équation de diffusion, qui, en ajoutant une croissance normale a la surface, integre
un terme non-linéaire. L’équation de KPZ est également utilisée comme un modele de pro-
pagation de combustion lente des papiers [66, 59] ainsi que dans d’autres phénomenes de

diffusion observés en physique.

Pour simuler un processus par I’équation différentielle, nous devons faire appel les techniques
de l’analyse numérique, qui sont des méthodes approximations sur le probleme continue. Ces
techniques engendrent souvent des erreurs, notamment les erreurs de méthodes qui peuvent
s’amplifier et perturber les systemes. Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité de I’équation

de KPZ afin d’établir des conditions de stabilité selon les schémas de discrétisation proposés.
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Introduction

L’origine de I’équation de KPZ remonte aux anciens modeles de type « Ballistic Deposition
(BD) » , « Random Reposition (RD) » , RD avec relaxation ainsi qu’a ’équation d’Edward
- Wilkinson (ED). Tous ces modeles montrent une forte ressemblance lorsque ’on se place
du point de vue du générateur de croissance. Ils utilisent tous un générateur aléatoire sous

contrainte. Les contraintes de chacun de ces modeles sont illustrées ci-apres.

Le modele « Ballistic Deposition » a été introduit au départ comme un modele d’agrégation
de colloides. Plusieurs études [96, 108, 109] ont été effectuées sur ce modele, surtout concer-
nant les porosités produites. La croissance d’'une surface générée par le modele de type
« Ballistic Deposition » (figure 2.1) peut étre décrite sous la formulation mathématique
suivante :

hi,t +1) = max {h(i — 1,t), h(i,t) + 1, h(i + 1,1)} (2.1)

ot h(i,t) est la hauteur d’un point de la surface & l'instant ¢ et & la position 7. Les résultats
de simulations [6, 63] sur une interface 2D donnent les coefficients « et (3, respectivement

Pexposant de rugosité et de croissance [7] :

a = 0.47+0.02

B8 = 0.33£0.006

Suivant ce modele, on peut estimer que I’évolution de la hauteur moyenne de la surface
h(t) =1 ZiLzl h(i,t) est proportionnelle au temps h(t) « t.

A partir du modele « Ballistic Deposition », et en considérant que la configuration des
colonnes voisines n’influence pas la croissance d’une colonne, on obtient un modele de type
« Random Deposition » (figure 2.2). La formulation mathématique d’évolution de ce modele

peut étre écrite sous la forme :

h(i,t+1) = h(i,t) + 1 (2.2)
avec
o =0.50
B =00

La différence majeure entre ces deux modeles réside dans le fait que la surface produite par
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(a) (b)

Fic. 2.1 — Modele du type « Ballistic Deposition » avec une probabilité de collage sur le
voisinage d’ordre 1. Ici, deux possibilités de collage de particules sont montrées. a) Principe.
b) Résultat.

la simulation du modele de type « Random Deposition » est non corrélée et chaque colonne

croit de fagon indépendante.

Le troisieme modele est de type « Random Deposition avec relaxation » (figure 2.3). A partir
du modele « Random Deposition » décrit ci-dessus, on ajoute une composante de relaxa-
tion. Mais cette contrainte de relaxation n’est pas seulement limitée au voisinage d’ordre 1,
c’est-a-dire que la particule diffuse tout le long de la surface, jusqu a ce qu’elle trouve une
position dite minimale ou d’énergie minimale. Comme dans les deux modeles précédents, la

formulation mathématique est la suivante :

h(i +p,t+1)=h(i+p,t)+1;
&(Cs) =14 side h(i,t) & h(i + p,t) le chemin est descendant ou plat ; (2.3)
—i<p<L-—i

p représentant la distance sur I’abscisse entre ’endroit ol la particule arrive et celle ou elle

diffuse. La simulation [26] donne les exposants d’échelle « et [ suivants :

a =048 £0.02
6 =0.24 £0.01

Comme dans le modele de type « Ballistic Deposition » , il existe ici une forte corrélation
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A Nal

(a) (b)

Fic. 2.2 — Le dépot des particules se fait directement sur la position i, quelque soit la
configuration de voisinage. a) Principe. b) Résultat.

entre la hauteur de la surface a un endroit donné et les colonnes voisines. En revanche, dans
ce modele, toute lacune (porosité ou case non occupée) dans les couches de la surface générée
disparait. Les surfaces engendrées par ce modele ont des caractéristiques particulieres : elles
sont continues et dérivables, la limite a gauche étant presque identique a celle de droite.
Par conséquent, on peut alors imaginer que la croissance d’une surface générée par ce type
de modele puisse s’écrire dans un espace discret au moyen d’une équation différentielle. En
premier lieu, il faut décrire I’équation de croissance de la surface :

% = G(h,z,t) +n(x,t) (2.4)

ot h(x,t) est la hauteur de la surface, G(h, z,t), une fonction qui dépend de trois parametres

(la hauteur, la position, le temps), et n(z,t), le bruit.

En 1982, Edward et Wilkinson ont décrit la fluctuation d’une surface équilibre par I’équation

suivante :
Oh(z,t)  9*(x,t)
ot | a2

+n(z,t) (2.5)

N . 2 7 . . . . .
ou v est la tension de surface et % Popérateur (ici un laplacien) conduisant au lissage de la
surface. Force est de constater que cette équation n’est qu'une simple équation de diffusion

avec terme source.
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LT

(a) (b)

FiG. 2.3 — Le modele de type « Random Deposition » avec relaxation de particules. L’image
montre les quatre positions possibles d’une particule par rapport & la surface. a) Principe.
b) Résultat.

L’équation d’Edward et Wilkinson est considérée comme étant le premier modele mathématique
(formulé par une équation continue) de croissance de surface par dépot de particules. Malgré
les excellents résultats de simulation obtenus par ce modele, on peut néanmoins lui reprocher
son éloignement des processus naturels qui restent pour 1’essentiel de type non linéaire. L’ap-
port d’un facteur non linéaire & cette équation a été proposé quelques années plus tard par
Kardar, Parisi et Zhang (1986), et a conduit a la formulation de '« équation de KPZ » sui-

vant les initiales de leurs noms.

La construction du modele de type KPZ est fondée sur celui du type « Ballistic Deposi-
tion » et sur I’équation d’Edward et Wilkinson. Quelle est donc la différence majeure entre
le modele de type « Ballistic Deposition » et celui du « Random Deposition » avec relaxa-
tion 7 Dans le modele de type « Random Deposition » avec relaxation, les particules arrivent
d’abord sur la surface puis diffusent par la suite. Dans le modele « Ballistic Deposition »,
les particules se collent directement des le premier contact avec la surface.

Pour calculer la croissance latérale d’une surface, on doit tenir compte de quelques parametres
supplémentaires (figure 2.4), en particulier la croissance selon la normale locale & la surface

produite par 0h sur 'axe h :

Aot~ Ox
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A h(t) I. .. = D, 6t . /

oh

‘.
>

v.ot

Fi1c. 2.4 — Calcul du terme non-linéaire de 1’équation de KPZ, la croissance a ’axe de la
normale locale \dt.

oh
L=\t 2.
o (2.7)

D’apres le théoreme de Pythagore :
§h? = (\ot)? + L? (2.8)

Sh = { l(w)? + (Aatg};ﬂ } = Aot {1+ (Vh)z}% (2.9)

Si |Vh| << 1, on peut alors proposer le développement limité suivant :

Sh A /Oh\?
S5 =Ats (m) + . (2.10)

C’est l'expression (Vh)? de la croissance latérale qui constitue le terme non-linéaire de
I’équation de KPZ. En effet, en ajoutant ce terme non-linéaire a I’équation d’Edward et

Wilkinson, on retrouve aisément 1’équation de Kardar - Parisi - Zhang [47] sous la forme :

ot ox?

Oh(z,t)  0*h(z,t) +% (§Z)2+n<xvf> (2.11)
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avec h(x,t), hauteur de la surface partielle & la position et au temps ¢, v, parametre de
tension de surface (facteur de diffusion), A parametre de croissance latérale et n(x,t) le fac-

teur bruit. L’équation 2.11 peut aussi s’exprimer comme suit :

ahg;,t) 9 l;(:g t) (A +5 (8}7}();5 )> )—l—n(x,t) (2.12)

Modele discret de 1’équation

Dans cette partie, nous présentons brievement la méthode des différences finies [12, 87, 81,
39]. Il s’agit d’une méthode simple et tres efficace qui permet de résoudre des problemes de
calcul numérique. Ensuite, nous allons résoudre I’équation de KPZ en utilisant la méthode
des différences finies. Enfin, nous établirons les conditions de stabilité en fonction des pa-
rametres : la tension de surface, le coefficient de la croissance latérale, la hauteur initiale et

ses pas de discrétisation.

La base de la méthode des différences finies repose sur la formule de Taylor. Cette formule
permet d’analyser localement le comportement d’une fonction prés du point (zg), en connais-

sant les valeurs des dérivées successives en ce point.

Théoréme 1 (Formule de Taylor) Soit n € N, on suppose que la fonction f est n + 1
fois dérivable sur I = [a,b]. Soit xy € I, h réel tel que xo + h € I, alors il existe un nombre

0 =0 (h,n) €]0,1] tel que

h? h hnt n
flwo+h) = f(wo) + hf'(wo) + 5 f"(x0) + ... + Ef( (o) + (n+ l)lf( (20 + 0h)
La formule de Taylor peut aussi s’écrire sous la forme :
flxo+h) Z f<k>( f(”+1>(xo + 6h) (2.13)

( )

En développant la formule de Taylor, nous pouvons écrire la forme discrete de la dérivée

premiere et seconde sur un point xg. La dérivée premiere peut étre écrite sous trois formes
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en fonction de ses deux voisins :

forme expression
rétrograde % = 7f($0)_£(z°_h) +e (2.14)
centrée % = —f(x°+h)2_hf(x“_h) +e
progressive % = 7’%“’27““) +e3
et la dérivée seconde :
0%f _ fwo+h)—2f(x0) + fwo — h) tey (2.15)

dx? h2

ol ¢; est Uerreur d’approximation (erreur de troncature de la série de Taylor).

Des nombreux ouvrages [87, 81] traitent des différents schémas ou techniques de discrétisation
d’une équation différentielle parabolique, elliptique et hyperbolique. A partir de ces travaux,
nous essaierons d’étudier le comportement de I’équation de KPZ, afin de pouvoir 'utiliser

comme modele déterministe de simulation de la croissance des stromatolithes.

La discrétisation des variables spatiales et temporelles de ’équation de KPZ peut étre opérée
suivant une combinaison de différentes méthodes de discrétisation. A partir de ses expres-

sions discretes, les conditions de stabilité peuvent étre établies et étudiées.

L’étude sur les conditions de stabilité sera présentée dans le sous chapitre 2.3. Mais avant
d’explorer les conditions de stabilité, nous devons tout d’abord établir les expressions discretes

de I’équation de KPZ selon les différents schémas.

Rappelons que I'équation de KPZ est la suivante :

ot v8z2

oh  9%h X [Oh\?

h,n : fonctions de z et t.
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Méthode de discrétisation semi-discrete

La méthode de discrétisation semi-discrete consiste a discrétiser les dérivées spatiales et a

conserver les dérivées temporelles sous la forme originale (analytique).

A partir de I’équation 2.16, nous allons décrire les discrétisations semi-discretes suivant les
schémas progressif, centré et rétrograde présentés dans le tableau 2.14. Commengons tout
d’abord par le schéma progressif pour 'approximation de la dérivée premiere spatiale de

I’équation 2.16 ; nous obtenons :

8h(m,t) ~ Uh‘;—Aac - th + h;+Aac + i htx+Az - h‘ﬁr ? (2 17)
ot Az? 2 Az '
Si nous utilisons le schéma centré, elle devient :
2
8h(w,t) ~ Uh‘twaw - Qh‘i + htx+Am + é hz:+Am - htwaz (2 18)
ot Az? 2 2Ax ’
Enfin, en appliquant le schéma rétrograde , nous obtenons :
ah(xa t) ~ Uh‘gthx B 2ht$ + h‘gﬂ»Aw + é h;‘ - hianc ? (2 19)
ot Azx? 2 Az '

Ces schémas de discrétisation utilisent le voisinage d’ordre 1 dans le calcul d’approximation
de la dérivée. Certains schémas utilisent le voisinage d’ordre 2, 3, etc. Plus l'ordre est grand,

plus le schéma est précis.
Sous la forme d’une équation semi-discrete, la stabilité de I'équation de KPZ peut étre

facilement calculée en utilisant la méthode matricielle que nous allons voir dans le sous-

chapitre portant sur la stabilité.

Méthode de discrétisation compléte

Apres avoir vu la méthode de discrétisation semi-discrete, nous allons introduire la méthode

de discrétisation complete. Il s’agit de discrétiser toutes les dérivées, spatiale et temporelle.
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Il existe un grand nombre de schémas de discrétisation donnés dans les ouvrages sur le calcul
numérique [87, 81], tels que : le schéma progressif, saute-mouton, de Crank-Nicholson, de
Lax-Wendroff, etc. Ces méthodes sont souvent utilisées pour étudier les équations de diffu-
sion et de propagation, linéaires ou non-linéaires. Malheureusement, jusqu’a maintenant, il
n’existe aucun ouvrage qui traite de maniere détaillée la discrétisation de ’équation de KPZ

et de ses conditions de stabilité.

Dans cette partie, trois schémas seront utilisés pour la discrétisation de I’équation de KPZ :

le schéma progressif, le schéma centré et le schéma de Crank-Nicholson.

t 4 0000000000 0O0O0OOO0O0OOOO
O0000000000CO000000O0O00O
OC0O0O000O0OO0O0OOOOOOOOOOOO
OC0O0O0O00O0OO0OOOOOOOOOOOO

MIOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
O0000000000000000000 =
(ONONONORONONONONONONONONONONONONONONONO N
OC0O00000O0O0OOOLOOOOOOOO =

fy — ....”.............. i=0
Ax

A J
et

I
I
X Xy

Fia. 2.5 — Maillage de points pour la méthode des différences finies dans un systeme de
diffusion. Les cercles noirs & ¢ = tg,% = 0 sont les positions initiales de la fonction h(x,t) sur
lensemble de 'axe X. Les cercles blancs sont les valeurs potentielles de la fonction h(x,t)
déterminée a chaque itération.

Schéma progressif

La discrétisation de la dérivée premiere temporelle et les dérivées spatiales seront effectués en
utilisant respectivement la méthode progressive (équations 2.14) et centrée (équation 2.15).
En affectant ce type de discrétisation a I’équation 2.16, nous trouvons son expression discrete

sous la forme :

2

(2.20)

h;JrAt - htz — hifo - Qh‘tm + h§J+Am + é htm+Aac - h‘;wa
At Ax? 2 2Ax
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On en déduit que :

ht_n, — 2h% + B B yne = Phonn )
h;+At _ h; +UAt< z—Aw et $+Aﬂ”) + /\7& <W+A$$—A$> (2.21)

Az? 2 2Ax

Si nous considérons que la valeur de cellule hf est la moyenne de la valeur de ses deux

voisines, alors :
t t
ht _ hmfAr + hx+Am

¢ 2
et I’équation 2.21 devient :
ht+At — h;—Ar + h§c+Ax + vAL h;—Ar - thc + h;+Ax
v 2 Az?
AAL hfn+Az — h;—Ar ?
—_— | 2.22
* 2 ( 2Azx (222)

Ce qui donne 'expression finale du schéma progressif de I’équation de KPZ discrete.

La figure a droite représente le schéma d’itération selon I’équation 4 Q i+1
2.22, les cercles noirs représentent les valeur connues a la ligne ¢ ; At * :
oo
quant au cercle blanc, il représente une nouvelle valeur a cal- - >
AY X

culer. La ligne continue symbolise la différence spatiale et la

ligne pointillée la différence temporelle.

Schéma centré

Le schéma centré en temps et en espace de I’équation 2.16 se traduit par :

2

hf:rAt - h;_At =0 hi‘—Aw - 2htx + hfL‘—}—AaL‘ + é hfL‘+A:E - hi—A:E
2At Az? 2 2Ax

ce qui donne :

_ he—ne = 2hG +Miin
h;+At:h§C At+2UAt< T T Awﬂ; T+ a:)

2

h‘s:+Am B htwaz
FAAL <2M) (2.23)
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+ }L;—At_i_h:;rAt
En remplagant h}, par , nous obtenons alors

—A A
RGNS G Sl Sl e L TTE
Ax?
ht _ ht 2
AA [ Jetdz Tz-Ax 2.94
+ ( 2Ax ( )

Le schéma d’itération selon ’équation 2.24 est donné a gauche.

A Q i1
At ' . Le résultat a 1’étape i 4+ 1 représentée par le cercle blanc est
Y - ' calculée a partir des valeurs a I’étape ¢ et ¢ — 1 représentées par
ax . g quatre cercles noirs.

Schéma de Crank-Nicholson

Le schéma progressif de la dérivée premiere est considéré comme un schéma explicite, car

il permet d’expliciter hiT2! en fonction de Al :

t+At t t t t—At
hoc - f (h:w therc? hmfAm7 hx 3o )

Mais il existe aussi un schéma implicite. Ici, nous ne pouvons plus calculer explicitement

ht+At car, il ne dépend pas seulement de A% et hi~2* mais également de hiiAAtm et de hitAAtx.

Les deux schémas, explicite et implicite, de ’équation de KPZ sont :

2
B hiFAt_pl N L SN P AN N
Explicite : —=7x—= = w A2 +3 Az
2
t+At t+A t+At t+At t+At
Tmplicite R ey DA v hyt A, —2ntt t+h‘mt—A.1: + A h;nt-Ax*hmtAm
p : At - Ax? 2 2Az

Considérons un point intermédiaire, h 4 sur le terme des dérivées spatiales. Alors la forme

discrete complete de ’équation de KPZ devient :
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N L R e
At Az?
2
A hitian = haA (2.25)
2 2Azx ’

Si € tend vers 0, alors ’équation 2.25 tend vers le schéma explicite. En revanche, s’il tend
vers 1, ’équation 2.25 tend vers le schéma implicite. Enfin, si e = %, ce schéma est connu

sous le nom du schéma de Crank-Nicholson.

Analyse de stabilité de I’équation discrete

La stabilité d’une solution est une question cruciale dans les méthodes d’analyse numérique

[78, 15], touchant & des probleémes d’évolution.

En effet, ’étude de la stabilité d’un systéme consiste a déterminer les erreurs a ’état initial
et & évaluer I’évolution de ces erreurs au cours du temps [100]. Cette évolution peut étre
avantageuse dans le cas ou les erreurs décroissent en fonction du temps, impliquant une
évolution vers un état stable. Dans d’autre cas, les erreurs peuvent s’amplifier au fur et a

mesure et perturbent ’ensemble du systeme, conduisant a une évolution vers un état instable.

Dans les calculs numériques, on génére obligatoirement des erreurs, car ces calculs sont fondés
sur des schémas de discrétisation ; ceux-ci possedent toujours leur propre part d’erreur d’ap-
proximation ou de troncature (voir les équations 2.14 et 2.15). En plus de l’erreur de
troncature, il existe aussi ’erreur d’arrondi, liée aux calculs itératifs dans la résolution
d’une équation. Ces deux erreurs s’ajoutent et forment une sorte d’erreur global imputée au

systeme.

L’évolution de l'erreur d’arrondi n’est pas évidente a prédire et souvent négligée dans les
études de la stabilité d’un systeme. En revanche, pour lerreur de troncature, il est tout a
fait possible d’étudier et de déterminer son évolution, car une certaine relation existe entre

le pas de discrétisation temporel (At), le pas de discrétisation spatial (Ax) et les coefficients
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du systeme (équation différentielle).

Théoréme 2 (équivalence de Lax [84]) Pour un schéma de discrétisation consistant, la

stabilité est la condition nécessaire et suffisante pour la convergence.

Dans les paragraphes suivants, nous allons présenter brievement les notions de convergence

et de consistance.

2.3.1 Convergence

Etant donné la solution exacte fiAz,nAt) de 'équation différentielle et sa solution numérique
fI*, la condition de la convergence [82] de la solution numérique vers la solution exacte

d’une équation différentielle peut étre exprimée par 'erreur :
el = fiAx,nAt) — [T

et doit satisfaire la condition :
lim [} =0
At,Az—0

2.3.2 Consistance

En modélisation numérique, la forme analytique d’un probléeme est remplacée par sa forme
discrete en utilisant les techniques de discrétisation. Cette représentation discrete est dite
consistante [82] si son erreur d’approximation (sa troncature) tend vers zéro lorsque le
pas d’échantillonnage tend vers zéro. Autrement dit, la consistance peut étre traduite par
I’évolution de ’équation discrete vers I’équation différentielle lorsque le pas d’échantillonnage

tend vers zéro.

2.3.3 Etude de la Stabilité

Dans cette partie nous présentons deux méthodes d’analyse de stabilité ; la méthode de Von
Neumann et la méthode matricielle. La premiere est fondée sur le développement en séries

de Fourier [104] et la seconde sur le coefficient d’amplification. Ces deux méthodes sont
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utilisées dans les études de la stabilité d’'un probléeme linéaire. Dans le cas d’un probleme
non-linéaire, elles sont impraticables. Alors, pourquoi 'utiliser dans ’étude de ’équation de
KPZ, bien que celle-ci soit clairement un probleme de type non-linéaire, représenté par le
terme quadratique de la dérivée spatiale premiere ? La solution réside en la recherche d’une

linéarisation du probléme posé par ’équation de KPZ.

Méthode de Von Neumann

La méthode d’analyse de stabilité de Von Neumann a été développée a Los Alamos pendant
la Seconde Guerre Mondiale et a été classée « top-secret » jusqu’a ce qu’elle fut publiée par
Crank and Nicholson [19] en 1947 et par Charney [16] en 1950. Cette méthode est souvent

utilisée dans les différentes études de la stabilité des équations différentielles [9, 53, 94].

A partir d’une équation de perturbation, ’amplification de I’erreur sera étudiée en décomposant
I’erreur en plusieurs harmoniques par la méthode de développement en séries de Fourier.

Etant donnée une équation de perturbation écrite sous la forme :
ht =he + & (2.26)

ou iL_’; est la solution d’approximation/perturbation, hl est la solution exacte et &% est I'er-
reur/pertubation. C’est & dire que la solution au point x et au temps ¢ peut étre décomposée
en une composante stable (la solution exacte) et une composante de perturbation. De la
méme fagon, nous pouvons écrire la relation de la perturbation pour le point = + Az et

t + At de la fagon suivante :

ﬁ;+At — hi.+At + E,t_L.+At (227)

Weing = Potng + €hing (2.28)

Soit I’équation de KPZ discréte complete (équation 2.21) et perturbée :

~ ~ ~ ~ ~ 2
. . hL_ A, —2h% + R At (Bl — R
ht+At — ht At r—Ax x r+Ax r+Ax r—Ax 2.9
r z TV Ax? + 2 2Azx (2.29)

Cette équation est toujours non-linéaire. Il est donc impossible d’utiliser directement la

méthode de Von Neumann. Pour cela, la linéarisation de cette équation est nécessaire, tache
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accomplie en utilisant la relation :

2
h;+Aw - h;—Aw _
2Ax

Si ki est la hauteur d’une surface et que nous considérons qu’a I’état initial, la pente au

Oh

ht —ht
aix z+Azx r—Ax (230)

2Az

point (x;) est supérieure & celle du méme point pendant I’évolution, ce qui implique que |g—2|

est la pente maximale de la surface initiale, alors, I’équation 2.30 devient :

(hfwm —~ hzm>2 _|on

hgc Tz h;7 T
AL =3, —ztAz  z-Az (2.31)

2Ax

t=0,max

En insérant les équations 2.27, 2.28 et 2.30 dans 1’équation 2.29 et en utilisant ’équation 2.21
de la forme non perturbée, nous obtenons alors 1’équation de la composante perturbatrice

(ou lerreur) :

VAL
e, + N (ehne — 26, +€hins)

AAt
4Ax

oh

stjm = 895‘ (Etx—&-Am - Etx—Ax) (2.32)

Selon Von neumann, l'erreur €!, peut étre décomposée en séries de Fourier

N
el = ) Elethmbe (2.33)

j=—N
ou Ejt est 'amplitude de la j%™¢ harmonique. Si la condition de stabilité est satisfaite par et ,
alors elle est satisfaite pour toutes les harmoniques. Soit une erreur harmonique quelconque
Ejt.elfx de I'équation de KPZ selon le schéma numérique de 1’équation 2.29, ’évolution de

son élément de perturbation est déduite a partir de I’équation 2.32 :

; . 20AL VAL . ) )
t+ At _ifx t _ifx t _ifx i€ (—Ax iEAx
E; e’ —E'je’E (1— x2>+1x2Ej€£ (eﬁ( ) et )-I—
AAt |Oh

or

v E;eifm (eifo _ ei&(fA:c)) (2.34)
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En divisant par e*?, et en utilisant les formules de De Moivre suivantes :

e = cosf +isind
cosnx + isinnx = "%
cosnx — isinne = e~

e'i,n:c +e—inm

cosnx = 5
sinnx = ¢ _2‘;_
on obtient :
t+At ot t . t .
E; = E; (1 —0) +oEjcos(§Ax) + i Esin(Ax) (2.35)
ou
20At
= == 2.
o A2 (2.36)
AAtL |Oh
= 2av| 2.
v 2Ax | Ox (2.37)

Pour que la solution soit stable, il faut que I’évolution de I'amplitude de 1’élément de per-

turbation soit inférieure ou égale a 1,

t+At
E;

t
E;

Al =

N
—

(2.38)

ce qui implique

|1 — 0+ ocos(EAx) + ipsin(EAx)| < 1

En utilisant le module de I’équation ci-dessus, nous trouvons alors une équation d’ordre deux,

donc cos(§Ax) est la variable :

@ = (0% — ¥?) cos*(EAx) + 20 (1 — o) cos(éAx) +1 — 20+ 0 +¢* < 1 (2.39)

L’étude sur la variation de la valeur cos((Ax) & partir de I’équation 2.39 est fondamentale
si I'on désire établir les conditions de stabilité. En connaissant 'intervalle de la variation

de la valeur cos(§Ax), nous pouvons exprimer la relation entre les variables o et 1 et leurs



26 Chapitre 2. Approche par une équation de diffusion, I’équation de KPZ

valeurs limites. La variation de la valeur cos(§Az) est décrite par les trois cas limite suivants :

e cos((Ax) =1

Il en résulte que w = 1. L’équation 2.39 est donc toujours satisfaite.

e cos((Ax) = —1

Il en résulte que :

462 —40+1<1
20 —1<1

c<1

e cos((Az) =0

Il en résulte :

1-20+0?+9y*<1

1/)2§20—02

(2.40)

(2.41)

D’apres 'équation 2.40, il apparait que la valeur maximale de o ne peut étre égale

qu’a 1 pour satisfaire les conditions de stabilité. En consequence :

Y<1

(2.42)

L’étude complete des conditions de stabilité par la méthode de Von Neumann, et la linéa-

risation du terme non-linéaire du schéma de discrétisation proposé dans I’équation 2.21,

permettent d’énoncer les trois conditions nécessaires et suffisantes de stabilité 2.40, 2.41 et

2.42, a savoir :

o<1
P <1

1/12§20—02

(2.43)
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Méthode matricielle - coefficient d’amplification

Dans la partie précédente, nous avons étudié les conditions de stabilité en utilisant la méthode
de Von Neumann, c’est-a-dire le calcul du coefficient d’amplification de ’erreur du systeme de
I’équation de KPZ en utilisant les séries de Fourier. Cette fois, suivant la stratégie d’analyse
proposée par Perrochet dans sa theése [76, 77] pour une équation de transport, le coefficient
d’amplification sera exprimé sous la forme d’une matrice & partir de ’équation différentielle
semi-discrete et les conditions de stabilité spatiale seront déterminées en calculant les valeurs

propres de cette matrice.

Partons de ’équation de KPZ (2.16) en linéarisant le terme non-linéaire :

ot Oz 2 (2.44)

Oh(x,t) _ 0°h(z,1) LA <8h>2
- o

La linéarisation de la dérivée premiere temporelle donne :

(2 a5

En dérivant ’équation ci-dessus par rapport au temps, nous trouvons ’équation de la dérivée

oh_ Ao
8t_vax2 2 |0z

seconde temporelle :

o
0z2

oh
ox

h L0 Oh| &3h N2
a2 =V g2t |5z 928

oz | 923 + T (2.46)

Selon Batchelor et al. (2000) [8], la solution générale de 1'équation de KPZ sans source est
une équation de second ordre de la forme :

(.23 - ZL‘0)2

N — B (2.47)

h(z,t) = A+ (v+ Nt — gln(ZAt—B) -
Ceci implique que les dérivées troisieme et quatrieme sont nulles. L’équation 2.46 devient

alors :
Fh_ 4
ox? /\2‘%‘2 ot2

En substituant cette équation dans I’équation 2.45, nous obtenons une forme alternative de
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I’équation continue de KPZ :

Oh 2 Oh 8v  9%h
97 - N19E[ Bt 3 1oni3 92
Ox  A|gh| ot s on* Ot

(2.48)

En appliquant la méthode de discrétisation semi-discrete, nous obtenons 1’équation du type :

Oh 2 (REFAL_plmAEN gy A T e
dr — A|9k| 2At 3| 9n At2

On remarque que cette équation semi-discrete peut étre décrire sous la forme de 1’équation

matricielle suivante :

[0 b 0 0|
c a b
oh; 0 Cc. e el el
o - . . (hy)
c a b
| 0 0 c a |
ou
ML (2.49)
B[ A
v 1
b= + 2.50
w2 ar " AR A 220
1
Sv (2.51)

CR|Rae AlR[Al

L’équation matricielle ci-dessus est similaire a un systeme d’équations différentielles ho-
mogenes a coefficients constants. En effet, on peut exprimer la matrice ci-dessus par sa
décomposition en valeurs propres et vecteurs propres. D’apres la théorie de Liapounov
[78, 39], la nature des solutions de cette équation dépend des valeurs propres de cette matrice

des coefficients, résumées par le tableau suivant :
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Valeurs propres de la matrice Nature des solutions

Réelles négatives Exponentielle décroissante —  stable
Réelles positives Exponentielle croissante —  instable
Complexes avec partie réelle négative | Sinusoidale décroissante —  stable
Complexes avec partie réelle positive | Sinusoidale croissante —  instable

D’apres Daus [21], si la taille (N) de la matrice ci-dessus est assez grand (N > 15), alors
celle-ci tend vers une matrice de Toeplitz (diagonales & coefficient unique) avec ses valeurs

propres obtenus analytiquement par :

Ai=a+2(\/%)cos<NiL>;ie[l...N] (2.52)

Selon la valeur des variables données en 2.49, 2.50 et 2.51, la nature des solutions peut étre
exponentielle ou sinusoidale. Elle est exponentielle décroissante si \; est réel positif, ce qui

implique (d’apres les équations 2.49, 2.50 et 2.51) :

8 1
T 2 Tm (2.53)
TN A|Sk| At
on?
8 > N |—| At
Ox
En multipliant de part et d’autre de I'inégalité par ﬁ%, on obtient :
20At _ AAt |Oh| AAt |Oh
> — — 2.54
Az?2 — 2Ax |0z | 2Ax |0z ( )
En conclusion, on obtient la relation suivante d’apres les équations 2.36 et 2.37 :
o >? (2.55)

On remarque que cette condition de stabilité est assez proche de I'une des conditions établies

par la méthode de Von Neumann (voir équation 2.41). Sachant que o < 1 implique nécessairement

que 0 < 20 — o2, alors la condition de stabilité énoncée par I’équation 2.41 peut étre affinée

par ’équation 2.55.
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Simulation par ’équation de KPZ

La simulation de la croissance de stromatolithes par ’équation de KPZ a été développée
en utilisant le logiciel MATLAB, logiciel spécialisé dans le calcul matriciel. Dans les bi-
bliotheques de fonctions MATLAB, il existe déja un grand nombre de fonctions standards,
telles que, le produit matriciel, la transposition d’une matrice, la recherche des valeurs et des
vecteurs propres etc. L’intérét d’utiliser MATLAB réside dans le fait de pouvoir développer
ses propres fonctions a partir de fonctions existantes. Une bonne introduction &8 MATLAB
(en anglais) est le petit fascicule écrit par Sigmon (1993, disponible par <anonymous-ftp>

a math.ufl.edu dans le répertoire pub/matlab sous le nom primer.tex et primer.ps )

F1a. 2.6 — Travertin hydrothermal renfermant des couches de calcite et d’oxydes Fe-Mn. Ce
travertin (récolté par E.Verrecchia) vient du bassin de Ouarzazate au Maroc, et fait partie
de la collection de I'Institut de Géologie de I'Université de Neuchatel.

A partir de la surface initiale, illustrée par la ligne en gras dans le figure 2.6, nous essayons de
simuler la formation des couches successives par I’équation de KPZ. Nous allons tout d’abord
étudier I'instabilité dans ce cas pratique, en le comparant avec celui de ’étude théorique que
nous avons vu dans le sous-chapitre précédent. Ensuite, nous nous intéresserons a ’analyse de
la partie non-linéaire et de son influence sur 'instabilité. Enfin, nous présenterons quelques

résultats de simulation.

A partir de I’équation de KPZ continue,

Oh(xz,t) Uazh(x,t) N A Oh

5 D 5(5,)° T t)

nous construisons un modele discret en utilisant la différence progressive pour la dérivée
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temporelle et la différence centrée pour les dérivées spatiales :

2

hita —hy v he—ne = 2hG + Miyae i A (hone = Mo e
At Ax? 2 2Ax

Cette équation discrete possede trois conditions de stabilité, démontrées dans le sous-chapitre

précédent, a savoir :

AAt |0k
2nz |oe| =1 (2:56)
20AL
/= < 1 2.
AV 2 (2.57)
20At AAL |Oh [\
> — | — .
Ax? <2Am Ox ) (2.58)

Durant toute la simulation, le pas d’échantillonnage temporel (At) est fixé & 1 et le pas

d’échantillonnage spatial (Az) est fixé & 3.

La perturbation non-linéaire de ’équation de KPZ est due au carré de la dérivée premiere
spatiale. Durant I’étude théorique, ce terme a été linéarisé par la proposition 2.30 ; pourtant
le facteur |%| n’est pas constant tout au long de la simulation. Du fait de la variation de |% |7
Iévolution de la simulation peut étre appréhendée suivant trois cas de figure (sachant que

At =1,Az = 3et | 22| = 5, les conditions de stabilité théorique nécessitent v < 2 et A < &) :
ox 2 5

o d’une situation stable vers une situation stable.
Les valeurs utilisées dans la simulation sont inférieures a celles des conditions de stabi-
lité. En respectant les conditions de stabilité théorique, I’évolution du systéeme a partir

de ’état initial est toujours stable, ce que montre la figure 2.7.a.

e d’une situation instable vers une situation instable.
La valeur v utilisée dans la simulation est grande par rapport a celle qui conditionne la
stabilité du systeme. Le systéme (figure 2.7.b) est instable dés le début de la simulation

jusqu’a sa fin, malgré une valeur A conforme & la stabilité du systeme.
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-
8

B & &5 @&

i

o 20 30 40 50
(a) v=3,A=0.5 (b) v=5,A=05 (c) v=461=05

F1Gc. 2.7 — Trois figures d’évolution d’un systeme utilisant I’équation de KPZ

e d’une situation #nstable vers une situation stable.
Malgré une valeur v utilisée n’appartenant pas a I'intervalle des conditions de stabilité,
le systeme évolue vers un état stable avec une petite perturbation au début de la
simulation (voir figure 2.7.c). Ceci peut étre expliqué par deux propriétés : 1°) la
diminution de |%| au cours du temps grace au processus de diffusion, implique un
changement des conditions de stabilité ; 2°) le phénomene de diffusion 'emporte sur la

perturbation initiale au cours de la simulation.

En tenant compte des problemes d’instabilité dans la simulation, nous donnons quelques fi-
gures résultant de la simulation de croissance de surface par ’équation de KPZ. Ces résultats

nous aident & comprendre 'importance de chacune des variables (figure 2.8 et 2.9).

200 -
1580

100

50

0 L I 1 L 1 L
0 20 40 60 80 100 120

Fia. 2.8 — A partir de la surface initiale similaire & celle de la figure 2.6. les parameétres de
I’équation de KPZ sont v =3, A = 1.
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Conclusion

Les caractéristiques de la méthode de simulation de croissance d’une surface en utilisant

I’équation de KPZ sont les suivantes :

il s’agit d’'un modele détérministe ;

le type de croissance est local ;

I’évolution et la forme produite dépendent des propriétés locales;

e la croissance s’effectue couche par couche;

e la surface formée est réguliere, lissée et compacte.
L’étude de la stabilité de I’équation différentielle de KPZ peut étre effectuée en linéarisant le
terme de la croissance latérale. Le carré de la dérivée premiere spatiale peut étre substitué par
la multiplication de la pente maximale a la surface initiale par la dérivée premiére spatiale.
Ceci est possible grace au terme de diffusion qui permet la diminution de pente en fonction
du temps.
Le modele de croissance utilisant I’équation de KPZ est une bonne méthode pour simuler la
croissance des stromatolithes ou des surfaces de type plat-dome. Malheureusement, ce type

de modele est tres limité pour simuler la croissance selon des directions latérales.
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A°%)

(a) Influence du parametre A dans la croissance de type KPZ. Ces deux
figures ont la méme valeur du parametre de diffusion (v =4). A°), A =0,
c’est & dire qu’il n’y a pas de croissance latérale. B°), A = 1.5, la croissance
latérale est forte.

(b) Influence du parameétre v dans la croissance de type KPZ. Ces deux
figures possédent la méme valeur de croissance latérale (A = 0.5). A°),
v = 0.5, le facteur de diffusion est peu important. B®), v = 4, la diffusion
est forte.

Fiac. 2.9 — Quatre résultats de la simulation de la croissance de surface en utilisant I’équation
de KPZ.



CHAPITRE TROIS

Agrégation par diffusion limitée

1l se pourrait donc bien que les étre
vivants, loin d’échapper auzx lois de la physique,
mettent en jeu d’autres lois de la physique, encore
inconnues, mais qui, une fois révélées, feront
tout autant partie intégrante de cette science.

Erwin Schrédinger
Qu’est-ce que la vie, 1986

Ed.frangaise, Bourgois éditeurs

DEPUIS la derniere décennie, les modeles cinétiques de croissance ont suscité une grande
attention de la part des chercheurs, surtout des physiciens, en raison de leur universalité et
leur capacité a simuler des processus naturels. Le modele le plus connu et le plus étudié est
certainement le modele d’agrégation par diffusion limitée (DLA, Diffusion Limited Aggre-
gation model) [116, 117] présenté en 1981 par T.A. Witten et L.M. Sander. Il s’agit d'un
modele de croissance des agrégats par mouvement « brownien » (aléatoire) de particules.
Depuis quelques années, ce modele a été utilisé pour simuler des processus naturels tels que
la croissance de digitations visqueuses en hydrodynamique [11, 97], la croissance de tumeurs
[32], la croissance de dendrites et de flocons de neige [49, 67, 68], et la croissance de bactéries
[30, 57]. Ces modeles montrent des résultats convaincants car ils simulent & merveille, et dans
des conditions opératoires controlées, une tres grande diversité de morphologies de croissance

que l'on trouve dans la nature.

Ce chapitre présente la modélisation de la croissance de stromatolithes en utilisant le model
de DLA, commencant par le modele standard de Witten et Sander, suivi par les extensions et
enfin la modélisation de stromatolithes. Les nouveaux extensions proposés dans cette these

sont la probabilité de mouvement des particules, la longueur de déplacement, et la relaxation.
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(a) Schéma du modele DLA, le carré noir  (b) Exemple d’amas typique de Witten et
est le germe initial. La figure montre deux  Sander. La dimension fractale de cet édifice
trajectoires ; 'une des trajectoires s’éloigne  est voisine de 1.71.

trop de ’amas et est abandonnée.

F1G. 3.1 — (a) Principe du DLA |, et (b) résultat produit.

Le modele d’agrégation par diffusion limitée

Selon Jullien [44], I’agrégation est un processus physique irréversible, par lequel des unités
de base (les particules ou micro-agrégats), initialement dispersées, se regroupent sous l'ac-
tion de forces attractives pour constituer des édifices dont la taille croit avec le temps, les
agrégats. Il ajoute également que dans la formation des agrégats, il y a deux aspects fon-
damentaux qui attirent l'attention de nombreux chercheurs, surtout en physique : 1’aspect
cinétique (la croissance des agrégats au cours du temps), et Iaspect géométrique (la structure

des agrégats).

Le processus de formation des agrégats est un principe de base du modele de DLA. 11 est
décrit par les étapes suivantes : une particule « n » diffuse sur un réseau, en venant d’un
point suffisamment éloigné de 'amas qui se développe, et dans une direction arbitraire (cette
marche aléatoire simule une diffusion brownienne). Lorsque la particule arrive au contact de
I’amas, elle s’y colle définitivement. Une particule « n + 1 » arrive ensuite, et renouvelle le
processus, ceci k fois. Si la particule s’éloigne trop de ’amas, on décide alors de 1’éliminer
parce que sa distance a l'amas devient si grande, que la probabilité pour qu’elle revienne

sur 'amas de départ tend vers 0. En pratique, pour gagner du temps de calcul, on place la
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particule au hasard & une distance de l'ordre de R4, + 5 de 'amas, ou R,,,, représente la

distance du point le plus éloigné du germe initial (figure 3.1 a).

5=200

5=2.000

5=20.000

+«—— 175 particle diameters ——

§=2.000.000

+——— 2.400 particle diameters —+ «——— 8.800 particle diameters ——» +——— 33.000 particle diameters —

F1ac. 3.2 — Six étapes de la croissance du type DLA. Chaque étape contient s = 200, 2.000,
20.000, 200.000, 2.000.000, et s = 20.000.000 particules.

Ce type de croissance des agrégats donne une morphologie similaire aux dendrites, avec la

formation d’un certain nombre de branches principales (figure 3.1 b). L’effet non-local de la

croissance du type DLA est le résultat de I'existence de barrieres de protection créées par les

branches de ’amas. Le mouvement de particules dans la figure 3.1 montre qu’une particule

libre dans un réseau peut se coller sur n’importe quel endroit de I'amas. Mais la probabilité

de collage sur chaque endroit de ’amas n’est pas la méme. Il ne fait pas de doute que la

probabilité de collage d’une particule sur les branches externes (pointes) est plus importante

que la probabilité de pénétration entre les branches. Ceci explique que la croissance générée

par le modele de DLA ne dépende pas de la morphologie locale, mais de la géométrie globale

de ’amas.
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La probabilité de croissance sur le périmetre de I’amas est équivalente a la probabilité qu’une
particule visite 'amas par pur mouvement aléatoire. Cette probabilité, w, suit la loi de
diffusion [7] :

Vu =0

ou v = 1 a l'infini, et u = 0 au périmetre de 'amas. La probabilité qu’un site du périmetre
soit visité est proportionnelle au flux sur le site, c’est-a-dire p o« Vu. Quant a la vitesse
de croissance, V,,, elle suit I’équation continue VV,, = 0. En conséquence, la croissance de
I’amas par le modele de DLA ne résulte pas d’un simple dépot de particules, mais plutot du
calcul du champ du laplacien de u. De fait, de ce point de vue, la croissance de type DLA

peut étre considérée comme une croissance de type laplacien.

Le champ u est une représentation de différentes entités selon les domaines d’application.
Dans le cas de la croissance de digitations visqueuses en hydrodynamique, il correspond au
champ de pression. Dans le cas du dépot électrolytique, il correspond au champ électrique,

et dans celui de la croissance des bactéries, a la concentration de nutriments.
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A partir du modele classique

de DLA, nous avons introduit des extensions liés premierement au déplacement des parti-
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cules, deuxiemement a l'interaction entre des particules et des amas, et troisiemement a la
quantité de particules en mouvement au méme instant. Ces extensions sont physiquement
intéressantes, car elles modifient la morphologie (géométrie) de I’amas, ainsi que la cinétique

de la croissance.

Le facteur de « Sticking probability »

Dans le modele de DLA classique, on considere qu’a
chaque fois qu'une particule arrive a ’amas, elle s’y colle
immédiatement. Se forme alors une nouvelle partie de
l’amas (la probabilité de collage = 1). En introduisant le

facteur de « Sticking probability' » (£) dans ce modele,

le collage n’est pas toujours immédiat : il se réalise au

bout de plusieurs étapes, faisant varier ainsi sa probabi-

lité entre 0 a 1.

Stacking Cosffictest ¢ w 0.1

Ce facteur enrichit le modele de DLA, car il permet de
générer différentes morphologies de croissance de 'amas.
Selon Gouyet, dans son livre intitulé Physique et struc-
tures fractales [35], le modele de DLA avec Pextension

« Sticking probability », montre un changement de régime

(« crossover ») de ses caractéristiques géométriques.

Il dit qu’apres un temps suffisamment grand, quand la
taille de 'amas est assez importante, sa dimension frac-
tale reste indépendante de la valeur du facteur de « Sti-

cking probability » et converge vers la dimension fractale

du schéma DLA classique (£ = 1). En revanche, au début

de la simulation, la formation de ’amas est dépendante

de €. Plus le facteur de « Sticking probability » est petit

1La probabilité de collage.
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(¢ — 0), plus 'amas forme une structure compacte qui est similaire au modéle d’Eden (pour

le détail voir [105]).

L’explication du changement de régime lors de la crois-
sance de I’amas repose sur la diminution de 1’équilibre
de contact au périmetre de 'amas. Plus & est petit, plus
la probabilité qu'une particule arrive aux sites voisins

avant de se coller est grande. Quand la taille de I'amas

devient suffisamment grande, les sites visités deviennent
limités a un petit voisinage autour du premier contact.

Le modele converge alors petit a petit vers le modele classique de DLA de Witten et Sander.

Probabilité de mouvement des particules

La particule et I’amas sont les deux acteurs principaux du modele de DLA. En modifiant leur
comportement ou leurs caractéristiques, on obtient des résultats tres différents. En regardant
de pres, le facteur de « Sticking probability » est 1lié a I'interaction entre la particule et I’amas.
Ce que nous voulons dire par la, c’est que le facteur de « Sticking probability » est une ex-
tension du comportement de I’ensemble particule-amas. Si ce facteur est une modification
des comportements de 1’ensemble particule-amas, pourquoi ne pas ajouter et/ou modifier le
comportement seul de la particule ou de 'amas ? Cette question nous amene a réfléchir sur
les types de comportement que 1’on peut ajouter au comportement initial des particules en

mouvement [70].

Au départ, le mouvement de particules, selon le modele de DLA, est un mouvement aléatoire
ou mouvement brownien. Ce mouvement est 1ié a un processus purement stochastique, avec
un déplacement équiprobable dans toutes les directions. Comme ce mouvement induit une
croissance de 'amas aux points de contact avec la particule, il donne alors une croissance de

type aléatoire et équiprobable de 'amas.

Dans la nature, pour certains processus physiques, le mouvement de particules dans un milieu

n’est pas toujours un mouvement équiprobable. Par exemple : 1°) le mouvement des flocons
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de neiges dans 'air, bien qu'il soit aléatoire, est tres influencé par la force de gravité. Plus
sa masse est importante, plus il tombe rapidement, et moins il est influencé par le vent ; 2°)
le mouvement des ions dans le dépot électrolytique suit toujours un déplacement de ’anode

vers le cathode.

Par la suite, nous allons étudier trois possibilités de mouvement d’une particule. Nous allons
commencer par le mouvement équiprobable (dans quatre directions), c’est-a-dire le mouve-
ment dans un milieu sans flux (équiprobable); ensuite, nous mentionnerons le mouvement
non-équiprobable dans un milieu de diffusion-convection. Enfin, nous décrirons le mouvement

général d’une particule selon huit directions.

Milieu de diffusion sans flux

Si le systeme est considéré comme un processus purement diffusif (c’est-a-dire sans flux),
la probabilité de déplacement d’une particule dans les quatre directions (est, ouest, nord,
et sud) est équiprobable. Le mouvement équiprobable de la particule est facile & prouver &
partir de I'équation de diffusion en utilisant sa discrétisation. L’équation de diffusion sans

terme source dans l’espace R2 s’écrit :

Ou (x,y,t)

o — kAu(z,y,t) =0 (3.1)

Supposons que ’amas croit lentement (la variation de la concentration de la substance dif-

fusante (u) dans le temps est tres petite)

au (1‘7 y? t) — 0
o
ce qui implique
kA (z,y,t) =0 (3.2)

La discrétisation spatiale selon I’axe x et y de I’équation ci-dessus donne? :

Ugtly + Us—1,y + Uz yt1 + Uspy—1

2Nous supposons que le pas de discrétisation spatiale dans le direction x et y est égal & 1, et le coefficient
de diffusivité (k) = 1.
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P; : Cette équation discrete montre, & travers ses coefficients, que

T ' les probabilités de déplacement d’une particule vers les quatre
Poe— @ —>P; directions sont égales a :

| 1

B, pj:17.]:1:2:374 (34)

La relation entre la probabilité et la concentration des particules voisines pour une particule

donnée est décrite par :

Uy = Ug,y+1

U2 = Ug41,y

Ugy = ijuj;j efl...4]; (3.5)

U3z = Ug y—1

Ug = Ug—1,y

Sans se référer a I’équation de diffusion, les probabilités de mouvement d’une particule
peuvent étre calculées en utilisant la méthode analytique. La figure ci-dessus montre les
quatre possibilités de déplacement d’une particule selon les axes = et y. Si les probabilités
de déplacement p; = pa = p3 = py = P sachant que p; + p2 + ps + ps = 1, on en déduit alors
que p; = P = i;j =1,2,3,4.

Milieu de diffusion-convection

Comme les probabilités de déplacement d’une particule dans le milieu purement diffusif
peuvent étre déduites de 1’équation de diffusion, alors dans le cas du milieu de diffusion-
convection, on peut appliquer la méme démarche. L’équation suivante décrit le phénomene

de diffusion-convection dans ’espace R?, avec p le facteur de convection :

W —kAu (x7y7t) —-pVu (-Z',y, t) =0 (36)

Supposons que la variation de la concentration de la substance diffusante (u) dans le temps
est tres petite et que le transport ne s’exerce que dans la direction y+, alors I’équation

précédente devient :
du (z,y,1)

5, =0 (3.7)

kAu(z,y,t) +p
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En utilisant la méthode des différences finies, la relation de propagation de la concentration

entre une particule et ses voisines est décrite par I’équation suivante :

u _ Ug41,y + Uz —1,y + Ug,y—1 + (1 + P) Uz, y+1
x,Y 4+p

(3.8)

D’apres les coefficients de 1’équation ci-dessus, la probabilité de déplacement (p;) dans la

direction de I'axe y™T est :

1+p
=7 3.9
"=, (3.9)
et les probabilités pour les autres directions sont :
P = 1] =2,3,4 (3.10)

4+p

P; % En utilisant la méthode analytique, on suppose que « est le

T v coefficient de priorité de déplacement d’une particule vers

la direction y*, et p; = P pour j = 2,3 et 4. On en déduit

Py¢— O —% alors que p; est égal & P(1 4+ «). Sachant que 24: p; =1,
ceci implique 4P + aP = 1, d'ou P = 4_‘%&. ]O;11 prouve

l« alors que le facteur de convection (p) dans ’équation de

P diffusion-convection correspond au coefficient de priorité

de déplacement d’une particule vers une direction donnée.
Dans un cas particulier, ou le facteur de convection p est trés important, la morphologie de
I’amas devient plus compacte et sera similaire a celle produite par le modele de « Random

Deposition » (voir le chapitre 2).

Généralisation

P, Une particule peut se déplacer dans huit directions, comme

\ A‘ /p5 "r montré par la figure ci-dessus. Supposons que les proba-

bilités de déplacement d’une particule dans chaque direc-

/ \ tion ne soient pas équiprobables et mais qu’elles soient
|

Ps symétriques et se dégradent par rapport a l’axe vertical

(yT) du fait d’un flux selon la direction y*. Nous pouvons
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alors décrire la relation de toutes les probabilités de déplacement de la particule (p;) par :

p3 =ps =pe = P;
p2=ps=(1+a1)P;
p1=pr=ps=(1+az2)P;
0<a S

(3.11)

8
Sachant que ) p; = 1, on déduit alors la probabilité de déplacement vers le nord, le nord-est
j=1
et le nord-ouest par :

1
S 3+42(14 o) +3(1+ay)

i i =13,5,6 (3.12)

la probabilité de déplacement vers 1’est et 1’ouest par :

— 1+Oé1 -
T3r2(1+a)+3(1taz)’’

; =24 (3.13)

et enfin la probabilité de déplacement vers le sud, le sud-ouest et le sud-est par :

o 1+012
3421+ o) +3(1+az)

Dr k=1,7,8 (3.14)

En faisant varier la valeur de a; et de ais, on obtient ainsi une grande panoplie de morpho-
logies d’amas. Elles sont tres différentes les unes des autres au niveau de leur compacité ou

de leur porosité.

Longueur de déplacement

Jusqu’a maintenant, le mouvement aléatoire des particules est généré par un générateur
aléatoire avec une fréquence égale a 1, c’est-a-dire que pour chaque mouvement inter-sites,
une nouvelle direction est calculée de maniére aléatoire. La longueur de déplacement moyen ()
d’une particule est alors égale & la distance inter-sites [35]. L’augmentation de la longueur de
parcours moyen consiste & diminuer la fréquence du générateur aléatoire. Dans certains type
de processus d’agrégation, la longueur de déplacement peut étre non négligeable et varie a
cause du changement des conditions d’environnement. Si la longueur de déplacement devient

trés grande, alors, le mouvement de la particule devient un mouvement balistique décrit par
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la trajectoire rectiligne dans une direction aléatoire. La variation de longueur de déplacement
moyen joue un role important dans la compacité et la dimension fractale de ’amas. Plus la
longueur de déplacement est grande, plus la morphologie de I'amas est compacte et plus la
dimension fractale est grande. Si la longueur de déplacement est tres grande, la dimension
fractale de I’amas est égale a 1.94 pour une diffusion dans le plan. En trois dimension, I’amas
formé a une dimension fractale de 2.8; démontrant une compacité trés importante (pour le

calcul de la dimension fractale, voir I’annexe).

La longueur de déplacement joue également un role dans la croissance des sites entre deux
branches principales. Si la longueur de déplacement augmente, la probabilité de croissance
sur les sites se trouvant entre deux branches principales diminue. Elle se comporte donc, en

quelque sorte, comme une barriere de protection pour la croissance entre deux branches.

Généralisation du mouvement des particules

Les deux extensions du modele de DLA, la probabilité de mouvement et la longueur de par-
cours, sont liées au comportement de la particule en mouvement dans un champ équipotentiel

ou non-équipotentiel.

PiaVv; De maniere générale, le mouvement d’une particule peut

A1‘ 7 4 étre exprimé par trois composantes (v, a et p), décrites

'.,.’/ 5 par la figure de gauche. p représente la probabilité de

- - ’}f Y déplacement de la particule, a représente son coefficient
¥ \‘\ ou sa longueur de déplacement et v représente le vec-

;iaivt teur ou la direction de déplacement de la particule. En

FIc. 3.3 - Déplacement d’une n-dimensions, ’ensemble de déplacement (D) de la parti-

particule décrit par trois com- cule est un ensemble du produit de deux composantes® :

posantes (v, a et p). la composante scalaire, la longueur, et la composante
vectorielle, la direction.

d; = a;v; (3.15)

avec, 1, le nombre de vecteurs de déplacement possibles. Cette équation peut étre exprimée

3d € D, d est un déplacement.
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sous la forme matricielle suivante :
T
di = a; [Vil e Vg Vin] (316)

Pour que la longueur du vecteur de déplacement ne dépende que de la variable a (la lon-
gueur de déplacement), il faut que le vecteur v soit un vecteur unitaire*, c’est-a-dire que
chaque composante du vecteur sera divisée par son module. Donc 1’équation d’ensemble du

déplacement sous la forme matricielle devient :

T
d; = a, l"ﬂ AL A V] (3.17)

— — —
Vil i
En séparant le module du vecteur de la matrice vectorielle, on obtient :

1
di = aim [Vil s Vg Vin]T (318)

En général, I’ensemble de déplacement est un ensemble fixe, c’est-a-dire que le coefficient (la
longueur) de déplacement (a) est une constante, et les vecteurs de déplacement (V) sont
déterminés au début de la simulation. Le seul facteur qui donne un mouvement aléatoire est
la probabilité de déplacement (p). « p » représente la fréquence de chaque composante au
sein de I'ensemble D (par exemple, ’équation 3.19), composante utilisée comme vecteur de
déplacement. La probabilité (p) peut étre équiprobable, dans le cas ot il n’y a pas de flux
qui influence le déplacement des particules. Elle peut étre non-équiprobable, dans le cas ou
les particules ont tendance a se déplacer dans une certaine direction, grace a la présence d’un

flux.

Pour enrichir le modele de DLA, on peut imaginer que ’ensemble de déplacement D est
un ensemble varié, c’est-a-dire que les deux composantes (la longueur (a) et le vecteur (V)
de déplacement) sont des composantes aléatoires. Elles sont alors déterminées (calculées) &
chaque nouveau déplacement inter-site. En utilisant un ensemble varié de déplacement, on
suppose que le systéeme est tres instable, la condition d’environnement varie tres fréquemment

et la formation de I'amas est beaucoup plus longue & se réaliser que les changements de

4Le module du vecteur unitaire est égal & 1.
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condition de I’environnement. Jusqu’a présent, on n’a jamais utilisé un ensemble varié de
déplacement comme modele de simulation. On n’a pas la moindre idée de la morphologie
de I’édifice formé par ce modele. Pour I'instant ce modele n’est qu'une idée de 'auteur, et

pourrait étre mis en pratique dans un temps a venir.

Dans le cas du modele original de DLA, I’ensemble de déplacement d’une particule est un

ensemble fixe de quatre éléments, représenté par :

D= ’ ) ) (319)

La quantité de particules

Avec une seule particule en déplacement a la fois, le modele classique de DLA peut étre
considéré comme un véritable modele de croissance des agrégats par mouvement brownien
de particules. Si le nombre de particules en déplacement augmente, le mouvement des parti-
cules n’est plus considéré comme un vrai mouvement brownien, car le déplacement de chaque
particule est influencé par la présence des autres particules. Le modele qui utilise plusieurs
particules en mouvement & la fois est appelé MBDLA (« Multiparticle biased diffusion-limited
aggregation ») [91, 69]. Dans ce modele, le nombre de particules en mouvement correspond
a la concentration des particules (c) dans le réseau. Si ¢ tends vers 0, alors le modele de

MBDLA tends vers le modele classique de DLA.

Le figure 3.4 montre le tableau d’évolution des morphologies des agrégats obtenues par le
modele de DLA, avec le facteur de convection (p) compris entre 0 et 5, et le facteur de
« Sticking probability » (s) compris entre 0.01 et 0.5. Quant & la concentration des particules
(c), elle est fixée a 0.05. L’augmentation du facteur de convection induit une augmentation
de la compacité de la structure de 'amas. Cette augmentation de la compacité peut étre
également influencée par la diminution du facteur de « Sticking probability ». Du point de
vue de la morphologie, 'augmentation de la compacité due a la variation du facteur de

convection ou a celle du facteur de « Sticking probability » n’est pas la méme. La variation
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s=0.05 s=0.1 s=0.5 g=

F1a. 3.4 — Morphologies des agrégats obtenues en utilisant le modele de MBDLA [14] dans
le réseau 256 x 400 avec le facteur de concentration ¢ = 0.05. p est le facteur de convection,
et s est le facteur de « Sticking probability ».

du facteur de « Sticking probability » montre une agglomération de particules autour des

branches principales, ce qui n’est pas le cas pour la variation du facteur de convection.

%ﬁg § '
STARMT AL

p=0.1 p=0.5 p=1

F1a. 3.5 — Morphologies des agrégats obtenues en utilisant la méthode MBDLA [14] avec le
facteur de « Sticking probability »(s = 1). La concentration des particules varie selon I’axe
vertical et le facteur de convection varie selon ’axe horizontal.

La concentration des particules influence donc la rugosité de la surface de ’amas formé. La
figure 3.5 montre que plus la concentration est grande, moins la rugosité est importante.
Ceci est facile a comprendre, car dans un réseau ayant un grand nombre de particules en

mouvement, toute la surface dispose de presque la méme probabilité de croissance, puisque
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I’augmentation du nombre de particule induit une augmentation de la capacité de pénétration
des particules entre les branches. Ceci implique que ce modele tend vers une croissance qui

ne dépend pas de la géométrie globale de I'amas.

(a) (b) (c)

FiG. 3.6 — Résultats de simulations utilisant le modele de MBDLA & partir de différentes
surfaces initiales dans un réseau 400 x 300, avec un nombre de particules au départ égal a
10000.

En observant la figure 3.6, on peut conclure que la surface initiale joue un réle important
dans la formation de I'amas (la morphologie de amas dépend de la géométrie globale de
Pamas) car la croissance est plus importante aux branches externes (pointes) qu’aux endroits
compris entre deux branches. Ceci ne contredit pas nécessairement ce que 1'on vient de dire,
c’est-a-dire que le modele MBDLA ne dépend pas de la géométrie globale. La formation de
I’amas dépend encore de la géométrie globale car la concentration des particules n’est pas
suffisamment grande, de I’ ordre® de 0.1041667 ce qui reste trop petit pour augmenter la

force de pénétration des particules entre les branches.

Relaxation

A partir du modele de MBDLA, on peut ajouter une composante de relaxation. Dans un
premier temps, cette contrainte de relaxation est limitée au voisinage d’ordre 1 selon 'axe
horizontal, c’est-a-dire que chaque particule qui vient de se coller a I'agrégat subit une force
qui la tire vers le centre dans le cas d’un réseau circulaire ou vers le bas dans le cas d’'un

réseau rectangulaire.

58i on considére que la surface initiale représente 20% du réseau.
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La figure 3.7 montre que la morphologie de 1’édifice formé est plus compacte que celle sans
relaxation (voir figure 3.6). La croissance de ’édifice induite par ce modele dépend forte-
ment de la surface initiale. Sur les sites externes (pointes), la croissance est beaucoup plus
importante que sur les sites internes (entre deux branches), ce qui implique la formation de
structures en colonnettes. La hauteur des colonnettes augmente en fonction du temps, ce
qui donne une augmentation de la rugosité de la surface. La largeur des colonnettes s’élargit
également au fur & mesure que la hauteur augmente. Apres un certain temps, la croissance

latérale se stabilise, alors que la croissance verticale se poursuit avec le temps.

FiG. 3.7 — Résultats de simulations utilisant le modele de MBDLA avec relaxation (au
voisinage d’ordre 1) & partir de différentes surfaces initiales dans un réseau 400 x 300, avec
un nombre de particules au départ égal a 10000.

La croissance latérale dépend de deux facteurs : premierement, la configuration de 1’édifice
voisin, c’est-a-dire, une présence de branches (colonnettes) voisines diminue la vitesse de la
croissance latérale, deuxiemement, la longueur de parcours des particules en mouvement.
Plus la longueur de parcours est importante, plus la croissance latérale se stabilise rapide-

ment, plus la largeur de colonnette est fine.

Dans un deuxiéme temps, on peut augmenter la distance de relaxation des particules. Cette
fois, la distance de relaxation est fixé au voisinage d’ordre 2 selon I’axe horizontal. Cet aug-
mentation permet & des particules d’atteindre plus facilement des sites isolés. La figure 3.8

montre qu’a cause de 'augmentation de la distance de relaxation, la surface de I’édifice de-
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Fic. 3.8 — Résultats de simulations utilisant le modele de MBDLA avec relaxation (au
voisinage d’ordre 2), avec un nombre de particules au départ égal & 10000.

vient plus lisse, et la rugosité de la surface est moins importante que le premier modele. La
vitesse de la croissance latérale augmente grace a la capacité de relaxation horizontale plus

importante des particules.

Enfin dans un dernier temps, on peut utiliser une distance de relaxation de taille infinie,
ST , . . . , . . ..
c’est-a-dire qu’une particule qui arrive en contact de ’amas, diffuse vers les sites voisins

jusqu’a ce qu’elle trouve un site minimal.

D’apres la figure 3.9, les sites entre deux branches inscrites dans une surface de rugosité
importante possedent une vitesse de croissance plus importante que ceux qui se trouvent sur
les branches externes (pointes) ou sur une surface plus aplanie. Ceci implique un comblement
rapide des sites entre deux branches ce qui donne une surface beaucoup plus lisse que dans
les modeles précédents. Le mécanisme de ce modele est similaire a celui du processus de
sédimentation. D’ailleurs, les résultats montrés par le modele possedent une forte ressem-

blance avec les figures de sédimentation de sables dans un milieu non-agité.
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F1G. 3.9 — Résultats de simulations utilisant le modele MBDLA & partir de différentes surfaces
initiales dans un réseau 400 x 300, avec un nombre de particules au départ égal a 10000.

3.2 Mathématiques, DLA et nature

God does not play dice . ..

Albert Einstein

Le processus d’agrégation par diffusion limitée est souvent utilisé comme modele de simula-
tion de processus naturels. Sa capacité a imiter les processus de croissance dans les domaines
de la physique, de la chimie, et de la biologie, montre qu’il peut étre accepté comme un
des modeles de base décrivant les processus d’interaction dans le monde vivant, tout comme

dans le monde minéral, et & 'interface de ces deux mondes.

Hormis le modele d’agrégation par diffusion limitée, il existe d’autres nombreux modeles
capables de produire des morphologies trouvées dans la nature. On peut alors se poser les
questions suivantes : est-ce que tous ces modeles sont interdépendants ?, est-ce qu’il y a un
lien entre leurs regles de fonctionnement ou les morphologies produites 7, ou encore, est-ce

qu’il y a une regle ou une loi universelle qui régne dans notre univers et qui traduise ces
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modeles 7, tous les processus dans la nature ne sont ils que le fruit du hasard ?...

Sans avoir d’idées précongues pour répondre & toutes ces questions, qui restent philoso-
phiques et hors de portée des capacités de I'auteur, nous voulons simplement présenter
quelques résultats d’observations intéressantes sur les morphologies produites par le modele
d’agrégation par diffusion limitée (DLA). La figure 3.10 montre les morphologies fractales
engendrées par le modele de DLA. Les lettres A et B sont les branches qui sont générées a
partir de la branche mere. Les figures 3.10.(a) et 3.10.(b) montrent qu’une branche du type
A génere deux branches filles chacune du type A et B. Une branche de type B ne génere
qu’une seule branche fille de type A. La branche de type A est la branche meére principale
au début de la ramification. Cette série générant I’alphabet n’est ni plus ni moins que la

grammaire de la génération d’une suite de Fibonacci (équation 3.23 & la page 56).

VY
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FIG. 3.10 — Trois édifices formés par 10 particules selon le modele de DLA . Les figures (a)
et (b) montrent une formation de branches selon le processus récursif de Fibonacci (images
de Arneodo et al. [3])

Leonardo Fibonacci est un mathématicien italien, né a Pise en 1180. Il est connu également
sous le nom de Léonard de Pise. Fils d’'un commergant toscan (Bonaccio, d’olt son surnom),
il est amené a voyager beaucoup, notamment au Proche-Orient. Fasciné par la numérotation
arabe qu’il découvre, il décide de 'introduire dans le monde occidental en rédigeant a son
retour un ouvrage d’explication (Liber abact). Ceci lui permet d’étudier plus facilement les

équations d’ordre 1 et 2 et de calculer quelques décimales de . Fibonacci est resté tres
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célebre grace a sa suite et au fait qu’il soit presque le seul mathématicien occidental de ta-

lent de cette époque.

Sa suite était censée résoudre le probleme suivant : possédant au départ un couple de lapins,
combien de couples de lapins obtient-on en douze mois si chaque couple engendre tous les
mois un nouveau couple & compter du second mois de son existence ?.

C’est ainsi qu’on est conduit a la célebre suite de Fibonacci :

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,.... Cette suite peut alors écrite sous la forme :

f(0)=0
f)=1
fn)=f(n=2)4+fn—1);n>1

f0) = 0 0
f1) = 1 1
f2) = 1+0 1
f3) = 1+0+1 2
f4) = 1404+1+1+0 3
f5) = 1+04+1+1+04+1+0+1 5
f6) = 1+4+04+1+140+1+0+1+14+0+1+1+0 8

Une méthode encore bien plus efficace de calcul de f(n) consiste a réécrire la relation

définissant la suite sous la forme d’une relation linéaire matricielle :

o N _ 1) [ s a0
f(n—1) 10 f(n—2)
On en déduit que (pour n > 1) :
n—1
s\ (1) (s )

fln=1)

—
o
~
—
=)
=

Le rapport entre les nombres successifs dans la série de Fibonacci peut étre calculé de la

maniere suivante ; prenons les trois nombre successifs a , b et a + b. La relations de ces trois
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nombre est décrite par :

a+b
b

¢ 41

1

1

Qo 2o

Considérons ¢ = g, alors ’équation précédente devient :

p=5+1
P —p—1=0

ce qui donne ¢ = %\/g ~ 1.618. La relation entre le nombre ¢, connu sous le nom de nombre

d’or et la suite de Fibonacci est :

(@) —(=¢)"

Fmy = (3.22)

Le nombre d’or se retrouve au dela des mathématiques et des ouvrages d’origine humaine,
que ce soit dans I'art ou dans I'architecture. Dans la nature sa présence est bien réelle, et on
le trouve dans différentes formes naturelles et dans des domaines divers (figure 3.11), telles la
botanique, la paléontologie, ou ’astronomie. Est-ce que sa présence ne releve que du simple

hasard, ou est-ce une preuve de 'existence de lois sous-jacentes 7

(¢) La pomme de pin avec
13 spirales dans le sens anti-

(b) La pomme de pin avec 8 spi-
rales dans le sens horaire.

(a) La spirale formée par le
nautile suit la courbe r =

L 1n(1.618).0 .
em en coordonnee po-

laire ; le rapport de deux rayons
vecteurs opposés est le nombre
d’or (1.618)

horaire. 8 et 13 sont deux termes
consécutifs dans la suite de Fi-
bonacci.

Fia. 3.11 — Quelques exemples du nombre d’or et de la suite de Fibonacci trouvés dans

nature.
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La séquence de Fibonacci peut étre générée également par le processus récursif [31] suivant :

a—ab, b—a (3.23)
b|O0
a|l
ab | 140
aba | 14041

abaab | 14+04+141+0
abaababa | 1+04+14+1404+140+1
abaababaabaab | 1+0+1+14+0+140+1+14+0+14+1+40

Cette séquence de Fibonacci peut étre considérée comme un DOL-systeme. Celui-ci est le
plus simple des L-systémes. Le L-systéme ou Lindenmayer-systéme [54] a été développé par
Aristid Lindenmayer en 1968. C’est une théorie mathématique du développement des plantes.
Elle est fondée sur la création d’objets complexes par remplacement de parties d’un objet

initial en utilisant un ensemble de regles de production [80, 79, 86].

=

(a) (b) (c)

FiG. 3.12 — Quelques exemples d’images générées par L-systeme.

Le L-systeme est défini de la maniere formelle suivante :
— Soit V : un alphabet {a,b,c,..., 2}
— V : ensemble des mots sur 'alphabet V {r,jfk,igun,aa...}

— w €V : mots de départ ou axiome
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— P CV xV :ensemble fini de production {(a, jfk), (a,igun), (c,aa)...}
— DOL-Systeme est un langage algébrique sur w généré pa la grammaire non ambigué G =
{V,w, P}.

Par exemple, un DOL systeme se définit par :

G = {{a,b,ab} ,b, P} (3.24)

avec P, la série de production de : P = {p1,p2} = {(b,a), (a,ad)}

p1:b—a

p2:a— ab

Nous avons alors ’ensemble de l'itération :

b — a — ab — aba — abaab — abaababa — ...

Le L-systéeme peut étre vu comme un modele de croissance par une technique d’auto-
reproduction. Ce type de croissance est également le fondement de la méthode des automates

cellulaires [93, 2].

Ce bref épilogue nous montre l'existence de liens étroits entre DLA, certaines des morpho-
logies de la nature, les L - systémes ainsi que les automates cellulaires. Ce dernier type
de modele est considéré comme une nouvelle forme de science, fondé sur la famille de pro-
grammes dits « stmples » ou « élémentaires » [121]. Le chapitre suivant décrit de maniére
plus détaillée ce qu’est un automate cellulaire, ses propriétés, ses applications et son utilisa-

tion comme modele de simulation de la croissance de surface.
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CHAPITRE QUATRE

Automate Cellulaire

Toute la richesse du monde physique émerge de régles sous-jacentes trés simples [...] je

crois qu’il y a peut-étre un programme simple, unique, qui, s’il était exécuté pendant

suffisamment longtemps, reproduirait tous les détails de ce qui est survenu dans notre
Univers. Ce programme constituerait donc la théorie physique ultime.

S.Wolfram
La recherche 356, septembre 2002

L’idée d’'un automate auto-reproducteur a été lancée pour la
premiere fois en septembre 1948 par John Von Neumann au tra-
vers de son article intitulé « Theory of automata », publié dans
un symposium & Pasadena, en Californie [110]. L'une de ques-
tions fondamentales qui avait été posée, était de savoir s’il était

possible de construire une machine capable de s’auto-reproduire.

Stanislaw Ulam, I'inventeur de la méthode dite de Monté-Carlo,

est surtout connu par ses travaux sur la fusion nucléaire. Il est également un collegue de
John Von Neumann au laboratoire de Los Alamos (Etats—Unis), et propose une solution sur
la question de la machine auto-reproductrice de Von Neumann. L’expérience d’Ulam sur des
méthodes récursives dans la construction de formes géométriques a partir de regles simples
construites dans un univers cellulaire’ donne ’idée & Von Neumann de concevoir son auto-

mate sous la forme cellulaire plutoét que sous la forme d’un circuit logique.

Ulam a décrit en 1965 le concept d’auto-reproducteur en écrivant [101] : « Un champ d’ap-

plication intéressant pour des modéles qui sont constitués d’un nombre infini d’éléments

1Une matrice infinie ol les cellules, régulierement reparties dans une dimension finie, avec des états
déterminés : passif ou actif.
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interagissant peut étre trouvé dans les théories récentes des automates. Un modéle général,
proposé par Von Neumann et l'auteur, serait comme suit : étant donné un réseau infini de
points, chacun possédant un nombre fini de connections a certains de ses voisins, chaque
point a la possibilité de se trouver dans un nombre fini d’états. Les états des voisins au
temps t, induit I’état du point au temps t,+1. Un des objectifs de la théorie est de prouver
lexistence de sous-systémes qui sont capables de se multiplier, c’est-a-dire de créer d’autres
systémes identiques a eux-mémes. ». Arrivé a ce terme, le nom d’automate cellulaire n’est
pas encore apparu, mais 1'idée et le concept sont clairs et bien définis. Ce n’est qu’en 1966,

a travers une publication sur I'auto-reproduction qu’Arthur Burks propose le nom d’« auto-

mate cellulaire ».

En 1970, John Conway, un mathématicien anglais de l'université de Cambridge invente le
célebre automate cellulaire connu sous le nom de « Game of Life »2. Ce jeu a connu tout
de suite un grand succes du fait de sa mise en ceuvre informatique aisée, la richesse des
configurations qu’il produit, et surtout la simplicité de ses regles d’évolution. Le jeu de la
vie est un ensemble de cellules ou une cellule peut se trouver dans deux états : vivant ou
mort. L’évolution d’une cellule au temps ¢t + 1 est déterminée par son état et I’état de ses
voisines (N,, = nombre de cellules voisines vivantes) au temps ¢, selon les régles de transition
suivantes :

e une cellule vivante meurt, si N,, < 1, ce qui correspond a un état d’isolement de cellule,

e une cellule vivante meurt, si IV, > 4, ce qui correspond & un état de surpeuplement

autour de la cellule,
e une cellule morte peut devenir vivante, si N,, = 3 ce qui correspond a une reproduction

« trisexuée ».

Conway a consacré deux ans de recherche et d’expérimentation avant d’arriver a établir
les regles simples du « Game of Life »; était-ce di au manque de connaissances concer-
nant les automates cellulaires ou était-ce vraiment difficile de trouver des regles simples qui

conduisent & des comportement riches, imprévisibles, et complexes ?

Stephen Wolfram, I'inventeur du logiciel « Mathematica », a publié son premier article a I’age

de 15 ans, et un certain nombre d’articles sur la physique des particules alors qu’il n’était

2En francais, « Jeu de la vie ».
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encore qu'un adolescent. Il obtint son doctorat au Cal-Tech en 1980 a I’dge de 20 ans. En
effectuant une recherche sur l'origine de la complexité dans la nature et en recherchant des
modeles sur la fagon dont les galaxies s’étaient formées a partir d’un état initial chaotique,

il s’intéressa aux automates cellulaires.

En 1982, il publie son premier
article sur les automates cel-
lulaires « Cellular Automata
as Simple Self-Organizing Sys-
tems ». De 1982 a 1988, il pu-
blie en tout 20 articles sur la
théorie, la complexité et I’ap-

plication des automates cel-

lulaires. Le point fort de la

recherche de Wolfram est d’avoir Etapen Etapen+1

proposé une classification des e S o
dans une cellule

automates cellulaires en quatre

catégories, en s’inspirant de %*@ %‘% %»

la théorie des systemes dyna-

BE

Fi1G. 4.1 — Les phénomeénes de turbulence simulés par
des automates cellulaires. En haut, les turbulences
livre sur I’énorme potentialité produites a cause d’un obstacle. Au milieu, la simu-
lation par des automates qui sont décrits par 5 regles
simples données en bas. (image prise dans le magazine
new kind of science », qui re- « Pour la Science », octobre 2002, page 158).

miques. En 2002, il sort un

des automates cellulaires « A

trace ses années de recherches

et parle de sa certitude qu’un jour, les automates cellulaires deviendront une science fon-
damentale tout comme les mathématiques. Enfin, Goujon [34] a écrit qu’« il semble donc
qu’un nouveau paradigme scientifique se soit développé, ses caractéristiques principales
étant de traiter les problémes selon une approche ascendante (du simple vers le compleze),

paralléle et en déterminant les comportements des entités élémentaires de facon local ».

Au niveau pratique, les automates cellulaires sont appliqués a divers domaines, depuis la bio-
logie [25, 90], les neurosciences [106], la physique [1, 99] jusqu’a la chimie [38]. Ces diverses

applications des automates cellulaires montrent qu’ils possedent des capacités a répondre
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a une grande diversité de problemes posés; il suffit d’interpréter les mécanismes de fonc-
tionnement d’événements du probléme en fonctionnement discret (temps, espace et état)
de l'automate cellulaire. C’est ainsi que les automates cellulaires nous ont convaincu par
leur simplicité de mise en place et leurs résultats imprévisibles qu’ils pourraient étre utilisés

comme modele de simulation de la croissance des stromatolithes.

Définition

Wolfram [118, 119, 120] définit un automate cellulaire comme un systéme de cellules inter-
agissant localement de maniere simple et qui manifeste un comportement global complexe.
Jen [43] a par ailleurs souligné une autre propriété importante : il s’agit de modeles dy-
namiques ou espace, temps, et états sont discrets. Ceci signifie que ’espace est divisé en
cellules considérées comme des entités individuelles, que celles-ci peuvent se trouver dans un
état pris dans un ensemble fini appelé ensemble d’états de 'automate, et enfin, qu’elles sont
susceptibles de changer d’état a des moments fixes selon une regle de transition fondée sur

la configuration d’états au voisinage de chaque cellule.

Les éléments de base d’un automate cellulaire sont les cellules. Une cellule peut étre considérée
comme une mémoire unitaire souvent qualifiée d’état. Dans le modele le plus simple d’un
automate cellulaire, les états sont binaires, c’est-a-dire qu’ils contiennent les valeurs 0 ou 1.
En revanche, dans des modeles plus complexes, les cellules peuvent prendre plusieurs états

différents (> 2).

Informellement, un automate cellulaire est un ensemble de cellules, disposées sur un réseau
borné. Un instant donné, toute cellule se trouve dans un état particulier, ou « état de I'au-
tomate ». La données des états de I’ensemble des cellules forme un configuration. A chaque
coup d’horloge, les cellules changent leur état en fonction de leur propre état et de I'état
de leur voisins par une application de régle de transition. De maniere formelle, 'automate

cellulaire forme un langage algébrique défini par la grammaire suivante :

Définition 1 (Automate cellulaire) Un automate cellulaire A de dimension d, est
un 4-uplet (d, S, B,0) tel que :
— S est un ensemble fini non vide, dont les éléments sont les états, noté :

S:{Sk;kE{O,...,‘SW*l}},
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— B est un sous-ensemble fini de Z2, appelé le voisinage et défini par :
B ={vj = (1j,...24j);5 €{0,...,|B| = 1}},

— & est une fonction de S'B! dans S, appelée la fonction de transition locale.

Définition 2 Une configuration C 4 de l’automate cellulaire A est une application de
Z% dans S. Pour tout t appartenant a N, la configuration C', devient la configuration ijl
définie par :

‘v’(xlj,...xdj) S z4
Cf4+1 (xlj,...xdj) :5(Cf4 (.7}1 +$117---$d+$d1)7---7cf4 (.%1 +3§'1|B|,...$d—|—$d‘3|))

La fonction F' : szt _, gzt qui a Cy associe Cf:’l est appelée la regle de transition globale

de A.

La définition ci-dessus signifie que I’état d’une cellule au temps ¢t + 1 est déterminé par ’état
des cellules voisines au temps t. La fonction F' peut étre une fonction classique, dans ce cas,
I'automate est dit déterministe, ou une fonction faisant intervenir des variables aléatoires;

on dit alors que 'automate est probabiliste ou stochastique.

espace (x)

Y

temps (t)

o

Fi1G. 4.2 — Processus d’évolution d’une cellule a partir de son état et de ’état des cellules
voisines au temps t selon une regle de transition d.

v

La regle de transition globale donne la notion sur 1’évolution en temps discret, ou a partir
d’une configuration initiale C9Y d’un automate cellulaire .4, une nouvelle configuration C’
peut étre déduite en appliquant successivement sur C&, 0}4, ey Cf‘_l une regle de transition

globale.
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Afin de continuer plus avant, il est nécessaire de fixer quelques éléments de la théorie des
automates cellulaires. Les définitions suivantes permettent de dessiner le cadre dans lequel

les simulations seront opérantes>.

Définition 3 (Accessibilité) Une configuration C"y d’un automate cellulaire A de régle de
transition globale § est accessible depuis la configuration CY, s’l existe un entier n stricte-

ment positif tel que C% = 6"(CY).

La définition d’accessibilité de ’automate cellulaire permet d’introduire la notion de la confi-
guration sans précédent. Celle-ci est connu sous le nom de « Jardin d’Eden », symbolisant

le début de la création.

Définition 4 (Jardin d’Eden) Une configuration C 4 d’un automate cellulaire A est un

jardin d’Eden de A si elle n'est accessible depuis aucune configuration de A.

Définition 5 (Etat quiescent) Un automate cellulaire avec la régle de transition ¢ est dit

a état quiescent s’il existe un état e de cet automate, tel que 6 (e,...,e) =e.

Définition 6 (Automate cellulaire conjugué) Un automate cellulaire A d’ensemble d’états
{0,1} et de régle de transition 0 est le conjugué de lautomate cellulaire A° d’ensemble d’états

{0,1} et de régle de transition 6° et de méme voisinage que A si

V(815--0580) €{0,1}" 8 (81,5 80) =6°(81,+-,8n) + 1

avec = la relation d’équivalence modulo 2

Définition 7 (Automate cellulaire symétrique) Un automate cellulaire A° de régle de

transition 6° est le symétrique de l'automate cellulaire A de régle de transition & si

V(815---,80) €{0,1}" 8 (815--,8n) = 6° (Spy-- -5 81)

3Tous les définitions & propos des automates cellulaires et leurs caractéristiques sont des définitions de
base détaillés dans différentes articles, entre-autres [115, 61, 22, 70, 24], et Ils sont adaptés a la notation que
nous utilisons dans cette these
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Définition 8 (Période d’une configuration) Une configuration C a une période k si
pour tout i € 7 nous avons ¢; = ¢*TF. Pour tout automate cellulaire A, une configuration

c € Cy est périodique s’il existe un k, tel que c a une période k.

Automate cellulaire unidimensionnel

Informellement, un automate cellulaire unidimensionnel peut étre considéré comme une ligne
discréte de sites, ou chaque site a une valeur spécifique. Cette valeur de site varie dans un
temps discret (t) selon une regle de transition précise, et son état se définit par rapport aux

états des sites avoisinants au temps (¢ — 1).

De maniere formelle, 'automate cellulaire unidimensionnel se définit comme suit :

Définition 9 (Automate cellulaire unidimensionnel) Un automate unidimensionnel de
rayon r est un couple (S,5) ot S est un ensemble fini d’états et § : S*"T1 — S est une fonction

de transition. Une configuration ¢ € SZ de (S,3) est une fonction de Z dans S et sa fonction

de transition globale G5 : S* — S” est telle que (Gs (C)) (i) =6 (C (i —7r),...,C(i),...,C (i +7)).

A vpartir de cette définition, on peut construire un grand nombre d’automates cellulaires
unidimensionnels. Parmi les plus connus et les plus souvent étudiés, on trouve les automates

cellulaires élémentaires définis par :

Définition 10 (Automate cellulaire élémentaire) Un automate cellulaire élémentaire
est un automate cellulaire linéaire possédant un ensemble fini d’états S = {0,1} et de voisi-

nages B ={—1,0,1}.

Avec le nombre d’états (k) égal & 2 et Uordre de wvoisinage (r) égal a 1, Pautomate

cellulaire élémentaire possede alors :
e 8 (k2r+1) configurations possibles,
e 256 (kkwrl) regles de transition, et

B DT +1)
e 32 (k 2 _1> regles de transition légales.
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Le tableau 4.1 illustre les 8 configurations possibles d’'un automate cellulaire élémentaire,

avec une regle de transition dite 150%.

111 110 101 100 011 010 001 000
1 0 0 1 0 1 1 0

TAB. 4.1 — Exemple de la regle de transition 150 pour un automate cellulaire élémentaire.

La combinaison de données dans le tableau
4.1 est formée par les regle de transition
d’un automate cellulaire élémentaire (k =
2, r = 1). La valeur de chaque site est soit

0, soit 1. La premiere ligne donne la confi-

guration d’une cellule (site) et de ses deux
voisines adjacentes. La deuxieme ligne four-
nit le résultat de ’application de la regle
Fic. 4.3 — Evolution d’une cellule active de transition sur la configuration des cel-
par l'application de la regle 150. lules. A partir de la régle de transition, la
représentation de I’évolution des cellules peut
étre décrite sous la forme d’une fonction booléenne ou par une opération logique. La regle

de transition 150 du tableau 4.1 peut étre traduite par la fonction booléenne suivante :

CiHt=CleC o0,
Ct=C_aCaC,

Par exemple, la regle 18 (00010010) est définie

par :

C+=C_’ﬂ(c_690+)

FIG. 4.4 — Evolution de plusieurs cellules et la regle 90 (01011010) par :

actives par 'application de la regle 150.
Ct=C_+0y

4100101102 = 15019



4.2 Automate cellulaire unidimensionnel

67

La regle 18 et la regle 90 donnent exactement
la méme morphologie d’évolution, a condition
qu’a I’état initial, il n’y ait qu'une seule cellule
active. La morphologie de I’évolution d’une cel-
lule active par I’application de la regle 18 ou de
la regle 90 de 'automate cellulaire élémentaire
restitue la méme hiérarchie que celle observée

dans le triangle de Pascal, lorsque 'on rem-

place les nombres impairs par des cellules actives.

Il est évident que parmi les 256 regles de transi-
tion de I'automate cellulaire élémentaire, il n’y
en a seulement que quelques unes qui soient
« légales ». Les conditions de détermination
de la 1égalité d’une regle de transition sont les

suivantes [118] :

1°) La configuration vide ne peut pas engen-

Fic. 4.5 — Evolution d’une cellule
active par une application de regle

18 et 90.

FIG. 4.6 — Evolution des cellules ac-

tives par une application de regle 18.

drer une cellule active, ou I'application de la regle de transition sur I’ensemble vide est

toujours vide :

¢y ={0,0,0}
5(Ch) =0

2°) Une configuration isotrope donne le méme résultat d’évolution de 'automate cellulaire

élémentaire :
cYy =1{0,0,1}
CY ={1,0,0}
et
cy ={0,1,1}
ct, ={1,1,0}

5(Ch) =6 (Ch)

5(04) =5 (Ch)

Gréce a ces deux conditions, le nombre de regles de transition se réduit a 32 regles légales.
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Les résultats des automates cellulaires montrent qu’a partir des regles ou des programmes
simples et de conditions initiales élémentaires, on peut obtenir des motifs trés complexes.
Certains motifs montrent des caractéristiques semblables & ceux qui sont produits par la
nature. Par exemples, les motifs générés par la regle 18 de 'automate élémentaire, forment
des triangles de tailles variées qui peuvent évoquer les motifs sur des coquilles de mollusques.
L’autre modele décrivant a merveille les motifs sur des coquilles est présenté par Meinhard
[64] & travers son livre qui s’intitule « Algorithmic Beauty of Sea Shells ». Ce modele est

fondé sur une équation différentielle partielle qui produit un systéme activateur-inhibiteur :

2 2
da —s(a—i—ba) —raa—Q—DaQ

ot " \'b 02
0b 9%b
E :Sa2—’rb+Db$+bb

a (z,t) étant la concentration auto-catalytique de l'activateur, b (z,¢) la concentration de

I'antagoniste

(a) (b) (c) (d)

Fia. 4.7 — Les motifs sur les coquilles peuvent étre générés par l'application de certaines
regles de 'automate cellulaire élémentaire.
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Matrice caractéristique des automates cellulaires

Ce paragraphe décrit les caractéristiques des automates cellulaires, en particulier les regles

de transition en utilisant 1’algebre des « matrices caractéristiques » [17, 20].

Définition 11 Une régle est dite additive si elle est de la forme (XOR) suivante :

t+1 t
= 3 e

j=—r

avec o € {0,1} pour —r < j <r. Le vecteur (Oéj)‘;zir s’appelle le type de la régle.

Par cette définition, on dit alors que la regle 90 de 'automate cellulaire élémentaire est du

type « 101 », et que la regle 150 est du type « 111 ».

Soit un automate cellulaire (A) unidimensionnel, ot s; est la cellule par application d’une

j=r
j=—r

régle du type (o ) I’ensemble de 'application du type de regle sur toutes les cellules
peut étre décrit sous la forme d’une matrice, appelé la matrice caractéristique circulaire

de 'automate cellulaire :

1 1
oy o aly ol
2 2
a? ag ats A,
—1 n—1 -1 —1
Qg Qg Qg 231
n n n n
| of af ceooa™y ag |

Si l'ordre de voisinage de 'automate cellulaire est deux fois moindre que l’ensemble des cel-
lules susceptibles d’évoluer, alors la matrice précédente devient la matrice caractéristique

de Pautomate cellulaire a bord nul.

1 1
oy o 0 0
ot o 0 0
-1 ~1
0 0 oy o
| 0 0 oy ay |
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Par exemple, ’application des regles 90, 150, 150, 150, 90 dont les types sont « 101 », « 111 »,
« 111 », « 111 », et « 101 » sur l'ensemble de cellules a évaluer donne la matrice ca-

ractéristique circulaire suivante :

01 0 1
1 1 10
01 1 1
1 0 1 1
et la matrice caractéristique & bord nul :
01 00
1110
01 1 1
0 011

La fonction de transition pour un automate cellulaire élémentaire additif peut étre exprimée

a partir de la matrice caractéristique :

fein =Tf: (4.1)

et plus généralement,

Jton =T" fi (4.2)

n étant le nombre d’applications successives sur I’ensemble des cellules susceptibles d’évoluer.

L’automate cellulaire élémentaire possede également le complément additif qui peut étre
aussi représenté sous la forme d’une matrice. On dit qu'une régle a un complément additif

si elle est de la forme :
T T

t+1 t t
S 2 3 ey = 3 ol 1 19

j=—r i=—r

oll « — » est I'opération de module 2. Par exemple, la régle 195, qui est du type « 110 »,

peut étre écrite sous la forme :

sgtﬂ) =1+ sgt_)l + sgt) (4.4)
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celle-ci étant le complément de la regle 60 du type « 110 » :
R = o0, 4 0 s

La fonction de transition du complément d’un automate cellulaire élémentaire additif peut
étre exprimée par :

firr=Tfi=F+Tf (4.6)

ol F' est un vecteur de taille égale au nombre de cellules, et ol tous les élément de F' sont

égaux a 1.

Lemme 1 Soit T? Uapplication p fois de la transition T pour un automate cellulaire élémentaire
complémenté, alors

TPfi=(I+T+T*++TP"")F+T"f, (4.7)

ou T correspond a la matrice caractéristique non-complémentée de l’automate cellulaire.

Preuve :
T-fi = F+T-f
T?-fi = F+T-[F+T-f]
= (147)-F+T*-f

On peut alors déduire que :

Pf=I+T+T*+...+ TP )F+1"f, (4.8)

L’étude sur I’algebre de matrices caractéristiques des automates cellulaires est intéressante,
car elle montre que 1’on peut faire un calcul inverse pour déterminer I’état et la configuration
initiaux en connaissant 1’état et la configuration présents. Evidemment, cette étude n’est va-

lable que pour un automate cellulaire de type déterministe.

Apres ce passage rapide sur ’étude théorique des automates cellulaires, nous allons voir
maintenant, I'utilisation des automates cellulaires comme outil de modélisation de la crois-

sance locale des stromatolithes.
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La croissance locale des stromatolithes

Jusqu’a présent, 'origine de la formation des stromatolithes reste une question ouverte. Cer-
tains paléontologues pensent que la formation des stromatolithes est d’origine abiotique alors
que d’autres pensent que origine est plutét biotique. Dans le cas de la formation par les
processus biotiques, la croissance de la structure laminée des stromatolithes est due pour
Pessentiel a I'activité microbienne de tapis symbiotiques mélant cyanobactéries et bactéries.
Les procaryotes croissent de maniere tres rapide en fonction des conditions environnemen-
tales telles que la quantité de nutriment, la luminosité, 'oxygénation etc. et ainsi peuvent
occuper ’ensemble d’une niche écologique. Cette prolifération se répete jusqu’a ce que les
conditions environnementales deviennent critiques puis léthales. Certaines bactéries peuvent
alors prendre des formes de résistance et s’enkystent dans des enveloppes polysaccharidiques

en attendant des jours meilleurs.

Les cyanobactéries que l'on trouve dans la nature, comme celles,
montrées par la figure de droite, ont la capacité de se minéraliser
et de fixer du sédiment dans des tapis d’accrétion phototrope,
formant ainsi des lamines stromatolithiques. Ces lamines corres-
pondent & des lignes de croissance (figure 4.10), montrées par la
variation des couleurs de I’édifice. Ces lignes représentent des va-
riations dans la vitesse d’accrétion, liées par exemple a la sai-
sonalité, ou a toute variation des conditions environnementales.
Quant a la morphologie de 1’édifice, elle lie conditions d’environ-

nementales au moment de la formation et écologie du tapis micro-

bien. Nous pouvons alors dire que les morphologies des stromato- [

lithes sont le résultat complexe de I'interaction entre monde vivant Fic. 4.8 - Deux
« Spirullina » en

(ecosysteme microorganique) et monde minéral (son environne- tire-bouchon et une

« Oscillaria » (haut).
« Nostoc » ou cra-

des équations mathématiques, ni par des lois physiques, ni méme chat ~ du  diable
(bas).

ment). Cette interaction ne peut étre décrite simplement ni par

par des réactions chimiques. D’ailleurs, nous sommes incapables de
dire si les facteurs environnementaux mesurés sont exhaustifs ou
pertinents. Comment alors simuler de telles constructions organo-

minérales 7.
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Inspirés par 'idée de Wolfram sur I'utilisation des automates cellulaires dans la simulation
de phénomenes complexes a partir des regles simples, par exemple les phénomenes de turbu-
lence (voir figure 4), nous décrirons alors la croissance des stromatolithes par des automates
cellulaires & quatre états [70]. Du point de vue du mécanisme d’évolution, la croissance de
tapis microbiens est similaire a celle des automates cellulaires. Il reste donc a déterminer
les regles de transition. Dans cette partie, nous considérons que la formation des stroma-
tolithes par I'activité organique est un processus « local », c’est-a-dire, que le processus de
division cellulaire ne dépend que de I’état des cellules meres, et non pas des influences de la
variation globale des conditions environnementales sur les cellules. Dans un premier temps,
nous considérons que toutes les cellules évoluent par une application de la regle de transition
de maniere déterministe. Ensuite, nous établirons une regle de transition probabiliste, ou
chaque cellule ne posséde pas la méme capacité de division (reproduction), la capacité de
division n’étant pas héréditaire. C’est-a-dire, une cellule active C' au temps ¢ + 1, résultat
d’une application de la regle de transition 0* sur la méme cellule au temps ¢, évoluera a son
tour avec une regle de transition qui n’est pas forcement celle de §*, mais avec une nouvelle
regle construite aléatoirement. Quant au nombre de configurations, il reste inchangé au cours
de I’évolution. Nous pouvons alors considérer que cet automate est un automate cellulaire

probabiliste ou stochastique.

Comme la reproduction d’une bactérie est une reproduction asexué (scissiparité) alors le
voisinage de automate cellulaire que I'on utilise est d’ordre 1 (reproduction lente) ou d’ordre
2 (reproduction plus rapide) et dépend de I’état d’une seule cellule voisine. L’automate
cellulaire que nous proposons pour décrire la croissance locale des stromatolithes est un

ensemble de quatre états C € {0,1,2,3} :

e espace-vide— 0,
e vivant (actif)— 1,
® repos— 2, et

e mort (se fossilise)— 3.

Apres une reproduction, une cellule vivante meurt et se fossilise immédiatement. Les nou-
velles cellules produites sont soit & 1’état vivant (active) - dans ce cas elles sont prétes & se

reproduire donc se diviser -, soit a I’état de repos ou elles attendent un certain temps pour
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s’activer. La reégle de transition que nous admettons est donc définie comme suit :

Citl € {1,2,3} si:

° Catn,y:O , et

e Au moins une des conditions suivantes est satisfaite

t —
- Cm+17y71 - 1: ou

t —
-Cpy_1 =1, 0u

t
- Cz

-CL, ,=1

—1y-1=1, ou

Cette regle de transition montre de maniére
implicite que chaque cellule active possede une
capacité de la reproduction égale a 4, et que
toutes les cellules considérées comme les cel-
lules phototropiques, recoivent la méme quan-
tité de lumiere dans le sens vertical y~ sans
étre influencées par la structure ou la configu-
ration globale. Ceci implique une priorité de la

croissance des cellules vers I'axe yT.

La cellule peut étre a 1’état de repos indiqué
par une valeur « 2 », ou a 1’état actif, indiqué
par une valeur « 1 ». Le nombre de cellules
filles (V) peut étre une constante ; dans le cas
étudié N, est toujours égal a 4. Mais, il peut
s’agir également d’'un nombre aléatoire com-
pris entre 1 et A. Ce dernier est déterminé par

la regle de transition.

La figure 4.10.b montre un résultat de simu-
lation de croissance de stromatolithes en uti-

lisant 'automate cellulaire de regle de transi-

(4.9)

g
i

4
)
\
Temps=t Temps =t+ 1
O = 0 (vide)
® -1 {active)
@ = 2 (repos)

@®-: {inactive)
@® == (quelque soit la valeur)

F1G. 4.9 — La représentation graphique
de la regle de transition décrite par
I’équation 4.9. Les états a ¢ + 1 sont
tirés aléatoirement a partir de la regle.
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tion décrite par ’équation 4.9, avec la variable S égale & 1 (active). Dans cette simulation,
nous avons trois périodes de croissance représentées par des couleurs différentes. La fin de
chaque période représente un arrét total de activité (1éthargie) de toutes les cellules. Apres
un certain temps, une nouvelle croissance commence, par la ré-activation aléatoire de cer-
taines cellules léthargiques se trouvant sur la surface de 1’édifice. Les lignes quasi-continues
(représentées par la couleur rouge) que l'on trouve sur 1'édifice indiquent des repéres tem-
porels de la formation du stromatolithe. Ces lignes sont séparées par un intervalle presque
constant dans le temps, montrant que la vitesse de la croissance sur ’ensemble des cellules
est invariante et indépendante du temps et de l’espace. La morphologie locale en forme
d’éventail est due a la regle de transition que ’on a établie au départ de la croissance. Cette

morphologie montre une priorité de la croissance verticale et latérale.

(a) Stromatolithe  pléistoctne  montrant  (b) Résultat de la croissance en utilisant auto-
différentes étapes de croissance. Les formes  mate cellulaire avec la régle de transition décrite
sont similaires & des éventails. par ’équation 4.9.

Fi1G. 4.10 — Simulation de la formation de stromatolithes par automate cellulaire selon la
regle de transition décrite par I’équation 4.9.

Le second exemple d’automate cellulaire proposé pour simuler la croissance de stromatolithes
posséde également quatre états (vide, actif, au repos et mort), similaires au premier. En re-
vanche, le nombre de reégles de transition augmente de quatre a huit, et donne une croissance
uniforme (dans toutes les directions). Cette régle s’exerce dans le voisinage de Moore et est

décrite par ’équation ci-apres :
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Citl e {1,2,3} si:

° C’é7y:0 , et

e Au moins une des conditions suivantes est satisfaite

-CL_,,=1,0u
Ci1y-1 =1, ou
( (4.10)
-CL,1=1,o0u

t —
z+ly — 1, ou
t _
-Cyi1ys1 =1, ou
t —
- C:L',y+1 =1, ou

t —
- Cr*17y+1 =1

L’équation 4.10 décrit I’évolution d’une cellule par rapport aux cellules voisines a la dis-
tance 1. L’état d’une cellule au temps ¢ + 1 ne dépend que de son état et de 1’état d’une
cellule voisine au temps ¢ ; il peut étre soit actif (= 1), soit au repos (= 2), ou déterminé de
maniere aléatoire. Cette équation peut étre représentée sous la forme de tableaux d’évolution

de 'automate cellulaire contenant huit regles de transition, montrées par la figure 4.12.

Voisinage de Voisinage de Moore

vort Newmann

F1G. 4.11 — Voisinages d’ordre 1 de von Neumann et de Moore

La figure 4.13 (haut) montre la morphologie d’un stromatolithe de type « flat-dome » ainsi
que le résultat de la simulation utilisant I'automate cellulaire avec les regles de transition
décrites par 'équation 4.10 (figure 4.13 bas). La morphologie générale (figure 4.13) se re-

trouve dans la simulation de I'édifice par automate cellulaire (figure du bas), surtout en
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début de croissance. Les lignes blanches sur le résultat de la simulation représentent des
lignes-temps. L’intervalle des lignes-temps est constant et indique que la croissance sur toute

la surface est uniforme avec une cinétique constante.

=0(vide) @ =3 (inactive)

® = 1(active) O =y (quel que soit la valeur)
O =2 {repos)

F1G. 4.12 — Processus d’évolution d’une cellule au temps ¢+ 1 & partir de son état et de I’état
des cellules voisines au temps ¢ selon des regles de transition décrites par I’équation 4.10. On
trouve ainsi huit conditions de changement d’état de la cellule de départ.

Les deux modeles d’automates cellulaires que nous venons de présenter appartiennent aux
automates dits probabilistes ou stochastiques du point de vue des états; par exemple dans
nos modeles, ’état d’une cellule apres ’application d’une regle de transition peut étre soit
active, soit au repos, soit déterminé de maniere aléatoire. En revanche, la configuration des
voisinages aux alentours d’'une cellule est déterminée au départ de la simulation, et reste
inchangée tout au long de la croissance. On dit alors que 'automate possede un état final

stochastique et une configuration déterministe.

A partir des automates cellulaires que nous avons présentés, nous pouvons construire de
nouveaux automates cellulaires aux états finaux déterministes, et aux configurations stochas-
tiques. Au début de la simulation, ’ensemble de la configuration de voisinage doit étre définie.
A chaque étape, les nouvelles regles de transition sont redéfinies & partir de sous-ensembles

de configurations de voisinage et d’états déterministes. L’évolution des cellules par ces nou-
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Stromatolithe

Résultat de simulation

Fi1G. 4.13 — Simulation de la formation de stromatolithes par automate cellulaire selon la
regle décrite par 1’équation 4.10.

veaux automates cellulaires donnent des morphologies moins compactes, moins régulieres et
parfois on peut observer la présence de structures dendritiques. Quelques résultats de ces

modifications des regles de simulations se trouvent dans I’annexe.



CHAPITRE CINQ

Modele Stochastique DLA-CA

”La modélisation et la simulation sont des
méthode quantitatifs fondamentales destinées
& la comprehension de systémes/phénoménes

complexes et un complement

a Iapproche théorique et expérimentale.”

Nous présentons ici, un nouveau modeéle stochastique de la simulation de croissance de sur-
face appelé « DLA-CA » [72]; ce terme vient des mots « Diffusion Limited Aggrega-
tion » et « Cellular Automata ». Comme son nom l'indique, ce modele est fondé sur le
modele d’agrégation par diffusion limitée et celui des automates cellulaires'. Au départ, ce
modele a été dédié au domaine de la géologie et a été développé en particulier pour simuler
la croissance de stromatolithes de morphologies diverses, qu’elles soient branchues, planes,
en dome, ou isopaques. Mais apres une observation sur les résultats produits par le modele,
nous constatons qu’il est plus universel. Il semble capable de reproduire les caractéristiques
essentielles de la croissance du type dendritique trouvée en physique, chimie et biologie :
formes digitées instables durant la combustion [55], récifs formés par les squelettes des co-
raux [45, 46], etc. La richesse de morphologies produites est-il une preuve de la capacité de
ce modele a répondre a la question de I'existence d’un modele simple et général associé a un

événement particulier, la croissance surfacique ?

1Ces deux modeles sont présentées indépendamment dans les chapitres 3 et 4.



5.1

80 Chapitre 5. Modele Stochastique DLA-CA

La source de croissance de 1’édifice morphologique utilisée par le modele DLA-CA résulte de
la combinaison entre la croissance extrinseque, par random walking de particules, et la crois-
sance intrinseque par division cellulaire de cellules actives. Ces deux types de croissance sont
caractérisés chacun par deux parametres. Les deux parametres de la croissance extrinseque
sont liés au comportement propre des particules en mouvement et de leur interaction avec les
particules elles-mémes et ’édifice. Quant aux deux parametres de la croissance intrinseque,

ils sont liés a I’état des cellules et leur loi d’evolution.

Croissance intrinseque et extrinseque

La croissance extrinseque du modele DLA-CA est guidée par le mouvement de particules
libres dans 1’espace selon le modeéle d’agrégation par diffusion limitée (DLA). Quant & la
croissance intrinseque, elle repose sur le modele d’évolution cellulaire, animée par 'automate
cellulaire. Nous pouvons dire alors que le moteur de la croissance du modele DLA-CA met
en jeu des particules qui diffusent sur un réseau bi-dimensionnel selon un mouvement brow-
nien (ou une marche aléatoire) et des regles d’évolution des cellules autour d’une particule

(« active ») venant de se coller a 1’édifice en formation.

Le mouvement brownien désigne le mouvement aléatoire d’une particule. I1 est incessant, iso-
trope, et de plus se décrit comme un processus « markovien », c’est-a-dire que le mouvement
a venir est indépendant du mouvement passé. L’idée de I'utilisation du mouvement brownien
dans ce modele ne vient pas seulement du fait qu’il est le fondement du modele de DLA,
mais aussi du fait de son existence généralisée dans la nature. Soulignons que le mouvement
brownien décrit également ’agitation de particules (molécules), qui en thermodynamique,
explique les variations de température. La temperature est un facteur essentiel de la dyna-
mique organique, incluant les cyanobactéries qui sont les acteurs de la formation des stroma-
tolithes. Une propriété statistique intéressante du mouvement brownien d’une particule est
la moyenne des positions de la particule centrée sur sa position initiale. Mathématiquement,
nous considérons que la moyenne du déplacement est nulle; en revanche la distance eucli-
dienne entre la position initiale (N) et la position & un instant donné de la particule (x)
augmente linéairement en fonction du temps, selon la loi de probabilité pour le déplacement
d’une particule dans un espace & une dimension suivante (voir 'annexe « Probabilités as-

sociées & un déplacement brownien » [10]) :
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1 2 a2
——e 2N

:ﬁ TN

Pt(l')

ou N est le nombre de mouvements de la particule et x, la position de la particule au temps t.

Nous avons déja décrit le modele d’agrégation par diffusion limitée (DLA ; voir chapiter 3),
ainsi que ses extensions telles que le facteur de « Sticking probability », la probabilité de
mouvement des particules, la longueur du chemin de parcours des particules, la quantité de
particules, et la capacité de relaxation. En combinant ces extensions, le modele d’agrégation
par diffusion limitée donne une grande panoplie de morphologies a ’édifice formé. Ces mor-
phologies possedent des dimensions fractales tres variées, avec un ensemble de compacités
étendu. Le modele d’agrégation par diffusion limitée est utilisé comme le facteur de croissance
extrinseque, car il représente en quelque sorte le flux des substances externes qui participent
a la formation des édifices. Celui-ci dépend de la structure globale de 1’édifice, c’est-a-dire,
que chaque partie de I’édifice ne possede pas la méme probabilité de croissance; les parties
externes sont privilégiées par rapport aux parties internes, ce qui donne un avantage a la
formation de 1’édifice sous la forme digitée (dendrites), et une augmentation de la rugosité

de surface au cours du temps.

Le modele d’automate cellulaire a été décrit dans le chapitre 4 de maniere suffisamment
complete, reprenant son histoire, ses caractéristiques et son utilisation comme modele de
croissance des stromatolithes. Dans ce chapitre, nous re-utilisons les mémes types d’auto-
mates cellulaires présentés dans la derniére partie du chapitre 4 comme modele de la crois-
sance extrinseque. Ces automates seront présentés sous la forme d’un masque d’évolution
qui décrit la position relative entre une cellule active au temps ¢ et les autres cellules, aux-
quelles elle contribue a leurs changement d’états au temps t 4+ 1. La croissance donnée par
le modele d’automate cellulaire est de type « local », c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas de la
structure globale de 1’édifice, mais des reégles de transition qui sont déterminées de maniere
locale selon 1’état d’ une cellule et celui de ses voisines. Contrairement au modele d’agrégation
par diffusion limitée, la croissance produite par ce modele donne une croissance uniforme ;
toute la surface de I’édifice croit avec une probabilité égale?, ce qui donne une rugosité

constante au cours de la formation de 1’édifice.

28i toutes les cellules se trouvant sur la surface sont actives.
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En ajoutant le modele d’automate cellulaire au modele d’agrégation par diffusion limitée,
nous obtenons des résultats plus riches en diversité au niveau des morphologies de 1’édifice.
Alors nous pouvons dire, en termes d’automate cellulaire, que le modele automate cellulaire
porte ou donne de I'information au modele d’agrégation par diffusion limitée, car il arrive a

modifier le comportement du modele et les résultats produits.

Au niveau des extensions (parametres) du modeéle DLA-CA, nous présenterons quatre pa-
rametres : deux parametres liés & la croissance externe de 1’édifice et deux autres liés a la
croissance interne. Toutefois ces nouveaux quatre parametres peuvent étre complétés par les

autres parametres présentés dans les chapitres 3 et 4.

Parametres du modele

Commencons tout d’abord avec le processus de croissance induit par les facteurs externes,
décrits selon le modele d’agrégation par diffusion limitée (DLA). A partir du modele clas-
sique (standard) de Witten et Sander, nous ajoutons deux nouveaux parametres agissant sur
les particules libres en mouvement, le premier étant la distance d’attraction, et le second,

la distance de stabilité par rapport a ’édifice en construction.

Ensuite, le processus de croissance interne est introduit en reposant sur le modele d’automate
cellulaire (CA). Il nécessite une nouvelle notion, celle de masque d’évolution qui réunit
la configuration des régles de transition et le nombre de cellules, ce qui est, ni plus

ni moins, que la représentation implicite du nombre de regles de transition utilisées.

Distance d’attraction

Le modele d’agrégation par diffusion limitée standard est fondé sur le mouvement des parti-
cules dit « a pas unitaire », c’est-a-dire qu’a chaque coup d’horloge, une particule se déplace
d’un site a autre dans un voisinage d’ordre 1, selon huit ou quatre directions en deux di-
mensions. Le déplacement d’une particule est décrit dans le chapitre précédent par deux

composantes : la direction (vecteur unitaire) et la longueur de déplacement, et il peut étre
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représenté par une matrice :

ou n est la dimension du réseau.

Pour faciliter I’écriture du déplacement, nous utiliserons par la suite la représentation indi-

ciaire sous la forme suivante :
e .
d )3 J € [1,p];k € [1,00] (5.1)

ou j est 'indice du vecteur de déplacement dans le sens inverse des aiguilles d’une montre,
a partir de '« est », k, le module du vecteur de déplacement, et p, le nombre de directions
possibles.

Selon la représentation indiciaire, I’ensemble des déplacements unitaires d’une particule selon

les huit directions peut étre écrit sous la forme :
— — — — — — — —
D= { d 1), d@21), d@31)s 41y, 461y de1)s d ) d(s,m}
De maniere plus générale, nous pouvons écrire :
—
D= { d (]-,1)} ;7 €[1...p];p = nombre de directions. (5.2)

Le déplacement unitaire du point « A » au point « B » selon le vecteur j est noté :

—(4.B)
d 1)

Une particule se déplagant du point initial jusqu’au point final, construira un chemin de
parcours, qui peut étre représenté par une liste de déplacements. Cette liste est construite
a partir de ’ensemble de déplacement. Supposons qu’une particule effectue 8 déplacements
unitaires d’un point A au point B selon les directions 2,6,5,1,3,1,6, et 3, alors le chemin

de parcours P (A, B) de cette particule peut étre décrit sous la forme de la liste ordonnée

suivante :

— — — — — — — —
P (A, B) = { d @21 d6,1): d5,1) d(1,1) d3,1)5 d(1,1)s d(6,1)5 d(3,1)}
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Le chemin de parcours est définit formellement par :

Définition 12 (Chemin de parcours) Le chemin de parcours d’une particule du point
« A » au point « B » noté P (A, B) est une suite ou une liste ordonnée des déplacements de
la particule, telle que :

P(A,B) _ {E)A,ko E)ko’kl E’k“kiJA E}kNU—Z»k?N@—l E)kN,I,—l,B};

@G> @Y TG T (6 R ERY (5.3)

i€f0...N,—1];N, >1

ot N, est le nombre de sites visités avant d’arriver au point final.

La longueur du chemin de parcours peut étre déduite a partir de la liste de déplacement ; par
exemple, si un ensemble de déplacements d’une particule est constitué par des déplacements
unitaires, alors la longueur du chemin de parcours est égale au nombre d’éléments de la liste
de déplacements. De maniere plus générale, la longueur du chemin de parcours est définie

comime :

Définition 13 (Longueur du chemin de parcours) La longueur de parcours (1,) d’une
particule est la somme totale du module des déplacements de la particule (‘E(i’j) ‘) depuis la

position initiale jusqu’a la position finale, soit :

Ng
.
lp:Z’di(M)‘;jE[1...p];k€[1,oo[ (5.4)
=1

Ny est le nombre de déplacements.

A partir des définitions 12 et 13, on peut déduire facilement la relation entre le nombre de

sites visités (IV,) et le nombre de déplacements (IV4) pour les déplacements unitaires :

N, =Ng—1
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Définition 14 (Distance de déplacement) La distance de déplacement (dy) d’une par-

ticule d’un point A au point B est définie par :

di(A,B) = |za — 28|+ [ya — yB]|

Cette distance est connue sous le nom de « city block distance » ou la distance de deux
points dans un réseau carré. Selon les définitions de la longueur parcourue et de la distance

de déplacement, nous constatons que :
Lemme 2 Pour tous les mouvements de particules, on aura toujours
lp = dd

Selon les valeurs de la longueur du chemin de parcours (dg) et la valeur de la distance de
déplacement (l,), nous pouvons définir trois types de trajectoires :
e trajectoire balistique, si dg — [,
e trajectoire semi-balistique, si dg — %’
e trajectoire @ attracteur initial , si dg — 0.

Une particule suit la trajectoire balistique si elle s’éloigne treés rapidement de sa position
initiale, ou, la distance de déplacement augmente en fonction du nombre de déplacements.
En revanche, si elle fait des déplacements autour de sa position initiale, nous considérons

alors qu’elle suit une trajectoire & attracteur initial.

Définition 15 (Coefficient du mouvement semi-balistique) Le coefficient du mouve-
ment semi-balistique () est le rapport entre la distance de déplacement mazimal (dg)maz €t

la longueur du chemin de parcours (I,) décrit par :

> (5.5)

¢12’(dd)maac 1’

lp

Si ¢ tend vers 0, alors le mouvement de la particule est, soit un mouvement de type ba-

listique, soit un mouvement de type attracteur initial, et dépend alors du rapport (ddl)%
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En revanche, si 9 tend vers 1, le mouvement évolue alors vers un mouvement de type semi-

balistique, c’est-a-dire que le coefficient de transport® (p) est égal & :

1+ 1

ﬁ =3 =>p=2
En raison de I'optimisation du temps de calcul durant la simulation, nous utiliserons le mou-
vement de particules de type semi-balistique (¢ = 1) vers I’édifice. Ce mouvement assure &
la fois la rapidité de la croissance de I’édifice et la marche aléatoire des particules. De plus,
la présence de la zone d’attraction (que nous allons voir tout de suite) créée par 1’ensemble
des vecteurs d’attraction, diminue I'influence du type de mouvement des particules durant la
formation de I’édifice. Ceci est expliqué par le fait que la rugosité de la zone d’attraction est
moins importante que celle de ’édifice. Donc, la probabilité de croissance sur une partie de
I’édifice ne dépend pas trop du type de mouvement des particules, mais plutot de la position

initiale des particules en mouvement.

La figure 5.1 montre une zone d’attraction en- Particule l
veloppant un amas, la fronti¢re de la zone d’at- Mouvement brownien P ‘_1’
traction étant formée par I’ensemble des vec- — : -,
teurs définissant la distance d’attraction (d4 ). Mouvement rectiligne B _:
Dans le cas réel, ces distances ne sont pas iden- it
tiques sur toute la surface de ’amas ou de 1’ob- _ i_ _‘\

jet, mais dépendent de la forme de l'objet et . \ .

la nature de la force. Dans ce modele, nous

considérons que la frontiére de la zone d’at- Amas
YR e

traction est formée par des distances d’attrac-

tion de taille identique, ce qui donne une zone 5

d’attraction équi-potentielle. De plus, nous considérons '
que la force d’attraction est nulle a I'extérieur . . T

et égale a un a l'intérieur de la zone d’attrac-
Zone d'attraction

tion.
F1G. 5.1 — Le mouvement d’une particule

sous l'influence d’'une zone d’attraction.

La présence de la zone d’attraction provoque un changement de régime (« crossover ») au

3Ce facteur est décrit par I’équation 3.7 & la page 42.
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niveau du mouvement des particules. Au départ, toutes les particules se déplacent selon le
mouvement semi-balistique a l'extérieur de la zone d’attraction. En franchissant la barriere
de la zone d’attraction, les particules sont attirées par la partie de 'amas (objet) la plus

proche, et elles suivent une trajectoire balistique (mouvement rectiligne) jusqu’a 'amas.

Le parcours des particules dans ce modele est une liste ordonnée des mouvements semi-
balistiques et des mouvements rectilignes sous influence de la force d’attraction. Cette liste

peut étre décrite formellement de la maniere suivante :

Ng—1
D = {(dy) ™" (dan) |
jell...pl;
da = distance d’attraction ;

N4 = nombre de déplacements.

Le parcours d’une particule peut étre décrit sous la forme d’un « chemin positif » [71] dans le
plan Nx N, avec I’axe horizontal (x) représentant le nombre de déplacements, et axe vertical
(y) représentant la distance de déplacement (« city block distance ») de la particule & partir
de la position initiale. Toute la zone des déplacements probable d’une particule se trouve
forcement dans le quadrant (z7,y") et plus exactement dans la région 0 < y < x;x € N*.
Si une particule effectue un mouvement semi-balistique, alors le chemin qu’elle trace dans
le plan N x N est une courbe oscillante sur la ligne y = %x En revanche, si elle effectue un
mouvement brownien, le chemin qu’elle trace, au moment ou elle revient au point de départ,

est un chemin de Motzkin.

Lemme 3 Le nombre de chemins positifs construits par une particule effectuant n mouve-

ments browniens selon 4 directions en Z, X 7. est égale a ¢, avec

1 2n

Nous pouvons alors considérer que le mouvement brownien d’une particule, du point de vue
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du code de direction de mouvement (Fig. 5.2) et de chemin positif, est un objet combinatoire,

donc il peut étre listé exhaustivement.

t+1 il IT l—p
e — t+1
t T—b t t+1 l
0 1 2

1 REE
L ._._1 Li

(b)

Fi1c. 5.2 — Ces quatre mouvements possedent le méme code de direction de mouvement,
213323, et le méme chemin positif. (a) définition de la regle. (b,c,d,e) quatre chemins positifs
identiques.

. Particul
La présence de la force d’at- A

traction exercée par I’amas

e
.
\o
3

la présence de zones (barrieres) oy R ’g T
e, %
- TS

de protection sur une cer-
/ I

|
(lédifice) induit également L e
|

taine partie de ’édifie. La
Edifice / Amas

taille de la zone de protec-
tion dépend étroitement a
la morphologie de 1’édifice
et de la grandeur de la force

d’attraction. Plus la sur-

Zone de protection

face est rugueuse, plus le FI1G. 5.3 — Le rencontre entre deux vecteurs d’attraction forme
une barriére de protection pour la région qui se trouve entre ces

nombre et la taille des zones
deux vecteurs.

de protection sont grands.
E'Jgalement7 plus la force est grande, plus la zone de protection est grande. La figure 5.3 montre
la zone d’attraction formée par les vecteurs d’attraction, ainsi que la présence d’une zone de

protection limitée par une certaine partie de la surface et par deux vecteurs d’attraction.
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Dans la construction des algorithmes, la rapidité du temps de traitement et la compacité
des instructions sont des points essentiels. Pour construire ’algorithme d’attraction des par-
ticules, il y a deux approches que 'on peut admettre ; et suivant le nombre de particules en
mouvement, une approche est plus efficace que 'autre. Conformément au modele de DLA-
CA, la zone d’attraction est formée par la force (distance) d’attraction selon la morphologie
de la surface de I'amas. Ceci implique la mise a jour de la zone d’attraction a chaque chan-
gement de la morphologie de amas (& chaque nouveau collage de particule). Dans le cas
de 'utilisation des multi-particules (MBDLA) en mouvement, il est peut étre plus judicieux
de calculer la position de la zone d’attraction a partir de la surface de I'amas. En revanche,
si on utilise qu’une seule particule (dans le cas du modele de DLA), il est plus justifié de
calculer ’attraction vers I’amas a partir de la particule en mouvement, car le nombre de par-
ticules est beaucoup plus petit que le nombre de particules agrégées sur la surface de ’amas.
L’algorithme ci-dessous décrit la procédure de calcul d’attraction a partir de la particule en

mouvement.

FONCTION attraction (v_distance_attraction,v_particule,v_reseau)
{
Visiter tous les site de rayon v_distance_attraction, & partir
du point v_particule jusqu’d la rencontre de 1l’amas;
SI(v_particule rencontre 1’amas)
La position de v_particule est sur la surface de 1’amas;
SINON
La position v_particule ne change pas;
}

Lors de la simulation, 'attribution de valeurs & la distance d’attraction (d,) obéit & certaines
conditions. Soit un réseau de taille m x n dont la hauteur maximale de la surface résultante

souhaitée est égale a h, alors, I'intervalle de la variable d, est décrit par la relation suivante :

0<d, <m—~h



5.2.2

90 Chapitre 5. Modele Stochastique DLA-CA

Distance de stabilité

Dans le chapitre 2, nous avons présenté le modele de croissance du type « Random Deposi-
tion » et « Random Deposition » avec relaxation. La différence entre ces deux modeles est
la capacité de relaxation des particules au moment du dépot. Cette relaxation peut étre
vue comme un événement produit par les conditions de stabilité du milieu. La condition
de stabilité dans le modele de « Random Deposition » avec relaxation est la force de gra-
vité exercée sur les particules. Ceci implique qu’une particule venant au contact de 1’édifice,
cherche ’endroit le plus bas localement, dans une certain rayon imposé, pour se coller ou se

déposer.

Selon le modele de la croissance d’agrégats par DLA de Witten et Sander, une particule ve-
nant au contact de ’amas se colle immédiatement au point de contact de maniere irréversible.
La morphologie produite par ce modele est une agrégation de particules sous la forme de
dendrites avec une dimension fractale voisine de 1.71. C’est de cette fagon que le modele
DLA-AC se comporte au moment du contact avec 'amas. Mais dans le modeéle DLA-CA,
nous ajoutons un facteur de stabilité des particules, ce facteur induisant un collage non
immédiat au moment du contact avec I’amas. Une particule venant en contact ne se colle
pas forcément a ’endroit du contact ; elle cherche ’endroit le plus stable. Pour déterminer
quel endroit est le plus stable pour que la particule puisse s’agréger, nous devons déterminer
la regle de stabilité. Pour des raisons d’optimisation en temps de calcul, les regles de stabilité

seront déterminées de maniere locale par les procédures suivantes :

e chaque particule possede une distance de stabilité (ds) qui représente le rayon dans
lequel elle se déplace sur la surface de ’amas pour trouver un endroit stable ; I'intervalle

de dg est défini par :

ou m est la hauteur du réseau, et n est la largeur du réseau;
e un site est considéré comme le plus stable quand la force d’attraction par I’amas sur
ce site est la plus grande. Si nous considérons que chaque unité (particules agrégées)

de "amas possede une force d’attraction, alors le site le plus stable est le site ayant le
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FiG. 5.4 — Une particule venant au contact de ’amas possede une distance de stabilité d.

maximum de contacts avec 'amas® (le maximum de poids de stabilité ; Fig. 5.5);
e si on considere que la gravité joue également un role dans les conditions de stabilité du
modele DLA-CA, alors deux sites ayant un méme poids de stabilité, seront départagés
par leur position par rapport & 'axe oz (I'altitude 0).
L’algorithme suivant traduit le processus de calcul de la stabilité des particules décrite par
les trois conditions que nous venons de présenter. En connaissant la distance (rayon) de
stabilité, la position de la particule venant au contact a ’amas, et la configuration du réseau
(la morphologie de I’amas), nous pouvons déterminer la position de ’endroit (le site) le plus

stable sur la surface de ’amas.

FONCTION Stablité(v_rayon,v_particule,v_reseau)
{
POUR(v_dr de 0 a v_rayon){
POUR(v_angle de 0 & 360){
Calculer les coordonnées des sites a examiner (SE)
en fonction de v_dr, v_angle et v_particule;
SI(SE se trouve dans le v_reseau et VIDE){
Calculer le nombre de voisins de type "amas" (NV);
Un site est stable si NV est maximal. Dans le
cas de deux sites ayant le méme NV, c’est 1’ordonnée
qui détermine, sinon la décision est aléatoire;
}
}
}
}

4Le maximum de voisins de type « amas » particules agrégées.
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F1G. 5.5 — Les poids de stabilité calculés selon les nombres de sites voisins de type « amas ».

Apres avoir vu les deux parameétres (extensions) liés & U'interaction entre les particules en
mouvement et I’amas, c’est-a-dire les parametres liés a la croissance externe du modele, nous
allons aborder les deux autres parameétres de croissance interne, décrits par la méthode des

automates cellulaires.

5.2.3 Masque de croissance

L’évolution d’état des cellules suivant la méthode des automates cellulaires dépend des regles
de transition (régles d’évolution) et de 1’état des cellules. Ces deux éléments sont définis par

un nombre fini au début de 1’évolution des cellules.

Le méthode d’évolution des cellules utilisée ici est fondée sur les automates cellulaires et
permet de réunir toutes les regles de transition en une seule régle générale appelée « masque
de croissance ». Toutefois, dans la méthode des automates, il n’est pas toujours possible
d’arriver a grouper toutes les regles de transition en une seule regle générale. Notre modele
en revanche permet de grouper toutes les regles de transition, car I’évolution des cellules au

temps « ¢t + 1 » ne dépend que d’une seule cellule active (voisinage 0) au temps ¢.

Comme pour 'automate cellulaire, le masque de croissance peut étre caractérisé par deux
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Regles
Ten$ o e 9 0

t .
? ? ?] K
1 1 1
" 2} 1 1 115
1 1 1
t+1

FiG. 5.6 — Construction du masque de croissance déterministe a partir des regles de transi-
tion.

types d’évolution : une évolution de type déterministe et une de type probabiliste. Ces deux
types d’évolution se distinguent par I'attribution de I’état d’une cellule au temps ¢t + 1 en
fonction de la configuration et ’état des cellules au temps ¢. Sil’état est déterminé de maniere
exacte selon la configuration des cellules, alors le masque est considéré comme un masque
déterministe (Fig. 5.6). En revanche, si I’état de la cellule au temps ¢ est déterminé par un
tirage aléatoire dans sur un ensemble d’états possibles, alors le masque de croissance est dit
probabiliste. La figure 5.7 montre la construction d’un masque probabiliste avec un ensemble

d’états a trois éléments.

Les figures 5.6 et 5.7 posseédent chacune quatre régles de transition. Avec ces quatre regles

de transition, nous construisons un masque de croissance des cellules selon 1’équation

t+1 _
Cx—l,y+1 - 2a

ol =1,
AR si CL, =1 5.6
t41 .y

CI+1,y+1 = 17

t+1 _
crtl =3
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pour la figure 5.6, et selon 1’équation
Catnﬁ,yﬂ = Svcatcill,y = s;si Catv,y =Lse{l,2,3},i€{-10,1} (5.7)

pour la figure 5.7

Regles o e e o

temps
! 1
1 1 1
= B [ x x|
t+1 1 1 1

Masque de croissance
’ “ xefl2.3}

F1a. 5.7 — Construction du masque de croissance probabiliste & partir des regles de transition.

(@) (©) (d)

F1G. 5.8 — Quatre exemple de configuration de régles de transition. (a) et (d) contiennent 4
régles de transition, (b) contient 8 regles, et (c¢) 5 regles.
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Configuration des régles de transition (c,)

La configuration des régles de transition détermine la position des sites (cellules) apres
évolution d’un site (ou cellule) actif, et 1’état des cellules apres évolution, qu’elles soient

déterministes ou aléatoires (probabilistes).
Nombre de cellules (n.)

Le nombre de cellules représente de maniere
implicite le nombre de regles de transition H

utilisées dans le modele. Le nombre de regles p.

de transition peut étre défini de maniere

déterministe ou probabiliste. Dans le cas
d’un nombre de reégles de transition proba- -

biliste, nous établissons au départ, un en-

semble de régles a appliquer (D, contenant

Masque de
n régles); ensuite au moment de l’appli- croissance b

swaiolese sasud ss|bal sjoi

cation des regles de transition, nous n’uti-

lisons que k regles (k < m), prises aléatoirement

sur ’ensemble D,. Le nombre de types de

masques peut étre construit a partir d’un FIG. 5.9 — Le masque de croissance est

N " f ¢ de 8 regles de t ition. Trois t
masque de n régles de transition (cellules) orme de & regles de Transivion. o8 types

o de masque sur 255 possibles sont utilisés
et est définit par :

n dans I’évolution des cellules.
La probabilité de construire des masques de m cellules a partir d’'un masque principal de n
cellules (m < n) est donnée par :

Cm
2. O
=0

p(m,n) =

5.2.4 La variation des parametres et la morphologie

Le modele de croissance présenté ici repose essentiellement sur quatre parametres : la dis-

tance d’attraction (d,), la distance de stabilité (d;), la configuration des régles de transition
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Distance d'attraction \

Distance de stabilité

X
S
N\

Fia. 5.10 — Nomenclature des morphologies de I’amas selon la distance d’attraction et la
distance de stabilité.

(¢r) et le nombre de cellules (n.).

Chaque parametre joue un role fondamental dans la formation de 'amas. Néanmoins, il se
trouve que deux variables peuvent jouer le méme role pendant la croissance de 'amas : par
exemple, 'agrandissement de la taille des branches peut étre due a ’augmentation de la dis-
tance de stabilité, tout comme & la croissance du nombre de nouvelles cellules. Toutefois, la
variation dans la taille des branches produites par ces deux parametres ne suit pas la méme
morphologie : 'augmentation de la distance de stabilité donne des branches plus lisses et plus

compactes par rapport a celles produites par 'augmentation du nombre de nouvelles cellules.
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Quelles sont par conséquent les influences des quatre parametres lors de la construction
de Pamas, durant la phase de mouvement des particules (modele du type DLA) comme
durant celle de division des cellules (modele du type automate cellulaire) ? Le premier pa-
rametre retenu décrit la distance d’attraction (d,) des particules par 'amas. L’augmentation
de cette distance provoque une augmentation de ’écart entre deux branches de 'amas de
fagon linéaire. Elle induit également une augmentation de la taille et du nombre des ca-
vités de la structure, ce qui implique une formation structurale poreuse, moins compacte.
L’augmentation de la distance d’attraction lors de la formation de ’amas tend & construire
des morphologies de type colonnette, avec un écart entre deux colonnes proportionnel a la
distance d’attraction. La limite formée par ’ensemble des points correspondant a la distance
d’attraction implique la présence d’une zone de protection entre deux branches vers leur

base : cette zone est inhibée pour la croissance.

Le second parametre décrit la distance de stabilité (ds) de la particule qui vient au contact de
I’amas. L’allongement de cette distance entraine une diminution du nombre de cavités dans
la structure de 'amas, impliquant la formation d’une structure plus compacte. Il conduit
également a une augmentation de la taille des branches et & une diminution du nombre de

branches.

Enfin les troisitme et quatriéme parametres (n. et ¢.) qui relevent de la partie automate
cellulaire du modele, conduisent & une augmentation de l'effet branchu (ou dendritique)
sur la structure de 'amas, et & un élargissement de I’épaisseur des branches produites. La
croissance suivant le modele de I'automate cellulaire peut étre considérée comme une crois-
sance locale : en effet, 'apparition d’une nouvelle cellule sur I’amas dépend du nombre et de

la configuration des cellules voisines (¢, ) qui forment ce que I'on appelle la regle de transition.

Sédimentation

La simulation du dépot de sédiments est un probleme assez complexe dans le milieu gra-
nulaire ; elle nécessite & elle seule un travail de recherche. Sans vouloir entrer dans le détail

de toutes les méthodes de simulation du dépdt de sédiments existantes, nous voudrions
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néanmoins présenter des méthodes fondées sur les automates cellulaires. Commengons par
le modele le plus connu, celui du tas de sable ou modele de BTW (Bak, Tang et Wiesen-
feld) [5]. Ce modele est utilisé pour illustrer le phénomene physique appelé « états critiques
auto-organisés ». Dans ce modele, les grains venant de tomber, au début, restent proches
du site ou ils sont tombés. Au cours du temps, la pente formée par les grains devient raide,
et provoque une avalanche de taille diverse et de durée variée. Ceci signifie qu'une petite
perturbation locale d’un systéme peut a tout moment provoquer une autre perturbation,
soit locale & ce phénomene, soit globale a tout le systeme. La regle d’évolution du modele de
BTW est par exemple la suivante : un site possedant 4 grains au temps ¢ donnera 1 grain

a chaque voisin au temps t+ 1, et ainsi de suite. Cette évolution est décrite par la figure 5.11.

W o = W

33 23 sl 3
111 2 i o 4
2 2 0 1 2@30
1323 1.3 1 3
(e) (b)
» .
3 3 3/1 3
1 1 04 1
2 2 113 0
1 ‘ 1313

F1G. 5.11 — Les étapes successives (a & e) de I’évolution d’un tas de sable selon le modele de
BTW.

Le dépot de sédiments dans notre modele est un parametre important puisqu’il agit comme
un facteur de perturbation dans la croissance de I'amas stromatolithique. La réalisme de la
morphologie du dépot n’est pas 'objectif que nous voulons traiter ici. Toutefois, 1’algorithme
que nous proposons est suffisamment réaliste dans les résultats produits, et surtout tres effi-

cace en du temps de calcul. L’idée est qu'une particule venant de sédimenter ne perturbe pas
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I’état des autres particules qui ont sédimenté auparavant. Par conséquent, nous ne traitons

qu’une seule particule a la fois, ce qui optimise le temps de calcul.

}

FONCTION Sedimentation(v_particule,v_reseau,v_nbr_relaxe){

TANT QUE v_particule ne rencontre pas 1’amas{
Déplacer v_particule vers le bas;

Calculer la v_direction (gauche ou droite);

SI (le site selon v_direction est vide){
Déplacer v_particule selon v_direction;
Décrément v_nbr_relaxe--;
Sedimentation(v_particule,v_reseau,v_nbr_relaxe);

L’algorithme de sédimentation

ci-dessus est fondé sur

la méthode de récursivité®.
La récursivité est une
notion importante de la
programmation qui per-
met de régler des problemes
extrémement complexes
avec seulement quelques
lignes. C’est cependant

une méthode avec la-

quelle il est facile de se

perdre et d’avoir des résultats

imprévisibles ou erronés.

F1G. 5.12 — Croissance avec sédimentation.

La figure 5.12 montre une croissance de 1'édifice générée par le modele de DLA-CA avec

une distance de stabilité assez importante, ce qui donne des structures en colonnettes et

compactes. A l'intérieur de ces structures compactes, on trouve des lignes de croissance qui

sont représentées par les lignes continues fines et noires. Ces lignes indiquent le temps de

5Celle-ci est une des notions intrigantes et mystérieuses auxquelles se heurtent parfois les gens qui étudient

la programmation
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formation de I’édifice. En méme temps, sur une certaine surface de 1’édifice, on découvre des

dépot noirs qui représentent la sédimentation.

Les stromatolithes possedent plusieurs
morphologies qui peuvent étre la tra-
duction des variations des conditions

environnementales® ou/et du chan-

gement des écosystemes bactériens.
F1G. 5.13 — Un exemple de stromatolithe en forme La morphologie complexe des stro-
dange. matolithes sous forme d’auges pour-
rait étre expliquée par le changement de facteurs externes ou de conditions environnementales

tout au long de la période de la croissance.

ﬂ //‘A\\ Dans le cas de la croissance des stro-
Q m matolithes, un de ces facteurs externes
A B

évident peut étre la sédimentation.

Les lignes sur la figure 5.13 représentent

)

'r? > N des ruptures dans les conditions en-
Y
m vironnementales : la sédimentation
D

(ou décantation) devient un peu plus

78

&

F1G. 5.14 — Quatre phases de formation des stro- rapide que la croissance des stroma-
matolithes en forme d’auge.

tolithes. Le milieu reste quant a lui
non agité, ce qui induit la préservation des sédiments dans les parties sommitales des stroma-
tolithes (le faite de chaque ramification). Cette préservation implique une croissance latérale

des stromatolithes & partir des parties sommitales.

Au terme de cette analyse, il faut cependant faire remarquer que la croissance n’est pas le
seul facteur de génération des formes en auges. Il faudrait également tenir compte du facteur

de sédimentation et du rapport croissance/sedimentation (Fig. 5.14).

611s peuvent étre la temperature, I'intensité de la lumiere, la quantité de nutriment, la sédimentation, etc.
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Cette vue d’ensemble montre qu’il existe une fonction controlant la formation des stromato-
lithes qui dépend de la phase de croissance des stromatolithes et de la phase de sédimentation.

Cette fonction peut étre définie sous la forme :

F(t) = C(t) + (1 = ¢)S(1)

ol
F(t) = la fonction de formation
C(t) = la phase de croissance
S(t) = la phase de sédimentation
¢ = le facteur de croissance

La formation de stromatolithes en forme d’auge pourrait étre traduite par un processus
d’accélération et de ralentissement d’un phénomeéne interne (la croissance) et d'un phénoméne
externe (la sédimentation). Les quatre phases principales de la formation de stromatolithes

en forme d’auge :

Phase A une prépondérance de la croissance au cours du temps, ce qui signifie que la valeur

p~1;

Phase B un arrét du processus de croissance, suivi par un processus de sédimentation, ce

qui signifie que ¢ passe de la valeur 1 a la valeur 0;

Phase C une phase combinant croissance et sédimentation avec un facteur de croissance
0.5 < ¢ < 1.0. Ceci signifie que la croissance est un peu plus importante que la

sédimentation impliquant une croissance latérale ;

Phase D une phase combinant croissance et sédimentation avec un facteur de croissance

0 < ¢ < 0.5 impliquant une croissance verticale vers I'extérieur.

Le modeéle DLA-AC permet une simulation efficace du comportement morphologique de

croissances en auge, en présence de sédiments (Fig. 5.12).
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5.2.6 Relation entre les parametres du modele et ceux de la nature

Jusqu’ici, nous n’avons présenté que les parametres du
modele de DLA-AC, sans donner d’explications sur les
processus qui les inspirent pour leur construction et sans
faire de lien entre les parametres du modele et les pa-
rametres mesurables dans la nature. Le modele de DLA-
AC n’est pas un modele construit a partir de la connais-
sance exacte d’un phénomene ou d’un processus spécifique.
C’est-a-dire qu’il n’est pas un modele de simulation numérique
prédictive [23], ou l'on utilise I'ordinateur (calculateur)
pour étudier de maniere détaillée I’évolution de phénomenes
dont les termes sont connus et dont les lois agissant sur

les processus sont établies ou considérées comme telles.

Le modele de DLA-AC a été construit dans le but d’imi-
ter les comportements généraux de la croissance des stro-
matolithes (en géologie). Ce modele possede également la
capacité de décrire des phénomenes de croissance dans des
domaines divers : biologie, physique et chimie. En effet,
nous constatons que certains phénomenes d’origine et de
milieux complétement différents sont capables de produire
des morphologies similaires et corrélées; par exemple, la

morphologie des coraux possede une forte ressemblance

avec la digitation obtenue dans la combustion (Fig. 5.15).

F1c. 5.15 — La digitation dans
la combustion [55], les coraux
« Millepora » et « Disticho- La distance d’attraction et la distance de stabilité peuvent

pora » du récif de la Grande
Barriere en Australie [102].

étre interprétées comme les descripteurs généraux des condi-
tions environnementales au moment de la croissance des
stromatolithes. Ces conditions peuvent étre assimilées a la quantité de lumiere et de nutri-
ment. La variation de ces parametres décrit la compétition de chaque colonie microorganique

lors de la croissance de 1’édifice.
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Approche algébrique

Pour décrire un approche algébrique du modele DLA-AC nous devons tout d’abord presenter

quelques definitions.

Soit une cellule ayant les coordonnées (z,%), son état étant défini par e (x,y), alors 1'état
d’un site (cellule) vide est nul (e (x,y) = 0), et 'état d’une cellule active (qui peut attirer

une particule libre) est égal & 1 (e (z,y) = 1). On peut définir alors :

Définition 16 L’ensemble d’attracteurs (A) est un ensemble de cellules qui attirent une

particule libre dans un rayon d (distance d’attraction)

ax+\/d2(by)2;e(a,b)0}

A(z,y,d) = {(a,b) € C(z,y,d)|3i,j € {1,0,1}; e (z + 4,y + j) =1}

C ) = { (@)

A(z,y,d) CC(z,y,d)

Définition 17 Le poids d’une cellule est le nombre de cellules voisines d’ordre 1 qui ne

sont pas vides
P(z,y) = card{(z + i,y +j) le(x+i,y+j) #0;i,j € {-1,0,1} } —e(z,y)

Définition 18 L’ensemble de stabilité (S) est un ensemble de sites (cellules) ayant le

poids mazimum dans un rayon d (distance de stabilité)
a<x+V¥wm%dmw°}

st (¢,d) € (z,y,s) alors
S(,y,d) = { (a,0) € I(z,y,d)
P(a,b) > P(c,d)

7. d) = { (@)

En utilisant les définitions ci-dessus, nous pouvons prédire la position des cellules en crois-
sance en fonction de la position de la particule en mouvement, de la distance d’attraction,
de la distance de stabilité, et de la configuration de 1’édifice en croissance. Etant données les
coordonnées de la particule en mouvement (x,y), alors la position de la particule aprés une
attraction (d, est la distance d’attraction) sera (z1,y1), et la position de la particule apres

une attraction et une relaxation (ds est la distance de stabilité) sera (x2, y2).
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Le schéma ci-apres montre les étapes de calcul des positions d’attraction et de stabilité :

(m)y) - (:1717:1/1) € A(x’yvda) - (332,?/2) S S(xay)ds)

ol (z2,y2) est un point aléatoire dans I’ensemble S (21,1, ds) et (21, y1) est un point aléatoire

dans l'ensemble A (z,y, d,).

Ensemble d'attracteurs (A)

Ensemble de stabilité (S)

Amas / Edifice

F1a. 5.16 — Deux rayons d’influence de la distance d’attraction et de la distance de stabilité.
Le poids des cellules est calculé dans la région circulaire de stabilité.

Logiciel ”"DLA-CA Growth”

DLA-CA Growth est un logiciel de simulation de la croissance de surface fondé sur les
méthode d’agrégation par diffusion limitée et d’automates cellulaires. Il a été développé en

langage C'++ et peut travailler dans I’environnement 32 bits Windows 2000 et Windows XP.

L’espace de simulation du logiciel DLA-CA Growth est une image de taille 400 x 500

pixels. Par défaut, la surface initiale de la croissance est une ligne droite de 400 pixels. Mais
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fichier texte
(txt}

fichier bitmap
(.bmp)

Logiciel DLA-CA Growth

Fia. 5.17 — Interface du logiciel « DLA-CA Growth » et fichiers générés.

elle peut étre modifiée en faisant varier la fréquence et 'amplitude de la surface initiale qui
se trouve dans 'onglet standard. Sur cet onglet, on trouve également :

e l'indice de déplacement vertical. Ce parametre indique la priorité du déplacement ver-
tical des particules libres dans ’espace de simulation. Plus la valeur de ce parameétre
est grande, plus le mouvement de la particule tend vers un mouvement balistique,
impliquant une croissance rapide;

e les deux parametre de I’amas, la distance d’attraction et la distance de stabilité;

e la masque de croissance représentant la croissance intrinseque par la méthode des

automates cellulaires.

Dans l'onglet extension, la sédimentation est accessible sous deux formes, manuelle ou au-
tomatique. La forme manuelle enclenche la sédimentation par 1'utilisateur en validant la case
a cocher. La sédimentation automatique est caractérisée par deux parametres : le pourcen-

tage de sédimentation par rapport a la croissance de I’édifice et le nombre de sédiments par
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cycle de croissance. Ce dernier indique la fréquence de sédimentation durant la croissance.

Plus ce nombre est petit, plus grande est la fréquence de sédimentation.

F1G. 5.18 — Modes de visualisation de résultats . a) en couleur, b) en lignes de croissance, c)
en noir et blanc, d) & paritr d’un fichier de données sous Excel.

Au niveau de la visualisation de 1’édifice, il existe trois modes d’affichage : en couleur, en
noir et blanc, et en ligne. Le mode en couleur permet de voir la formation de 1’édifice en
fonction du temps - chaque cycle de formation posseéde une couleur spécifique -, alors que
le mode en noir et blanc est intéressant pour l'interprétation de la morphologie globale de

I’édifice. Les étapes de croissance sont visualisées plus facilement en mode en ligne.

Le logiciel DLA-CA Growth donne la possibilité de sauvegarder le résultat produit dans un

ficher au format bitmap (.bmp) pour I'image (Fig. 5.18.a-c), que ce soit en mode couleur ou

en noir et blanc. Les lignes sont aussi sauvegardées dans un fichier de données et peuvent

donc étre affichées avec un autre logiciel (Fig. 5.18.d). De plus un fichier au format texte

(.txt) enregistre les informations ou les parametres de simulation. Ces informations sont :
1. le nom du fichier image;

2. les parametres de la surface initiale;

3. les parametres de amas (édifice) : distance d’attraction et distance de stabilité ;
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4. le type de sédimentation ;

5. les parametres de 'automate cellulaire ;
6. les lignes de croissance;

7. la rugosité.

En effet, les données sur les lignes de croissance et la rugosité sont non seulement stockées,
mais peuvent aussi étre affichées dans Fxcel pour le traitement de données ou pour Iaffichage

de la surface formée.
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CHAPITRE SIX

Conclusion générale

- J Tout comme pour les automates cellulaires, la plupart
a des phénoménes naturels sont difficilement prévisibles et complexes.
Néanmoins, les processus a ’origine de leur formation ne sont
m pas nécessairement aussi diversifiés que les morphologies observées...,

R.Pattisina
Automate cellulaire simulant la formation organo-minérales,

1999, DSER

L’étude des stromatolithes est un sujet a la fois important, intéressant et pluridisciplinaire.
Important, car les stromatolithes sont les plus anciennes traces de vie sur Terre, les acteurs
principaux dans la formation des plates-formes carbonatées et sont a 'origine de I'apparition
de l'oxygene. Intéressant, car ils peuvent nous renseigner sur les conditions environnemen-
tales (température, climat, conditions physiques et chimiques du milieu, etc.) & ’époque de
leur formation. Et enfin, pluridisciplinaire, car ils nécessitent une étroite collaboration entre
les géologues, les biologistes, les chimistes et les informaticiens et ce, afin de comprendre
les processus de sédimentation et de formation de Bio-carbonates, d’étudier les activités

bactériennes, et de modéliser la croissance de ces structures.

Il existe deux modeéles de la croissance des stromatolithes. Le premier est le modele déterministe
utilisant 1’équation de KPZ (Kardar - Parisi - Zhang), qui est une équation de diffusion non
linéaire. Ce modele a été proposé pour la premiere fois par Grotzinger et Rothman pour
illustrer la formation de stromatolithes de maniere abiotique. Le second est le modele sto-
chastique dit DLA-CA congu dans le cadre de ces travaux de these, ce dernier étant fondé
d’une part, sur la méthode d’agrégation par diffusion limitée (DLA) pour la croissance ex-

terne, et d’autre part sur la méthode d’automate cellulaire pour la croissance interne.
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La modélisation de la croissance des stromatolithes par I’équation de KPZ peut étre ef-
fectuée en utilisant une méthode numérique. Il existe plusieurs méthodes numériques chacune
présentant des avantages et des inconvénients. Pour le modele 2-D, nous utilisons la méthode
des différences finies fondée sur les séries de Taylor. Cette méthode est facile & mettre en
ceuvre, mais elle est tres délicate a manipuler car elle induit des erreurs de méthode qui
peuvent perturber I’ensemble du systeme. La discrétisation de I’équation de KPZ n’est pas
une tache facile a cause de la partie non linéaire liée a la croissance latérale. Cette partie doit
étre tout d’abord linéarisée avant d’établir les conditions de stabilité. Le calcul des conditions
de stabilité peut se faire en utilisant deux méthodes. La premiere est la méthode de Von Neu-
mann qui utilise I’équation de perturbation et la décomposition des erreurs en harmoniques
selon l'analyse de Fourier, ou les conditions de stabilité doivent étre satisfaites pour toutes
les harmoniques. La seconde méthode est dite la méthode matricielle, car I’équation de KPZ
discrete est exprimée sous la forme d’une matrice de coefficients. Les valeurs propres de cette
matrice détermineront la nature des solutions de 1’équation de KPZ. Soit la solution tend

vers un état stable, soit elle tend vers un état instable.

Les résultats de simulation par I’équation de KPZ peuvent étre classés en trois catégories.

— Le systeme est stable au cours du temps; l'attribution de valeurs de parametres de
simulation respecte alors les conditions de stabilité.

— Le systeme est instable au cours du temps; les conditions de stabilité ne sont alors pas
respectées.

— Le systeme évolue d'un état instable vers un état stable; cette évolution semble im-
possible dans le cas d'un phénomene linéaire, mais elle est en revanche envisageable
en utilisant I’équation de KPZ (équation non linéaire) et ce, du fait de la présence du
terme diffusif qui joue un role important dans la stabilité, en diminuant la pente de la

surface au cours du temps.

Le modele de la croissance des stomatolithes par ’équation de KPZ s’adapte tres bien a la
formation de stromatolithes du type dome grace aux parametres de diffusion et de croissance
latérale. Mais malheureusement, pour les morphologies qui sont plus complexes comme la
morphologie digitée ou branchue, ce modele semble tres difficile voire impossible & mettre en

application de fagon convaincante.

Le modele de DLA-CA proposé dans cette these est une alternative pour décrire la crois-
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sance des stromatolithes. La croissance externe du Modele de DLA-CA est guidée par le
mouvement brownien des particules dans un réseau. Le comportement de ces particules est
déterminé par deux parametres : la distance d’attraction et la distance de stabilité. Si ces
deux distances tendent vers zéro, alors la croissance externe du modele de DLA-CA tend vers
la croissance du type d’agrégation par diffusion limitée (DLA) de Witten et Sander. Une fois
que la particule se colle sur ’amas, la croissance interne peut alors commencer. Cette crois-
sance est inspirée par la division cellulaire fondée sur la méthode de I'automate cellulaire.
Dans ce modele, la croissance interne possede deux parametres : la configuration des regles
de transition et le nombre de cellules. En introduisant le processus de sédimentation dans le
modele de DLA-CA, les résultats produits deviennent encore plus riches et nous aident a la

compréhension de la formation de stromatolithes en forme d’auges.

La distance d’attraction joue un réle important & la fois dans Iattraction de particules libres
par ’amas en croissance et dans la formation des zones de protection entre deux branches de
I’amas, représentant le stromatolithe. La variation de cette distance agit sur la compacité, la
porosité, la morphologie et la taille de ’amas. Plus la distance d’attraction est grande, plus
I’amas est compact, plus le nombre de pores est petit, plus la morphologie est complexe et

plus la taille des branches est grande.

La distance de stabilité représente la capacité de chaque partie de I'amas d’attirer la parti-
cule venant a son contact. Ceci signifie qu’au moment du contact avec ’amas, la particule ne
se colle pas immédiatement, mais elle sera attirée vers une zone plus stable selon la distance

de stabilité et la configuration de cette zone.

La configuration des regles de transition et le nombre de cellules déterminent la maniere dont
une cellule active se divise ou se multiple ; ces deux parametres jouent un réle important dans

la formation de branches de ’amas et la complexité de la morphologie.

La comparaison du modele de croissance par ’équation de KPZ avec celui du DLA-CA

permet de mettre en évidence les avantages liés a 1'utilisation de ce dernier :
— concernant les résultats produits, le modele de DLA-CA montre une trés grande capa-
cité dans la génération de diverses morphologies. Dans la simulation de la croissance

des stromatolithes, ce modele est capable de générer toutes les morphologies trouvées
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dans la nature : plat-domes, isopaques, et branchues. Ceci montre que les parametres
du modele de DLA-CA sont plus adaptés aux parametres issus de la croissance natu-
relle des stromatolithes, telles que : les parametres biotiques (microorganismes) et les
parametres abiotiques (environnementaux, physiques et chimiques;

— le concept de modele stochastique est le plus adapté a la simulation d’un phénomene
naturel car la plupart des processus qui se produisent dans la nature sont complexes

et obéissent & des lois du « hasard! ».

L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle nécessite un important temps de calcul
et ce, malgré une optimisation des algorithmes proposés dans cette these. Pour améliorer le
fonctionnement du modele de DLA-CA, on peut envisager une implantation sur machines
paralléles qui peuvent exécuter plusieurs taches ou instructions simultanément, impliquant
un gain de temps de calcul. En général, la technique de parallélisation ne s’adapte pas a
toutes les méthodes ou a tous les algorithmes. Mais dans le cas de la méthode des automates
cellulaires, elle s’adapte parfaitement car ’espace de simulation est divisée en petites parties

(en cellules) et le résultat ne dépend que des données locales.

Le modele de DLA-CA, fondé sur la méthode des automates cellulaires, peut étre considéré
comme un nouveau type de simulation, ou la construction d’'un phénomeéne complexe (la
morphologie de stromatolithes) peut étre effectuée a partir de régles locales simples (mi-
croscopique) afin d’obtenir un comportement global (macroscopique). Cette approche de
simulation, fondée sur le comportement local d'un systeme, est différente de celle fondée
sur le comportement global décrit en général par des équations mathématiques avec des pa-

rametres a priori. .

Perspectives

Plusieurs approches peuvent étre envisagées pour compléter ces résultats de travaux de
recherche :

— la construction en 3D du modele de DLA-CA. L’adaptation du modele 2D vers le

modele 3D n’est pas un probleme simple car ’évolution de la complexité d’algorithme

et le temps de calcul n’est pas une fonction linéaire.

1La frontiere de la connaissance actuelle.



113

— La méthode de Botlzmann sur réseau (« Lattice Boltzmann ») est une technique récente
qui permet de simuler de nombreux phénomenes physiques tels que, ’hydrodynamique,
les processus de réaction-diffusion, etc. Cette technique se fonde sur un niveau de des-
cription mésoscopique du systéme, en terme de particules fictives évoluant dans un
espace-temps discret. Cette approche, intuitive, permet de décrire facilement des pro-
cessus complexes et s'implante de fagon simple et efficace sur un ordinateur parallele.
Les principes de base de la méthode de Boltzmann sur réseau ont déja été utilisées dans
plusieurs domaines : le transport de neige par le vent, ’érosion dans les rivieres, les
phénomenes de fracture, la propagation d’ondes radios en milieux urbains, et la crois-
sance des coraux. La question qui se pose alors est la suivante : pouvons-nous utiliser
cette méthode pour simuler la croissance de stromatolithes? Si, oui, nous pourrions
alors comparer Defficacité de cette méthode avec le modele de DLA-CA ;

— enfin, la comparaison et 'interprétation des parametres des modeles avec les parametres
environnementaux d’un systéme naturel (les types de bactéries qui construisent les
stromatolithes, la quantité de nutriments, les conditions climatiques, la température,

etc) reste une question largement ouverte.
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ANNEXE E

Exemple de fichier texte du en
sortie de DLA-AC Growth

INFORMATIONS

Nom du fichier : D:\Documents and Settings\geopattisina\Desktop\1C.bmp
Nombre de cellules : 36177

Surface Initiale

° Fréquence : 3
° Amplitude 1 12

Cluster paramétres

° Distance d’attraction : 1
° Index de Stabilité 7

mode de Sédimentation : Manuelle

Automate Cellulaire paramétres:

Cellule [1] : non active
Cellule [2] : non active
Cellule [3] : non active
Cellule [4] : non active
Cellule [5] : non active
Cellule [6] : non active
Cellule [7] : non active
Cellule [8] : non active
Cellule [9] : non active
Cellule [10] : non active
Cellule [11] : non active
Cellule [12] : non active
Cellule [13] : non active
Cellule [14] : non active
Cellule [15] : non active

Cellule [16] : non active
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Cellule [17] : non active

Lignes de Croissance :

14;18;21;24;25;26;27;28;28;27;27;26;25;23;21;19;19;15;14;11;9;

16;20;24;26;28;29;29;30;30;32;31;29;28;26;23;21;21;18;16;13;11;
18;22;25;29;32;32;31;32;33;34;34;32;32;29;25;25;22;20;19;16;12;
19;24;29;32;35;34;33;34;36;37;36;36;34;31;28;27;25;23;21;18;13;
19;26;31;36;36;37;37;36;39;38;38;38;37;34;31;30;27;25;23;20;16;
20;28;34;36;39;39;39;40;42;41;42;42;40;38;35;31;29;28;27;23;19;
21;32;36;39;41;42;43;43;44;44;44,;43;,42;40;38;35;31;30;28;26;21;
21;32;38;43;44;43;44;45;46;47;47;46;46;44;41;36;34;31;30;28;24;
24,37;41;46;45;46;47;48;49;49,;50;49;50;46;43;40;36;33;32;29;27;
24;,38;43;48;48;47;50;51;52;51;52;53;51;48;45;42;40;37;34;31;28;
24:,41;46;49;50;50;53;53;54;54;56;56;54;52;49;46;43;40;36;33;31;
24,45;49;,52;53;52;55;55;56;57;58;58;57;54;50;49;46;43;38;36;33;
24;,47;51;54;55;55;56;57;58;60;60;61;60;57;54;52;49;45;41;37;35;
24,49;55;56;57;59;59;60;60;62;62;64;62;61;57;54;51;49;44;40,37;
24;52;57;59;60;61;61;62;63;63;66;66;66;63;59;56;54;51;47;42;39;
24,54;61;61;64;65;64;63;65;66;67;69;69;65;62;58;56;52;49;45;41;
24,58;63;66;66;66;67;67;67;67;69;72;71;68;64;61;59;55;51;47;44;
24,61;65;68;68;68;70;70;70;70;74;74,73;70;66;63;61;57;54;50;46;
24:,63;67;70;70;71;71;72;72;73;75;77;75;72;68;65;63;61;57;52;49;
24:65;70;73;73;72;73;75;76;75;78;79,;79;74;71;67;64;62;58;55;51;
24:,67;73;76;76;75;75;77;78;78;81;83;82;78;73;71;68;63;60;55;51;
24;71;75;77;77;77;79,;79,;81;82;83;85;84;81;76;72;70;67;63;58;53;
24,73;77;80;81;80;81;82;84;84;85;87,;86;83;79;77;72;68;65;61;55;

RUGOSITE :

.228609;3.000000
.354639;3.301030
.468766;3.477121
.613361;3.602060
.663140;3.698970
.728115;3.778151
.879752;3.845098
.929726;3.903090
.992219;3.954243
.153142;4.000000
.305375;4.041393
.471537;4.079181
.651943;4.113943
.659710;4.146128
.682975;4.176091
.827513;4.204120

© O © © O O O 0O 0 00 00 00 O 0 0 0
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9.984488;4.230449
10.095544 ;4 .255273
10.347464;4.278754
10.501429;4.301030
10.761041;4.322219
11.000455;4.342423
11.170050;4.361728
10.477118;4.380211
10.719608;4.397940
10.873822;4.414973
11.138223;4.431364
11.222745;4.447158
11.342399;4.462398
11.654183;4.477121
11.914697;4.491362
12.078493;4.505150
12.218019;4.518514
12.477580;4.531479
11.574541;4.544068
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ANNEXE F

Caractéristiques temporelles et
géométriques

Dans la nature ou la simulation, la formation des édifices est influencée par deux types de
facteurs, intrinseques et extrinseques. La variation de ces facteurs donne des morphologies
différentes de I’édifice et des dynamiques différentes de croissance; il est parfois presque im-
possible de les distinguer les unes des autres de maniere visuelle. Nous présentons quelques
méthodes qui décrivent la croissance d’un édifice selon ses caractéristiques temporelles : la ru-
gosité, 'exposant [7] de croissance, 'exposant dynamique et sa caractéristique géométrique,
la dimension fractale. Ces méthodes nous permettent de faire des nomenclatures morpholo-

giques.

La rugosité et la dynamique de surface.
Pour décrire quantitativement la croissance d’une surface, on introduit deux notions :

e la hauteur moyenne de la surface h, définie par :

h(t) = % S0,

ou h(i,t) est la hauteur de la colonne i au temps t. Si le nombre de particules arrivant
au site est constant, la hauteur moyenne croit linéairement avec le temps (h(t) « t);

e la largeur de I'interface, qui caractérise la “rugosité” de la surface, et qui est définie par :

w(Lt) =\ 73 [ 1) ~ A(e)]

=1
Si l’on trace la courbe de la 7 rugosité” en fonction du temps, on peut distinguer deux zones

de comportement particuliers :
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— au début de I’évolution, la rugosité croit selon une puissance du temps :
w(L,t) ~ t?,

0 étant appelé I’ exposant de la croissance, et caractérisant la dépendance dyna-
mique de la rugosité pendant le temps de la croissance ;

— néanmoins, cette croissance n’est pas continue dans le temps. A un temps ¢, donné,
elle atteint un régime de saturation wsqt(L). Si on augmente la largeur de l'interface,
Wsqt (L) augmente également. On peut alors mesurer I’ exposant de la rugosité o
par :

wsat(L) ~ tu
Le temps () qui sépare ces deux zone est appelé temps de saturation. La variation
de t, dépend de la largeur de 'interface, soit :

ty ~ L7

ou z est appelé I’ exposant dynamique.

La relation entre w(L,t), wsat(L),t et ¢, peut étre décrite sous la forme :

ML (1)

Wsat (L) tm

Si on introduit les termes de I'exposant de rugosité et de I'exposant dynamique, on trouve

la relation suivante :
t

i~ (L)

connue sous le nom de ”relation d’échelle Family-Vicsek”[27].
Les termes d’exposants «, 3, et z ne sont pas indépendants entre eux. Au temps t = t,,
on peut écrire les relations suivantes :

w(ty) ~t?

w(ty) ~ LY
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ce qui a pour conséquence :

I 2

La dimension fractale.

Les fractales constituent des objets fascinants sur le plan mathématique : souvent tres simples
& définir (la répétition d’une procédure élémentaire suffit), ils permettent d’approcher remar-
quablement bien de nombreux objets ou phénomenes complexes (montagnes, flocons de neige,
arbres, cours de la bourse ou des matiéres premiéres). La notion de fractale a été développée
par un mathématicien francais, Benoit Mandelbrot, dans les années soixante-dix. Le terme
«fractale» vient du latin fractus (du verbe frangere, qui signifie «briser»). Du point de vue

qualitatif, les objects fractals possedent des rugosités (irrégularités) a toutes les échelles.

En géométrie euclidienne, les objets ont une dimension entiere : 0 pour un point, 1 pour une
courbe, 2 pour une surface et 3 pour un volume. En revanche, la dimension d’une fractale
peut prendre des valeurs qui ne sont pas des nombres entiers : la dimension fractale constitue
une généralisation de la notion de dimension utilisée en géométrie euclidienne. En général, la
dimension fractale, présentée par un nombre non entier, permet de quantifier I’aspect plus ou
moins irrégulier d'un objet. Comment mesure-t-on la dimension fractale ? Selon Minkowski,
il suffit de recouvrir tout 'objet avec un nombre minimal d’éléments structurants (une boule
par exemple) de diametre k. Ensuite, on répete opération en diminuant la taille du diametre
et on regarde 1’évolution de nombre de boules Ni en fonction de son diametre k, quand k

tend vers zéro. On trouve alors la relation suivante :

Ny, ~ k=P

D est la dimension fractale de I'objet.
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10 pixels 20 pixels 25 pixels

Fia. F.1 — Méthode de calcul de la dimension fractale dite de « box counting » . La dimension
fractale est déterminée par la pente de la courbe log-log de la taille de I’élément structurant
en fonction du nombre de surfaces mesuré. La dimension fractale de cette structure est égale
a = 1,3652.
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Probabilités associées a un
déplacement brownien

La probabilité de déplacement Brownien d’une particule dans un espace & une dimension
peut étre décrit de la maniere suivante : au temps ¢ = 0, la particule se trouve a la position
x = 0. Pendant t secondes, la particule fait N déplacements (ou sauts) de longueur k = 1.
Parmi ces déplacements, m seront dans le sens positif et N —m dans le sens négatif. Apres

t secondes, la particule se trouve a la position
x=mk+ (N —m)(—k) = 2k(m — N/j3) (G.1)

La probabilité que la particule fasse m déplacements positifs sur N déplacements est donnée

par la loi binomiale suivante :
Prob(B=m) =P = C (3)" (5)" "

P N! "
N ml (N —m)! \ 2

Selon 'approximation de Stirling pour la factorielle d’'un nombre,
N!=v2rN x NV xe ™ In(N!) = 2In(27N) + NIn(N) — N

Sous la forme de logarithme népérien, 'expression de Py’ devient :

m(Pr) = % In (27N) + NIn (N) — N — LIn (2wm) — m1n (m) + m

—%IH(QW(N—m)) (N =m)In(N —m)+ (N —m) — Nl (2)
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S.NIn(N) = (N +m—m)In(N)

(P = %m (Mm(NN_m)> +mln (Z) +(N—m)In (N]fm> ~ NIn(2)

sachant que m = N —m =

w2

M‘Z

n(Pp) = —;ln< 77) +mln <Z> +(N=m)n (NNm> ~ NIn(2)

%, une petite différence entre le mouvement positif et négatif.

) = () () () -
<—x+];[) In (I;g> ~ Nn(2)

n(Pg) = —gn <N;) - <m+ ;V) In (“‘2N> .
<—x+2]> In <1_221$> —Nn(2)

1. (N 1 N N
In(PY) —5In (;) ~In 2) . <_x_2+x_2> _

Supposons que x = m —

n(PR) .

Il

|

M| =
=3
I/~
| = ‘2
)
~

|

=

=3
SR

1H(va”)=—%1n (J\;ﬁ) - (x+];[> In <1+2]$> - (—x+];[> In <1—2J$>

Pour un grand nombre de déplacements, Qﬁ << 1, on peut alors écrire ZWT = ¢. En utilisant

le développement limité de In (1 +¢) = ¢ — %, I’équation ci-dessus devient :

- 1 N N\ (2z 227 N 2z 227
WPy =—m\5 ) -2 ) (v &)\ ) v =
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N

Sachant que z = m — 3, on en déduit alors :

2 —2(m-y)?
pPr =P =4/ — X N
N w(m) w.N ¢
ou encore, en utilisant la relation G.1 :
m 2 —a”
Py =P =/ —= X e2nk?
N (m) N €2Nk

La probabilité que la particule se trouve & une distance x (& Ox prés) aprés un temps ¢ est
donc égale & la probabilité qu'une particule ait fait m (& Om prés) sauts positifs sur N sauts

au total, ce qui donne, sachant que dx = 210m,

1 2 —a?
B i e
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ANNEXE H

Résultat de simulation par
I’automate cellulaire

Les images suivantes sont des résultat générés par un automate cellulaire a 1’états déterministes

et de configuration (regle) stochastique [70].
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