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Abstract

Catte Note présente une nouvelle technique de cakul de la peravéabilité dquivalente. L'approche est
basée sur la synthése de deux travaux antérieurs : un akgerithme itératif proposé par Le Loch (1987)
et une formule de composition de movennes, permettant de prendre en compte ["anisotropie, propo-

sée par Kruel-Romeu (1994),
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A new upscaling technique for the permeability of porous media:

the simplified renormalization

This paper presents a new technique for upscaling permeability. The approach s based on the
merging of two previgus works: an iterative algorithm proposed by Le Loc'h (1987) and a compaosition
formula proposed by Kruel-Romeu (1994) to take anisotropy Into account.

Keywords: Upscaled permeability, Parous media, Heterageneity.

N the context of groundwater flow simula-
Itinn, one has to solve the classical flow

equations [equation {1}]. But in most of
the cases, porous media are heterogeneous
and the permeahility tensor k varies in space.
To take into account this heterogeneity it is
common to have to upscale the permeability.
This operation consists of the computation of
a large scale permeability based on the know-
ledge of the local permeabilities {ser Renard
and de Marsly, 1995, for a review).

We propose a new echnique w compute
the upscaled permeabality. The two main
assumptions are: (1) the flow is asumed o be
uniform ({statistically parallel); and {2) the
focal permeability wensors are supposed o be
diagonal and known on a regular grid.

The first step is to group ieratvely the
cells two by two (Le Loc’h, 1%987), and to cal-
culate the permeability of the cell pairs by
applving the theoretical results in a one
dimensional space. This leads o the harmonic

mean if the cells are in series or the arithmetic
mean of if the cells are in parallel (Fig. 1). The
upscaled permeability is caleulated by group-
ing the cells aliernatively in parallel and in

series (Fig. 2).

If the algorithm starts with a grouping in
parallel, the final value obtained at the end of
the iterative procedure is denoted ¢ . 1t is
dlways higher than the final value ¢ obiain-
e when the algorithm starts with a grouping
in series.

The second step is to use these wo values
in equation {2} to give a unigque estimation of
the upscaled permeabilicy, This formula is very
close to Kruel-Romeu's one (19%4). s phiysi-
cal meaning is that, depending on the aniso-
tropy, the upscaled permeahility can be closer
to ¢ . when the flow is perpendicular to the
siratification or closer to ¢ when the fow is
parallel wo the stratification. The ratios o,
#, velx, ¥, 2| used in equation {3} quantify the
anisotropy due to flattened grid (d and o



represent the stz of the cells in direction
and ) as well as the anisotropy of the local
permeabilities {which is assumed constant
over the whole mesh).

The main difference between equation
{2} and Krucl-Romeu's formula is the use of
e ooand ¢ mstead of the Cardwell and Par-
soiis houmdds (15845). This is motivated by the
fact that the difference between ¢ and ¢ is
smaller than the dilference between the Card-
well and Parsons bounds because the ierative
algorithm permits o take ino account more
preciselv the spatial distribution of the local
permeabilities.

A preliminary test of the technique was
conducted on two tvpes of synthetic media
(truncated ganssian random function and
boolean model) with two block sizes: 128 x
128 x 64 and 16 x 16 x 8 cells. To investigate
the effect of anisotropy the cell size was sct o
L2 10 1 me By solving the [low equation
under the stapdard no-Mow conditons (a
constant head is imposed on wo paralkel faces
and no Mlow on the ather boundaries). We

1. PROBLEMATIQUE

Ce travail se situe dans le contexte de la
modélisation mathématique des écoule-
ments en milieu poreux souterrain. Les
équations régissant ce type d’écoulement
sont la loi de Darcy (1856) et la loi de
conservation du volume pour les fluides sup-
posés incompressibles :

( F=-kV(h) e div(i)=0
v represente la vitesse de liloation, & la
charge hydraulique et k le tenseur de
conductivité hydraulique ou perméabilité,
L'observation montre que les milieux natu-
rels sont hétérogénes : k varie dans I'espace.
Pour prendre en compte cette hétérogénéité
dans un modéle numérique d’écoulement, il
est souvent nécessaire de changer d'échelle.
Ainsi, de nombreux auteurs se sont inte-
ressés au calcul de la perméabilité équiva-
lente & partir des perméabilités locales (voir
Renard et de Marsily, 1995, pour une syn-
thése bibliographique}. Nous proposons une

have been able to compare the luxes [equa-
tion {6)] in the heterogencous media and in
ithe h::mngi:nml!i r-rluh'.a]tn! media. We noted
[equations (7)-{%]] that under this type of
houndary conditions the energy dissipated by
the viscous forces in the heterogeneous
porous media is proportional to the wial flux.
Then, figure 5 permits o compare both the
fluxes and the energy dissipated for the hete-
rogencons meédia and the homogenous equi-
valent media. This figure shows a good agree-
ment between the quick estimations and the
references except for the vertical flow and the

large blocks (fig. 3 d).

From a practical point of view the new
simplified renormalization is at least 200 times
quicker than a finite element multigrid resolu-
tion af the flow equations.

In conclusion, the proposed method
appears efficient and accurate w estimate the
upscaled permeability in the case of uniform
Mow conditions = a1 least for the media teswed
here.

nouvelle technique de calcul de la perméabi-
lité équivalente, extrémement simple et
done trés efficace lors du traitement de
grandes quantités de données,

Notons tout de suite que la technique a
éé élaborée pour le cas d'écoulements glo-
balement paralléles et n'a pas encore été tes-
tee sous dautres conditions {écoulement
radial par exemple).

2, PRESENTATION DE LA TECHNIQUE

Le champ de perméabilité est supposé
connu sur une grille réguliére. Les tenseurs
de perméabilité k varient d’une maille a
I'autre, mais sont supposés diagonaux (cela
signifiec que les axes principaux d'anisotropie
sont supposés étre les axes du maillage) et
constants dans chaque maille.

Procédure itérative
La méthode que nous proposons ne
permet que le calcul des termes diagonaux



du tenseur de perméabilité équivalente :

K= 0 0
K=| 0 Kw 0
ﬂ '] R"l--?

Pour caleuler K™, u € (x, v, z), l'idée de
base (Le Loc'h, 1987) consiste & regrouper
les mailles de la grille fine par paqueis de
deux. 5i les mailles sont en série par rapport
a la direction u, alors on affecte au paquet la
moyenne harmonique des perméabilités
directionnelles locales. 5i les mailles sont en
parallele, alors on affecte au paquet la
moyenne arithmétique des perméabilités
directionnelles locales fﬁg. 1}). L'application
de regroupements successifs alternativement
en paralléle et en série permet de réduire
progressivement le nombre de mailles de la
grille, jusqu’a ne plus avoir qu'une seule

maille (fig. 2}.

Si I'on commence par regrouper les
mailles en série (dans la direction #), puis i
les regrouper en paralléle suivant la {en
deux dimensions) ou les {en trois dimen-
sions) direction(s) perpendiculaire(s), et si
I'on répéte cette opération jusqu'a ce qu'il
n'y ait plus qu'une maille, on obtient une

valeur notée ¢4 .

5i I'on commence par regrouper les
mailles en paralléle, puis si I'on poursuit le
regroupement en série en itérant la proce-
dure, on obtient une seconde valeur, tou-
jours supérieure ou égale a la premiére et
notée ..

Prise en compte de I"ani ie

Finalement, la perméabilité dans la direc-
tion u est obtenue en composant ces deux
valeurs. L'idée physique sous-jacente est que
la perméabilite equivalente tend vers €
quand I'"écoulement est perpendiculaire aux
« strates » créées par I'aplatissement du
maillage, et tend vers ¢, quand I'écoule-
ment est paralléle i ces « strates ».
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rF £l n' représentent fes willes des mailles de
la grlllc dans les directions « et v et le rap-
port &/ I'anisotropie des perméabilités
locales.

L'expression de o est inspirée de Kruel
Romen (1994). La différence majeure réside
dans les valeurs que 1'on pondére. Kruel-
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Fig. 1 Association en paraliéle ou en
seérie de deux mailles,

T celks in parallel or in senies.

Fig. 2 lllustration en dew: dimensions
de la procédure itérative de calcul de
Crn BUC . J8f TEprESENIE
I'apérabeur mopenne arithmetique
selon 13 direction p, 1 3 moyenne
harranique selon la direction x.

Example m two dimensions of the
iterative procedure wsed to compute
Cown 8N C . P represents the
anthmets mean akong the y direction,
Wy the harmaonic mean alonsg the x
direction

R | — '::I:'llh'l

KK
B GG, =— Cpa

vi




1000

100

0.1 L - - -
0.1 1 10 100

(a) direction x, petits blocs, p > 0.99, e < 1%

1000

1000 ——rrrrr T T

100

10

[L] 1 i L oe sk

0.1 1 10 100

(c) direction x, petits blocs, p > 0.99, 6= 3%

Fig. 3 Légende page suvante,
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(d} direction z, grands blocs. p =097, & = 30%
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Ces valeurs  lje équix‘altnlt:.

ont avantage de présenter un écart plus

faible que les bornes de Cardwell et Parsons.

3. TEST DE LA METHODE

En effet, le calcul itératif permet une

meilleure prise en compte de I"agencement
spatial des perméabilités locales. Par contre,

1000

Romeu emploie les bornes de Cardwell et po wp o g5y Iinconvénient de ne pas
Parsons (1945), alors que nous employons
ici les deux valeurs r

LLLELY

étre des bornes théoriques de la perméahi-

Mons allons tester sur des milienx 5}-'mhi'v
tiques tri-limensionnels si cette technique



verifie (au moins statistiquement) les deux
critéres que sont 1'égalité des flux sur le
milieu hétérogeéne et sur le milieu homo-
gene équivalent {condition nécessaire) et
I'égalité des énergies dissipées (condition
suffisante) {Indelman et Dagan, 1993).

Denx modéles de milieux aléatoires ont
été utilisés : les gaussiennes seuillées (Galli ef
af,, 1994) et le modéle booléen (Matheron,
1967}. Environ deux mille milieux aléatoires
comprenant 128 x 128 x 64 mailles et un
contraste maximum de perméabilité de 11
ont été ainsi créés. Plus de soixante mille
« petits blocs » de taille 16 x 16 X 8 mailles
ont ensuite été extraits des « grands blocs «.
La taille des mailles a été fixée & 10 m x 10m
¥ 1 m pour évaluer I'effet de I'anisotropie.,

Pour chaque milieu, les équations régis
sant les écoulements [équation (1}] som
résolues sous des conditions aux limites de
wvpe perméamétre = charges imposées sur
deux faces paralléles, flux nuls sur les autres
taces [équations (4)-(5)] - par une méthode
numerique de tvpe elémenis finis.

h=10
4
@ {h=1

(5) i

sur une face I'y,
sur I'; parallele a I'y

=10

st les quuatre antres Faces que 'on regroupe
sous le nom I,

i est le vecteur normal unité {perpen-
diculaire a T ). La solution numérique obte-
nue sur la grille fine est considérée comme
la référence ; pour la comparer au résuliat
de la méthode proposée, nous étudions
maintenant les deux critéres cités précédem-
ment.

Flux total

Le flux wotal traversant le miheu est de-
hini par l‘&qlmlinn suivante ;

"' Ia
Energie dissipée
L'énergie dissipée par les forces de visco-
sité dans le milieu pOreux pour un fluide
supposé incompressible et par unité de

temps (puissance consommee) est quant a
elle définie par Matheron (1967) :

) E=pg-f (7T h) dw
i

{2 représente le volume de milicu poreux,
p la masse volumique de I'eau et g 'accélé-
ration de la pesanteur. On remarque que
cette intégrale peut étre décomposée par
partie {Njifenjou, 1993) :

. E
E_.ﬁhlhl
—f £ - div (5) du,
(8) ¢
div {#) = 0,
f.h o - 1) dy

I représente la surface frontiére de .
L'équation (B) est pénérale, avec les condi-
tions aux limites utilisées elle se simplifie
CIICane -

E
@ Z =f {F ) dy
)

Di .

Dans le cas des conditions aux limites
choisies [équations (4)-(5)], les critéres de
flux ou d’énergie sont égauy i une constante
multiplicative prés. La figure 3 montre que
les flux calculés par la méthode proposée et
cenx calculés par éléments finis sont rés voi-
sins dans la majorité des cas. L'erreur la plus
torte (fig. 3d) se preduit pour un écoule-
ment perpendiculaire 4 la direction d’apla-
tissement, lorsque le nombre de mailles est
important (grands blocs).

Temps calculs

L'emploi de la renormalisation simplifiée
permet une nette réduction des temps cal-
culs. Ainsi, sur les grands blocs {(environ un

Fg. 3 Comparaan des flux -
proportionnels aux énergies dissipées
dans le cas particuber Studié - cakoukés
par renorrmalisation smplifie en
absiisses et les valeurs de référence en
ordonnées. g représente e coetlicient
de corrélation linéame du nuage et e le
pourceniages movwen d'errewr.

Comparison of the fiyxes -
prapartional 1o the deapated enerdy
in the case studied = caloulated by
using the simplitied renomalization
(x-axis) and the reference values
[p-axis). prepresents the linear
correlation coeflicient and e the mean
relative bias
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grands systémes d'équations, est de I'ordre
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4. CONCLUSION

Une nouvelle méthode a été proposée.
Elle s'est révélée efficace et peu biaisée dans
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les milieux testés,
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