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AUTOMORPHISMES DE We-ALGEBRES

SSSCEsmsssssSsass===o==sSmSssm=

Soient M uae W*-algébre et G un groupe d'autemorphismes de M,
Peut-on décrire la sous-algebre EF des pointe fixes de M par G?
Existe-t-il entre les sous-groupes de G et les sous-algébres de
M contenant MG une cerrespondance guloisienne? M, Nakamurs et

Z. Takeda [ 1] ont ohtenu une réponse affirmative lorasgue M est
un facteur II, et G un groupe fini d'automorphismes extérieurs.
En cherchant & étendre leurs résultats, nows avons renceniré

les problémes suivants: généraliser les propriétés du preduit
croisé utilisées psr ces auteurs, obtenir un théeréme permettent
de prolenger sux W*.algibres ub isemerpbisme défiai sur des
sous-algébres invelutives ¢ -denses, trouver de nouvelles mé=-
thodes pour aborder ces questions. Nous présentems ieci le
résultat de ces reclicrches. Une -introduction se trouve au dé-
but de chaque chapitre, Pour l'esseutiel nous avons suivi les

définitions et les notations de Sakai [1].

Ce travail a été réalisé sous la directica de M, R, Bader, dont
les encourapements et 1'aide constante m'ant été précienx. Qu'il
trouve ieci le témoignage de ma recoanaissance, Je tiens également
4 adresser mes remerciements 4 MM, A. Derighetti et A. Rebert,

membres du jury.
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Chapitre I : UNE CONSTRUCTION INTRINSEQUE DU W*-PLODUIT CROISE

S=sss=ss— s s asas oo ToOSSSSSSSSSSOSSSSSSOSSSESS

Introduction,

Le produit croisé d'une algébre de von Neumann par un groupe d'auto-
morphismes apparaft déji dans les travaux de Murray et von Neumann;
c'est par cette construction que sont obtenus les premiers exemples
(et tous les exemples jusgu'a aujourd'hui) de facteurs II,. Lorsgu'on
se place dans 1'esprii et le langage des W*-alpgébres de Sakai, on
peut définir le produit er¢isé de la maniére suivaunte: on représente
fidélement la W¥-nlgébre comme algébre de von Neumann dans un espace
de Hilbert, on construit le produit croisé de la maniére habituelle,
puis on démentre gue le résultat est indépendant de la représentatien
choisie {voir Zeller-Meier [1], Guichardet {1]). Dans ce chapitre
neus proposens une construction intrinséque (i.e, sans passer par

une alpdbre de von Neumann) du produit croisé d'une W*—algébre A

par un groupe d'antomerphiemes G. Partant de la norme réduite sur
Li(G,A) pour laguelle nous obtenons une nouvelle caractérisation,
pous définissons, dans le dual D* du produit croisé réduit B, un
sous~eapace fermé E dont le dual sera le W*—produit croisé M de A

par G, Nous étudions ensuite les représentationsde M ce qui nous
permet de retrouver la définitionm classique lorsnue A esi une algébre
de von Neumann., En introduisant une structure "A-préhilbertienne”

sur M, nous obtenons pour les éléments de M une représentation du

type "série de Fourier".



§ I.1. Produit croisé réduit

Scient A une C*¥-glgdébre avec naité, G un groupe discret et
5¢G — g, ¢ Aut{A)
ve homomorpbisme. L'eapace vectoriel K(G,A) dea fonctions £ de G

daos A 3 support fioi devient une algébre involutive pour le prodoit
fg et 1'involution f* définis par
($§1¢) = L #is[qEs)],

() = s [ tsM*].
I1 en va de méme pour 1'espace de Baoach L"(G,A) des fonctioas
sommables f de G dana A avec la norme )

1, = L,
daas lequel K(G,A) eet dense, Si on identifie 1'élémeat a€ A & la
fooetion de G dans A qui vaut & an point 8 = ¢ et zéro ailleura, on
peut counsidérer A comme uoe sous-algdbre involutive de K(G,A); on
a Wawn = tal, Nouns noterons u 1'é1ément de K{G,A) défini par
us(t) =0 ai t f a, ua(s) =1, Pour s€G et A €A 00 & usau; o 6;(8.).
A tout @EA* (dusl de A} nous associerous 1'élémeat § € L*(G,A)*
défini par (;‘J](f) = i (f(e))} pour tout f¢ Li(G,A); ¢ eat positive
gi @ 1'eat,

Etant donné une représentation T de A dans uo eapaece de Hilbert# ,
on définmit:
i) o L2(G,7C) + espace de Hilbert des fonctiona ‘g de G deas
# de earré sommable;
ii) V! représentation régulidre gauehe de G dang 1:’, dounée, pour
a, t€G et EG.’#E, par
w8l = ¢y,
iii} % :repréaentatioo de A dacs #% définie, pour a€ A4, ge“fE
et s €G, par
(B8 )6y = e, @] £ .
0a obtieat alors la relation
Fle @) = V, Bla) v
poor tont a€A, s€G. Ou prolonge % eo une représentation de L'{G,A)
dans i ¢n posaat

2(4) = L RUEO



pour tout fé€ L“"(G,A); aigsi pour g€'3ﬁ et t€G, on &

R EI ) = Eorlon@eniicn),
Pour §€® et 5 €G pous noterons Es 1*élément de # défini par
Es (t) =0 &it # s, gs(s) -E . Il n'est pas ‘:ilifficile de voir
gue #i Eefr’ﬁ est totalissteur pour T alors £, eat totalisateur
pour T et que 8i ™ et & définissent 1a forme positive {p sur A

alors % et £, définissent ¢ .

La norme réduite est définie ser L*(G,A) par
L = sep RGN
ol 1a borne supérieure est prise sur toutes les représentaticos

de A, On appelle produit croisé réduit de A par G la C*-slgébre

complétée de L*{G,A) pour 0fY; nous la notercns B, Comme

wrn § %f%,, K(G,A) est dense dans B; d’sutre part la norme

réduite cofncide sur A avee la norme initiale et A est une sgue-C¥*-
algébre de B, Les représentaticna X et les formes linénires § sant
continues pour la norme réduite et se prolongent & B. On a d'ailleurs

la caractérisation suivante de la norme réduite:

Proposition I,1,: La norme réduite est la plus petite des normes

de C*-algibre sur L*{G,A) qui rendent toutes les

formes linéaires @ ( ¢ € A*) continues,

Démonstratioe : Soit p une norme de C¥-algébre sur LY(G,A) telle
que toutes les { soisnt continues. Le complété Bp de L*{(G,A) pour
p eat une C¥—algébre ¢t les & se prolongent & Bp' Pour tout fé€ L‘(G,A),
p{t*f)1 - t*f cst un élément positif de Bp, donc pour tout g€ K{(G,A)
et toute forme linésire positive ¢ sur A, on 8

o ¥

PLy (pD1-§'09] 30,
d’on p(f)2 G(g*g) 2 ﬁ(g*f*fg). On en déduit que

~ .

) Y s $(9"$"19)

P v P g(g}aﬁq’)m
la borne supéricure étaot prisc sur tous les g€ K(G,A) et les
P g Ant (= ecnscmble des formes lindaires positives aur A) tels
gue ¢(g*g) # 0. Or Zeller-Meier [1; Prop. 4.8, 4.97 & moatré
que cette horne supérieure est égnle & la norme réduite de f, d'ou

la propesition.



Nous utiliserons les résultats suivants (cf. Zeller-Meier [1},
Prop. 4.12, 4.13. ): B peut 8tre considérée comme une algébre de
fonctions f de G dans 4, contenant L*{(G,A), le produit et 1'in-
volution étant définis comme dans L*(G,A) (la somme tonverge pour
toute topelogic définic sur A par tramsport de la topologie forte
sn moyen d'unc représentation injective). Les applications
feBr—a>f{a) €A sont linéaires et diminuent les normes; de plus
1tapplication l

$: feBr— fle}c A

est positive fidéle. Enfin pour @€ A% et feBona H(f) = o (r(e)).



§ 1,2, W#_produit craoisé,

Conservaens les notati-ons du paragraphe 1 msis supposons meintenant
gue A est une W*-algébre; nous noterons A, [resp. A:] son prédual

[ resp. 1la partie positive de son prédual 1.

Soit E la fermeture en norme dans B* du sous-espuce engendré par
lea formes linémires
- -~ £
Wyg® TEB— F(gfg) e C
on g EK(G,A) et :pEA:. E est un espace de Banaeh,
Pour hE€B et we B¥ les translatés & gauche et & droite Lhr.-.) et

Bhu gant défimis par

<Lpw,$y =Cw bty & (Rpw,iy=(w,thy
paur tceut f €B,

Lemme 1. E est stable par les translations & gauche et b dreite,

Démonstration : Il faut voir que ai w€E on a Lhu €E, Rh

quel gue scit h € B, Par centinuité {pour la norme) et linéarité des

w €E,

applications Lh et Rh’ il suffit de le démentrer pour um w de la

forme wgy: (ge K(G,A), we A:) Seient alors ™ et & la repré-
¥

sentation de A ct le veeteur de W, définis par ¢ ; an sait gue

% et E, sant définis (& isomerphisme prés) per ¢ , don¢ pour
taut feB

Clpwge,ty = < woy, Ry = FlR{gq)
FU9f5) = (R (#9915, (%.)
(R gy §, ) (R, ) .

il

Posans W= T(3)%, & T = ?’;(-g\,*q‘) Ee. L an a
Clpwge 3> = (BT |2)
= 2 {EH DR - (EOE-D]T-E)

+i (R (§red))ing )-a(?c(f)(ﬁ—ahm-a%')} .
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Aigai L W est combinaisen linéaire de quatre formes aasociéss
4 & ; mais cea dernidres sont toutes limites en norme de uak'9
b € K(G,A), (ef, Dixmier [1} Prop. 2,4,B. ) donec appartiennant
4 E. Boac on a bien LhUJg“PE E; de mime peur RhLug,?'

On aait que B** eat une Wr-alpébre; soit E® le polaire de E dana
B* j.e.

E° = {xeB*™| Cw,xy=0, Vwel }.

Lemme 2, E’ eat un idéal bilatiére o(B** B*) — fermé de B**,

Bémonatration : S0it xel:‘.o. Pour tout b eB 8t tout )€E on a wy
que LhU € E et Bhw € E, done

Chy o) = {x, Lpw)=0 e {rxh ,wr= (x, Riwdmo,
d'ott hx € E° et thEo. Si maintenant y €B** il existe une suite
géoéralisée {h,} d'éléments de B telle gque b —» x pour la topologie
o (B** B*), Coume E° est o{B**,B*)-fermé et que la multiplication
par un élément fixe dans D** pat & (D** B*)-contioue, on a

yx = Cf‘mi‘l € E° et wy = «&-;m xh,, € E°

d'eli le résultat,

E° étant un idéal hilatére uniformément fermé de B**  le quetient
B“’/E'3 est une C*~algdbre; comme B**/Eo = E* avec E espace de Banach,

B*#/E® ot une W-algbbre, de prédual E. Posons M = B**/E’ et M,_ =~ E.

Lemme 3. B _eat une scus-C*-algébre G(M,u*)-dense de M.

Bémonstration : On & un homemorphisme {d'algihres iuvelutives)
cononigune f EB+—[f]E€M; il suffit de mentrer qu'il est injectif
(il sera alora isométrique ¢t on pourra identifier B & son image
dans M)}. Soit denc fE€B tel que [fl1 =0 i.e. fGEo; en &

w £y = 0 pour teut WEE, Prenons en particulier w= Rhﬁ

ol cpEA: et b = u_€B; en a alore

o=cwd> = (R, F, 4> = <§,$u,y = <y, (f4,)(e)>

Maia

fus} (&) = EZG.G f o [w ()] = $GT)
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done (¥ ,I(a*1)> = 0. Ceci étant vrai pour tout ',oEA: et tout
s¢€Gonat =0, La 6—-densité de B dans M provient de la o&-densité
de B dans B** gt de lu g -continuité de 1'application canonique de

B** sur M.

Définition : La W*—algébre { = B*"“/E‘J sera appelée W¥—produit croisé

de A par G melon & et notée W* (A,G.5)
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§ I.3. Représentation de W*{A,G,6)

Nous coonservons les notations A,G,6,B,E et M = W*{(A,6,5) do
paragraphe 2, Rappelons qu'une W¥-représentation * de A daos # est
une représentation de A dans 7€ continue pour les topologies_s(A,A*)
et o(L{(#), L{#),).

Théoréme I,1. Soient m une W*-représentation de A dans #H et T 1n

représentation de B dens ¥ sasocide A T

1) i ge prolonge de facon unigue en uvne W¥—représen-

tation (notée encore % ) de M dans % .

2) Si_w _est injective sur A slers T _est_injective

sur M,

Démonstration : 1) Nous supposercns d'abord que T possdde un
vecteur totsliasateur Eé‘?i ; 1a forme positive ¢ définie par «
et £ appartient & A:. On sait alora que E, eat totalisateur pour
% et que & et EL définissent $ , et on peut sdmettre que T est
la représentation définie par $ ; les formes linéaires
teB— (BPi1EreC TR
sont donc des limites en norme de combinaisons linéasires de Wy
g€ K(G,A}, done appartiennent 3 E. La représentation ® + B L(#)
est continue (pour la _norme); so0it
% L{H*— D" .

son adjointe. Montraons gque ﬁ*(L(?"E)*)C.E T 51 weE L(’;{I)* il exiaste
‘:LgE";f R E-,E "é'EJ i=1,2, ... avec

» . s = ¥ al = -

DO <o) LG <o b w(T) = EA(TR08),
pour tout TEL{#); on a daone

CR* W),y = we 4 = (w0, B = 3:'_4 (E@IT 18y,
pour tout f& B, Par ce qui précede on voit donc que ‘FL*(w)EE.
Notons T% la restrictions de %+ & L("E)* et © 1'adjoint de TX;
& est done une application linéaire continue (pour la norme) de
E* = M dans L(‘:-‘E);F - L{’-E); z est également continue pour les
topologies o(M,M,) st o(L(F), L(F#),). 5i feB, R(2) est défini
par

CRME) ,w) = (F,BL ()= (R D

pour tout wc-:L(‘j?)*, done T =7 sur B i.e. T prolonge® ., On

en déduit alors que % est un homomorphisme (d'algdbres invelutivea)
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de M daus L(Jé), done une W¥-représentation. En effet 8i x,ye M
il existe deux suites généralisées {f,} et {g,} ¢'éléments de
B telles que #, > x et g,—> y pour ls topologie s(M,M,); on & done

ly) = B(xlmg,) = T (L xg,) &Fﬁcxgp)
- 4};»%‘:({—8:43!‘)%) - 4;‘ % (45'-:“ F9s)

= -t&ﬁ‘m. -C;M %(:Fﬂg'ﬁ) = ‘51"‘-%(3’1)'6‘5“%(%3)

il

Z )T (y)

et de méme pour T{x*) = T (x)*.

Le cas d’une W*-représentation quelconjue %= se raméne 8u cas
précédent; on peut supposer w non dégénérée et alors T = e'ﬂ‘,i ol
chague T, est une W¥-représentation possédant un vecteur totslima-
teur; on 8 T = @& ?l:i et en posant T @'ﬁi on obtient la W*-

représcntation de M dans "é‘hé cherchée,

Ltunicité du prolongement 7 provient de la e¢-densité de B dans M
et de la es—continuité de = . Dans la suite, nous noterons simplement

~
T pour T .,

2} Seit TC une W¥-représentation injective de A. On peut suppomer
non dégénérée; w{A) est slors une slgihre de voen Neumann dans .
Soit ?EA:; comme 7' est 6-coutinu on s <,o-?:"'e‘m{A):: il existe
slors E,ie‘é"f, i=1,2, ... tel que

};.1 ME: 0 <o ek g (T) = :}-;—1 (TEElEL)
pour tout T¢& T(A), done

gla) = &, (E@F 18>

pour tout s €A, Passons & c}' ; on a8 @EE = M, et, pour tout feB,

§(3) = o($(@) = L (m@en¥; 18 = L (Fdn, | Bae ),

i=
la derniére égalité provenant de

(F@Elto = Z (E@TIGE®) - (EoEaely)
et de

[E@E Y@ = L wle, GEN]E, (Te) - et .



14

Quel que soit ge K(G,A), on a, pour tout fe&B,

wap (B = G99 = L (E (e, ) (E,)
= L (3EEEY 1R EDe)

en posant G, =®(g)( §;) ; ona Eﬂ 19U ¢ . Par & —continuité
on en déduit
We ¢ (x} = .');:1 (-?:(x)vl;];'“)

pour tout x EM. L'injectivité de T en découle: si T(x) = 0

on a wg? () =0 pour tout gEK(G,A) et tout ?EA:, donc m(x) = 0
3

pour tout «1€E = M, d'oh x = 0, Le théorime est ainei démontré.

Remargquel.1.:Ce résultat montre que notre définition du produit creisé
coincide avec la définition clasaigue lorsgue A ost une algitbre de
von Neumann da2m8 un espace de Hilbert # ot sr—)Us une représcnta-
tion unitaire de G damns ;€ , telle que o’s(a) = UBaU; pour tout
9€G et tout a €A, En effet désignons par « la représentation
identité de A deus ¥ ; nlors M = Wx(A G,€) eat isomorphe a (M),
qui est l'algéhre de von Neumann dans ‘i’éengendrée par 7 (K(G,4)).
Soit W l'opérateur unitaire sur # défini par

(WEY 1 = Uy E
pour tout EE 'Jé et tout s €G. Par un simple calcul on obtient
alors

A

[WREW*E ]G = o (33 ,

i

[wwvwhE ] (s WUy -5 (L),

te qui montre gue le produii eroisé {classigue) de A par G {selon
la représentation U} eat 1'algébre de von Neumann cngendrée par
W E(K{G,A))W* (Dizmier (2] p. 130, Suzuki [1] ), donec W E(M)W*,

qui est bien isomorphe & M,
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§ I.%. Structure "prébilbertiemne” sur W%{4.G o).

Nous conaervona les notations A,G,5,B,E, et M = w*{4,6,F) du
paragrapbe 2.Nous avons déja rappelé gue }'application & : B—A
définje par & (f) = f(e) est uune projection positive fidéle.

Théoréme 1.2, P se prolonge de fagon unique en une projection

qNJ: M—A ¢ et s-continue, pomitive et fidéle,

diminuant la norme et vérifiant & (axb} = a @(x)b

pour a, bEA et XEM,

Démonstration : L'adjoint ¢* de < est une application linéaire

continue de A* dans B* définie par

(P ), 4> = Cp, by = <o, fle)d

pour tout f€ B, ¢ € A*; on a donc b*(e) =§ peur tout (PeA*.
On voit ainei que q)*(A*) € E, Seit @ % la restriction de ¥ a A
c¢’'est une application linéaire continue de A, dans E; nous notercna
Qg son adjoint, qui est une application linéaire continue de E* = M
dans A * = A; il est facile de veir qu'elle est ¢ -continue, positive
et qu'elle pralonge ¢ . Par exemple, si x€ M, x30, on a

<P, ey =<x, 8> 3o
:, d*tol cf‘j(x) 3 0. On en déduit alors que
i) f $ {(x)" ¢ 1xu pour tout x€M;
ii} P{oaxb) = a f{x)b pour a,b €A, xcM;
iii) P(x)*P(x) € & (x*x) pour tout x€M
{veir J. Tomiyama [1] Thm, 3.1.), La s-topologie sur M{resp. sur A)

pour tout QYEA

eat définie par les semi-normes
.4 afa
4, () = wM Crsp g (a) = gla*ai™)
o LJEM:, x€M (resp, we A:, a €A), La s-continuité de <£ déeoule

alors de iii) car, pour tout ‘P€A:, on a

wpLBe) = gl FeFE I < o[E 0] = §oro™ < a0

avec FE H:.

Il reste & démoatrer la £fidélité de & i.c. gque ai xEM, x 3 0 et
$(x) @ 0, alora x = 0. Ecrivona x = yy* avec y€M; on a, pour tout
8 EG,

x o= ggt = (ywldCqul)t
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done en utilisant iii)

on F(x) = Fly) = dLiynd iy ]y Slyufrd 3o
d’ad &;(y’u;) = 0 {rappelons que u, est 1'é1ément uoitaire de K{G,A)
défini par us(t} =081t #s, us(a) = 1).Pour conclure nous

utiliserons le résultat suivant (veir Suzuki [1] ):

Lemme : Soient T une WH—représentation fidéle de A dans F et T la

W*-représentation fidéle de M dans & associée & T , Pour

tout € € £ . tEG et 2 &M, an
#@, = I ¥ (EuINVE,

lo sommetiou ayant lieu pour la topologie forte de ¥,

Avent dc¢ démontrer le lemme nous on déduisons que cf': est fidéle: por
¢e qui précéde on a ﬁ(y)Eb = 0, pour tout &€ ¢t tout teG,
dane %(y) est nul sur une partie demse de ¥, d’on ‘T.E(y) = 0,

y w0 et x=yy*=s0,

Démounstration du lemme: Fixons &, x et €0, K(G,A) est E(M,M*)—denae

dans M, done il existe une suite généralisée {$,} d'éléments de
K(G,A) telle que x = s-lim

.. Comme T est s—contiaue, et gue la
s~topologie de L(‘J‘z) ¢st la topologie ultraforte, ‘E(x) est limite
ultrafarte des T(f, ); il existe donc o, tel que

(1) 1R -E@NE 1 € € s oy,

On a done

{E ) -REE W < 2e SE oy e
Par définition on a Tr:(f«) = ’% T-‘:(f_((a))‘fs, done

(2) LE R f, 1V, 6, L ¢ 2 ¢ oo N,

Remarquons maintenant gue si 31’ B2€G, 5 f Sy et si By a2€A,

alors les veeteurs 'ﬁ:.(ai )VS- . sont orthogonaux; en effet
v

t
r_fE(a;)V,,‘Eh] (ry = x( e (a.bn‘é,; (s'fr)
{Tﬂ(fr-t (G‘))g st e S'-.t

o rinon
dion
(FaaVd, 1 &) Ve 5y ) = L, (LEEIV, 3,300 | LT (@) V5, §, 1071 ) =0 |
Posons J, = {s€G | §{s) # 0 } i T est un ensemble fini. A cause

de 1'ortbogooaalité des veeteurs T‘Eff‘(s))‘n’sgt an tire de {2} que s
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pour toute partie finie J,¢TC G et tout o 3ot,, ona

(3} B ® L) - 4, ()] VE 14 2¢

D'autre part on a f,‘(a) n as{fdu;), peur tout s €6, donc de x = s-lim £,
oun tire c’E(xu:) = s-lim f(s), puis
TSV, = aft- bm T (F )Y,
et enfin
B (o), = bm % (f)E,
En passant & la limite dans (3} on a donc

ﬁ,%,;‘[‘?’(’“?"ﬂ-("]"s‘%t s te

ou encore
() W
De (1) et {u) an tire

1 («Etxx—s‘l;_T%L&xufﬂV, ) E, I & 3

é‘:%[&)(m:” Vo - () )5, U £ 2E

;
ceci pour toute partie finie J de G contenant J, . Le lemme et le

théoriéme aont ainsi démonirés.
Notation: Dans la suite nous noterons simplement ¢ pour &; f

Nous utiliserons maintenant une topoclogie introduite par D. Durea [1]
et qui nous permettra d'obtenir une représentation du type "série

de Fourier® pour les éléments de M,

Pour x,y,€ M, poaons (x]y) = ¢(xy*); les propriédtés suivantes de
ce "produit scalaire A valeurs dans A" découlent des propridtés de $:
1) scsquilindarité;
2) (axly) = a(x|y) ot {zlay) = {x|y)a* pour x,y e M, se4;
3) (ytx) = (xly)* pour x,yeM;
4) {xJx) > O pour tout x&€M et (x|x} = 0 & x = 0.
Pour tout ¢ € A: notons p, la se{i—norme sur M définie par
ﬁ?(x) =y {(Pp{xx*})¥ = F{xx*)® pour tout xreM; B, €3t donmc la
semi-norme o(; de Sakai [1; page 20]. Seit © la topologie d'espace
localement convexe séparé définie par les f., q:eA: ("aéparé”
provient de la fidélité de ¢ ).

Proposition 1.2, 1) Pour touvt yeM, tout a €A et tout seG, les
applications xeMr—>xye M, xeMt—>ax €M ot
xéul——iuux €M sont contioues pour © .
2) Ltapplicatien (x €M x Mb—(x €A est
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centinue lorsqu’on munit M de la tepelegie G et A

de 1p tepelepie o (A,A.)

I

Démonstrstica ¢ 1) Pour tout \PGA: en &
~ 2 vl
Bo Ot = F L™ ¢ g™ o) = g BeCxT |
den¢ X —xy est continue. Remarquons que 8i s,beA et ¢ €& A: on

a (LaRbLP Y - LnRh‘;;; en eflet, pour tout x€M,
C(LaReg), x> =< LaRe o, o)) =<9, adl)&>
ClaRe§,xp=X§,axby = Lo, dlaxt)>

et ¢(axb) = 8 P(x)b. Mais slers
2 A * ~ ~
Bplaxy = §laxdad®) = LRuB(xx") = (LuRag ) (xx*) = B g, 00
d'el lo centinuité de x—ax puisque LR ,¢ € A:. Soit s €G; on
vérifie que pour tout f€ B on za ¢ (usfus*) = 6’8[ b (£)l; puis par

passage & le limito, que q)(usxua*) - G'E[d)(x)] peur tout x €M,
+
Iy

2 jod ® % ~
By(x)" = § (wxx™ul )« gugedd (xx™) = (9o, (x*) = Bypus (1
et comlme Lyvs‘seA:, l'spplicatian X—u X est centinue.
2) Pour tout x,y €M ot tout g:EA:, 1'inégslité ]'t}(xy*)\2.{§(xx*)§(yy*)

Algre, pour tout @E€A on 8

donne

Lo L0l ] & Pt Bty 5

en en déduit la centinuité de {x,y)e (x]y).

Proposition I.3. La famille, {us'} ¢ ¢ G £t base orthooormée du
A-module & gauehe M muni de lo topologie Li.e.

i) (usiut) = 0sis ftet (ua|us)_=_=_l;_

ii) l'ecnsemble des sommes finies £nsus, sse A,

est dense dans M pour la topologie T |

Démonstration : i) est immédiat car (uslnt) - “st“(e)'
fi) 1a topologic U est moine fine que la s*(M,M )~topologie car

i % - . * +
eetie dernidre est définie par les semi-normes Sy X, (we M)
(Sakai [11); donc K(G,A) est dense dans M pour T . Comme 1'égalité
4 -Zf(s)us moentre gue K(G,A) est identiyue & l'cnscmble des sommes

tinies [asus, LY A, la preposition est démontrée.

Théoréme I.3. Pour tout x€ M, la fasmille {(xius)us} . e 28t
sommable pour la topologie T et

X = !j;_etxlu.,)u., .
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De plus si x peut s'dcrire x = Lau, s €A, avec
sommahilitéd pour T, slars B, = (x]us) pour tout s€G.

Démonsiration (d'eprés Bures [1]): Soient 13 A:, E>0 et xEM;
il existe fOE.K(G,A) tel gue p,{,(x - fo)éf.. Seit J, le soua-
ensemble fini de G formé des s €6 tel jue fo(s) # 0; posons
G ™ sG%_.(x]uﬂ)uﬂ; eco écrivant
K'?o = ¥-g, + Sézj:[‘(‘l“')—ﬁ'(s]]u's

et en utilisant 1'erthogonslité des u., on obtient

(x-fo|n-fa) = (x-q.|x-8.) + (=2}
ol z = seL:r L {xlugy-f.031]w, ; or a doec

(%- 90 1%~4.) € (-8 % 2)
et
Bo (x-9.) & & -
S0it J une pertie finie de G contenant T, et posens g = E%(xlus)u!;
s¢

comme ci-dessus gn obtient

(- 9u|x-Gs) = (¥-4 v4-9, [ ¥ +9-%a } = (x-3]%-9)+ (3%, 1¢-9.)
dlodl  B,(x-9) & By(x-9.) & & . Done x = E(xlu )u .
Si maintenant x = L a_u, avec aBeA et sommabilité pour T, la
contipuité de (x,y}}-—)(x]y) et l'orthogonalité des uE montrent que

(x|us) = a  pour tout s €G. Le théoréme est démontré.

Nous allons voir maintenant gve les formules qui dounent l'sdjoint

et le produit dane K(G,A) sont cocore velubles dans M.

Proposition I.4, Soient x,y& M; posons, pour tout s€G, (x'lus) = as,

(ylus) = bs,(x‘lus) - 3! et (xy]us) =c,.0n s les
égalités:
~
1) B, = e (ax,);
2) € = E'satst(bt
1= topologie &(A A_).

) avec sommubilité pour

~1g

Démonstreticn ;: 1) L'égalité & démonirer est vraie si xe K(G,A).
Comme 48 = q:u(x*u; Y et 55(3;—1.) = Ga(dp(xua)*) sont denx fonctions

& —continues de x€M on 5 le résultat par & —densité de K(G,A) dans M,
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2} On a
Cg = ( xyfuy; ) = ¢(x|é,u§') = ¢ (X {ug* ) = (xiwg®y .

En utilisant le relation 1) pour y* et la caontinuité pour T de
zEM+— ugz €M on abtient

* *
Wl = Gr({”r-ls)“'r

%e
La econtinuité de (xz,y)+——{xty) (voir Proposition I.2.) dosne alers

¢, = (x|uwugy*®) = ( L

»*
it Qp iy l P‘E-G u.r(frr‘ls )U-',, )

= Lo %S fpag)
avec sommabilité pour & (4,4,).

En remarquant que ¢ (xx*) = (xx*lue) et cb(x*x) = (x*x]ue) on

dédyit de la propesition le

Corollmnire : Pour tout €M on &, en posant (x[ua) = a_ pour tout
8 £0G,

* *
¥ X = ¥ @ a
4)( ) Fry-aat

CP (x“x) = 5%6 L (a,: a‘s)

avec sommabilité pour (A A*).

Remargue I.2, La somme 2) de la proposition I.h. converge cn fait
pour 1o topologie induite sur A par T ; cela découle de la continuité
pour T des applications zeMr—szy €M et zeMr—-)(zlut)EA, quel
que soit t€G., Il faut noter icl que la topologie induite sur A par
7, eat définie par les memi—normes y (ao*} %, tpEA:; elle cat plus
fine que ¢ (A,A,) et plus grossiére que s*(A,A ), mais non comparable
doa{a,4,).

Remargue T,3. Si t esat une trace normele semi-finie fidédle et
G-invariante sur A+, le corollaire ci-dessus montre que Tedp est
une trace normale semi-finie fidéle sur M*; T o ¢ est finie Bi et
seulement 8i T est finie. Le tbéoréme 1.3. est du mlme type que ecelui
que Suzuki [1] a démontré lorsque A est un facteur 11, et M est

muni de la norme d’espace prébilbertien définie par la trace

i.e. hxl, = ‘C-t‘b(xx*)é‘. Notons que dans ce cas Ia topologie T
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est plus fine gque la topologie définie par #-K, car " —>0
pour T" implique " pep(x,3%)% —»0 pour tout ¢e€A, "donc en

particulier " Tep(x x2)? = l5g, — 0 v

Remsrgue I.4, Prenons A = €, G opérsnt trivialement sur Ci.e,
53(1 ) =2 pour tout A€ € et tout s €G. Le produit eroisé

M = W*(C ,G,1) eat alors isomorphe & l'algibre de von Neumann dans
H o lz engendrée por la représentation répulidére gauche de Gy il
est noté U(G). La projection ¢ est une trace normale finie ot
fidéle et la topelagie ¢ est alors ls topologie d'espace préhil-
bertien définie par ecectte trasce, Le théoréme I.3, est alors un

réaultat de Murray et von Neumann.

Application : Conditions suffissntea pour que W*(A,G.5) soit un

facteur.

Comme application du théoréme I.3,, noua donnons iei quelques

généralisations de résultais connus,

1) Nous dirons que G opére quasi librement sur A si pour taut s €G,

B f ¢, on & 1l'implication smivante:
A€ A, ab = Gﬂ(h)a pour tout h€ A = a = 0,

$i A est un facteur ccla revient & dire que tout 6, e oo, est

un automerphisme extérieur et si A est abélienne on retrouve la
notion de "free action" de von Neumann (tout projecteur g 0 de 4
majore un projecteur £ 0 de A qui est orthogonal & sen image par
EE). Notone que si G opére presque librement sur A {i.e. opire
quasi libremeut sur Z{A), voir Zeller-deier [1], définition 1.13)
alors G opére quasi librement sur A, L'intér#t de la notion d'action
gquasi libre est gu'elle englebe le cas des automorphismes extérieurs

d’un facteur. Pour tout cels voir Kallman|[1]).

Proposition I.5. {voir Zeller-Meier [1], Corollaire 8,10,) Soit
M = W*{A G,6') avec G opérant quasi lihrement sur 4.
i) Le commutant de A dans M est égal & Z(A)
(= centre de A).

ii) z2{M} = 2{4)% (= ensemble des points de 2{4)

fizes par G!.
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iii) M_est un facteur ai et seulement 3i G opdre
ergodiguement dans Z{A) f.e. Z(A)G = C .,

Démonstration : i) Soit x €M un élément commutant & A. Pour tout
8€G et tout beA on a

lug)d = paufé) = G (x6 (6] ) = Plogn ($)xul ) = 5, (E)Iu0) ;
comme G opére gquasi librement on en déduit gque (x]us) = 0 pour tout
a ;4 e, done que x€A. L'incluaien inverse est évidente,
ii) Par i) on a Z(M) C Z{A). De plus si ac Z2(M) on 2 su_ = ua pour
tout 8 € G done aéZ(A)G. La réciproque esi claire.

iii) décaule de 1i).

2) Le résultat suivant se trouve dans Suzuki [ 1] dans le caa oh A

est un facteur,

Propoasition J.6. Si G_eai abélien el opdére ergodiquement et fidélement

dens A amlors M = W*(A G,6) eat un facteur,

Démonatration : Soit x€ Z(M); par continuité (pour i:_',) dea applicaticona

x—> u,x ¢t x—> xu, et par commutativité de G, om 2
Wex = 7.;. W, (xfuin, = ;__ ’EE("[“I)]“I;: )

XW, = L (xl“f)u'sh - Z; {xt“s) Wire

s
diol c't[(xlua)] = (xlua) pour a, t€G. Daone (x]ua)eAG; par hypathdae
il exiate alara ')\ac_ﬂ: tel que (xlua) = ?\ai. De 1'égalité ax = xa,
pour o €A, on tire

a(xfu) = (x|u8) s,(a) ,
donc laa - 13 s's(a). Ceci étant vrai pour tout acG et tout agAh,
on deit avoir 'A.a =08 & # 1., done pour tout 8 ¢4 e. Ainsi x =le']..

3) Le résultat classique selon leyuel U(G) est un facteur ai G est
un groupe ICC (les classca d'éléments conjuguéa, excepté celle de e,

sant infiniea) peut se généraliser (voir Zeller-Meier [1] Prop,8.12.),
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Rappelons que A est dite G—finie si pour tout a€ 4, a#0, il existe

une forme G-invariamte zfeA: telle que ty(u) 0.

Propesition I.7. Soit M = Wx(A.G,6), Si G est un groupe ICC et mi
A est G-finie alors Z(M)cC Z(A). Donc si A est un

facteur, M est un facteur.

Démongtration : Soit x ¢ Z{M); posons (x]us) = 8, pour tout s €G.
En égalant les coefficients de u dans xu, = u,x on obtient
= o1
E't(as) Bigpet ! d'ou
* - *
o (B80) = 8 40 Byapa
pour s,t €G. Pour toute forme L-invariante LPE_A: on 4 done
* *} = *
{ ) ¢ (3855) ?(atst‘* Etst"‘" )
pour s,t€G. L sommabilité pour ls topologie &(4,A,) de P(xx*) =Laa *
implique, pour tout ?EA:, la sommabilité de }:q’(aan;). Le groupe
G étant ICC, 1a relation (*) montre qu'on deoit avoir ?(asas*) =0
pour teut s y‘ e et toute forme G-invarisnte peA:. Comme A est

G-finie on & & = 0 pour tout s F e, donc x€A et x€2(A).

Corollaire : S5i A est un faeteur fini et G un groupe ICC

M = We(A G, 6) eat un facteur fini.

En effet, un facteur fini est G-fini quel gue soit G ¢t sa traee est

G-invariante,
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Cbapitre II.: UN THEOREME DE PROLONGEMENT ET SES APPLICATIONS
Introduetion.

Deux W*-algébres possédmnt des scus-mlgdbres invelutives s~denses
isomorphes ne sont pas nécessiirement isomorphes. Pearcy et Ring-
rose [1] ont obtenu, peur dea mlgitbres finies, un résultat per-
mettant de prolenger les isomorphismes qui conservent les appli-
cations ecancniques § sur les centres, Enomote et Tamaki [1] omt
généralisé ce résultat, meis ils gardent une conditien de finitude.
indépendamment de leur travail, mous avons abtenu un résultat plus
fort: on peut prolaonger les iscmorpbiames qui conservent des pro-
jections positives normales fidéles. Ce résultat peut sz'exprimer

& }'aide des structures "A-préhilbertiennes rencontrées au § 1.4,
et montre une nouvelle fois qu'une W¥-algébre munie d'ume tells
projection se comporte psrfois comme un espace bilbertien., Au pa-
ragraphe 2 pous tirons de ce théoréme quelques résultats coencer-
nant certaiues sous-algébres ct certzins automorphismes du produit
craisé. Puis an parmgraphe 3 nous étudions la asous-algébre des
points fixes par vz groupe d'automorphismes. Notre théoreéme nous
permet, scus certaines conditiens, d'identifier le commutant de
cette algébre avec un produit croisé, C'est une généralisation du
résultat utilisé par Nskamura ct Takeda dans leur théorie de Galois
pour les facteurs 1JI,; il nous permet d'obtenir 1'injectivité de
1'application "socus—groupe > sous-algébre”. Nous étudiorns la

aurjectivité de cette application sur deux cxemples.
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§ 11.1. Prolongement de certains isomorpbismes,

Soient M [resp. ﬁ) unc W¥-algébre, N [_reap. ﬁ] une sous-
We-algébre de ¥ [resp. ﬁ] contenant 1'élément unité de M [reap, ¥,
et c}:[resp.&)} whe projection positive normale et fidéle de M sur
N [reap. de M sur ﬁ] . Seient Mo [resp. ﬁo] une sous-algébre in-
volutive de M [resp. ﬁ], contenant N {_resp. ﬁ] et & -dense dans
M [resp. ﬁ] et A un isomorphisme {d'algébres involutives) de
Ho sur Hn qui virific les deux conditions suivantes:

1) A,(N) = N; on notera A la restriction de A, & N;

2) deh, = Ae(Ppln).

On peut illustrer cette situation par le diagramme suivant:

o
L]

Pl .>
N
Zie— I3
EiR

.
ZEe—3Ic

Tbéortme II.1. Dans ces conditions A _se prolonge de maniére
unigue en un isomorphisme A de M sur M, gui vérifie

L - 0ed

Démonstration ¢

a) Soit wEN:; an & e € M:. L'cnsemble I, = {_xeh! ]w-cp(x*x) - 0}

est un idéal & gsuche formé pour la norme et M/Iw eat un espace

prébilbertien pour le produit sealaire {x,}y, ), = w-d{y*x) [ xu
désigne la claase de x€ M dansg M/Im] . Sait ¥, 1'espace de Hilbert
complété de M/IU.

Montrons que HO/HUH I, est dense dans #,, . Pour cela il suffit de
voir que MO/MOf'\ 1, eat densc dans M/IU; soient x€M et € >0,

comme Mo est B(H,M*) =~dense dans M, il existe un XOGMO tel que

wap [ (x-x,2(x-%)] & & ; mais we o [ (X-?‘o)*(x-xo)] =
Xy = (Xohw B2

D'autre part & «w correspend un &Gﬂ: unijyue par le relation

d'ob 1'affirmation.

e e A [ A : N——H étant un isomorpbisme est & ~bicontinu ] .

On construit comme ci-dessus lea objets Q-J), ‘f‘.u, ﬁ/:fm et ’5%,;;
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-

Mootrons yque Ac(MoﬂI“) » ﬁoﬂ I . Pour tout x€M_ona

n

S AR AL] Sed o A (x"x)
we NP D («"x)

= wedp (xX"x)

d'old 1’affirmation.
Doac A, induit une application linéaire biunivague
Uy, MfMnI, —2 T, M,NnIz
définie par U, {x,) = (/\.“(:n:))m . L'égalité ci-dessum s'écrit encore
z 1
MW ety = Xyl

~
donc W, se prolonge en une isemétrie, notée encore W, entre ¥ et Eff,.-,.

b) Seit maintenant T : M— L(%,) la représentation asseciée &
wed [i.e. pour toun xeM, T (x) est le prolongé a &, de
1'opérateer y, — (xy), ]; oo construit de méme 'F‘E;: ﬁ—)L( #:).

Montrons que, pour tout x€ Mo,on a
o
H, ——
Um0 = Eg(R00)e UL, - ‘“‘”’J

[

Ty (A,0)

re— X,y

£

*, —
[

11 suffit de vérifier cette dgalité sur Moflloﬁ I, i or, pour tout
¥, € Mo/Mon l“ , an a
[urmaonly, = Uybpy, = (A Gy

el
(25 (A0 U, Ty, = B5 A0 (AN = (MM (4))

d'od 1'égalité cherchée,
Donc 1'isocmorphisme spatial

TelL(H,) — W T Uk ¢ L(#s)
enveie 'Tcw(!do) sur ‘ﬁ';; (ﬁo)' Comme T, et '?c:, sont des W¥-repré-
sentations, Ttu(Mo) et ﬁﬁ(ﬁo) gont ultrafaiblement denses dans
‘rt“(ﬂ) et ‘?‘c‘_.,(ﬁ) respectivement, et 1'isomorphisme ci-dessus

envoie -n:w(M) sur :r"r,a(i).

¢) Considérons enfin l'espace de Hilbers H= BFH, (wGN;) et
la Wrare¢présentation w= @, (UGN:) de M dans L{2L); =(M)

esl une We-nlgébre et comme < est fiddle, 7 est un isomorpbisme
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de M sur T(M). On construit de mfme H o= e (weN:) et
=@ty (weN:) et on & le meme résultat, Soit W 1'tisométrie
de 3 sur # définie par UW(&,) = (U, E,); il est clair que
1'isomorphisme spatial

Te L(3) — w-T-we L{#)
envoie T:(M) aur ?'c,(ﬁ) Alers en posant, pour tout xeM,

A = &% (Wnw?)

on & défini le prolangement chercbé. L'unieité étant évidentie, leo

théoréme et démontré.

Le c¢arellaire suivanit est une générulisantion d'un théorime de
C.Pearcy et J,R, Ringroae [l] rinsi que de son extension par
M, Enamate et K. Tamaki {1]

Corallaire : Soient M une W*-algdbre, N une scus—W¥-alpéhre de M

contenant 1'élément unité de M et & une projection

positive normale et fidéle de M sur N, Saieni A et B

deux sous-slgébres involutives de M dont les éléments

commutent avec ceux de N, Notons A et ?3 les W-algébres

engendrées par A et N, B ¢t N respectivement, $i un

isomorphisme ¥ de A sur B vérifie la condition
${¥(x)) = (x) pour tout x €A, il se prolonge en
ubh_isomorphisme f’ de 3 aur ﬁ tel gue
-~
1) ¥(a}) = ¥(a) pour tout se4,
2) 'ﬁ'(x) = x pour tout x EN,
3) S (F(x)) = PH{x) pour teut xeﬁ,
4) Y{X) =B [A,B ; e—fermetures de A,Bl.

Démenstratiaon : Netons Ao [resp. Bo] les sous-algébres invelutives

de M engendrées par A et N [resp. B et N ]. Comme les é1léments de
n

A et N commutent, Aa est l'ensemble des sommes finies x o+ :éiaixi

Bvec niEA et xiE N. De méme pour Bo' On aimerait proleonger ¥ A

Au en pasant

Yo (Xn+ _T“:ta..hxi_j = X, + ‘_"[l_“'i"(ﬂ-‘-_))(c
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Pour que cette relation définisse ¥, il suffit que

2o + }.__ ax. = o
(A
soit équivalent &

"
%+ L ¥ax = o,

Or en utilisant les propriétéa algébriques de cp, on voit

facilement que

Pl V(s Lax)} ] = & [oxt ¥ (xo+ £ ¥eains) ]
ce qui, compts tenu de la fidélité de b, établit 1'équivalance ci-
desaus; 1:l{", est done bien défiai. Il eut mloras fscile de voir que
Y eat un isomorphiame d'algibrea involutives de AD aur Bo’ que
¥, (a) - Y(a) pour toui a€ A, Y(I) = x pour tout x €N et
- !L’( } = ¢o{x} pour tous xEA . Le théoréme I1.1. affirme alers
qu’ on peut prolonger ¥ ea un 1somorphisme de A (=6' fermeture de A )
sur B (- ﬁ' ~fermeture de B ) qui vérifie 1) 2) 3) et q)

Remargue I1.1. Ajoutons aux bypotbéses du tbhéordme I1.1. les
conditiona N = N et A = idg et cansidérons sur M [ resp. ﬁ] 1a
structure "N-préhilbertienne” définie par ¢ [resp. c'ﬁ] {voir § L.4.).
A,est nlors un homomorpbisme de Nemodules et la condition J}-k.=¢ﬁ\1.

est éyuivalente &

(A AG)) = (xly)

pour x,yEM’o i.e. f\.o congderve le "produit sealaire”
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§ 11.2, Applicetion 1 : Compléments sur le produit creisé,

1) Soit M = W*{A,G6,6) le produit croisé d’ume W*—algibre A pax
un greuvpe G selon la représentation ¢ . Si E est un sous—groupe

de G on peut considérer 1'homomorphisme s, , restriction de ¢ a
H, et le produit croisé Wx(A,H,s, }.

Proposition JI.1. W*{A H,6,) est canoniquement isomorphe & la
sous=W*-algébre N de M = W*(A,G,5} formée des

xeM tuls que (xluﬂ) = ( pour tout =€ GNH,

Démonstration : On veit facilement gue N est une algébre invelutive

(pour le produit et l'involution voir le § 1.4.); elle est &—fermée
dans M car égale & l'intersection des ensembles & -fermés
{xEM] (x|us) = O} pour a € G~H. D'autre part la sous-algébre
involutive No des sommes finies LA aseA, eat &-dense
dans N car si xeN et J est une partie finie de G, on a

s%(xlus) u, = S%H(xhs)ue ¢ No'
Soit meintenant, pour tout s €H, vyl H—3>A la fonction caracté-
riatique de s. On sait, par construction du produit croisé, gue
l*algebre invelutive 1'0 des Bommes finies Eﬁnﬂvs est & ~dense
dans W*(A,H,s, ). L application A : re v ePr—riau €N est
un isomorphisme d'algébres invelutives tels yue A.G|A = idA' Lea
projections canoniques b :W*(A, G, ) —>A et Y- W*(A,H,JH —> A
vérifient -, = ¢ iPo. Par le théerdme II,1. A, ase prolonge

de maniére unigue en un isomorphisme A de W+ (A,ll,d’H) sur N,

2) Notons M, 1'algébre involutive des sommes finies ;};—Gasus’
BEEA; Mo est ¢ -dense dans M. Seit of un automerphisme de G,
Ltzpplication f\o: !'_aﬂuﬂr-——) Eaau“(s) eat un automorphisme de Mo
(pour le structure d'algihre invelutive); on = AJA = iclA et
<A, = ¢1Mo, done per le théoréme IT.1. A, se prolonge en un
sutomorphisme A, de M. Hallman [1] a2 étudié certaines propriétés
de ces automorphismes dans le cas ol A =« C et G est groupe ICC
{i.e. les classcs d'éléments conjugués des éléments £ e sont

infinies). Nous généralisonas ici un de ses résultata:

Proposition II.2, Supposons gue A spoit G-finie, Une condition

suffisante pour yue A opére quasi lihrement
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sur M est que, pour tout s€ G, l'ensemble
{ «{t)*st | t€6} soit infini,

Démonatration : Soit x€M tel que xy = A (y)x pour tout ycu.

Posons (xlus} = a, pour tout 8€G; en égalant les coefficiente de

i 0 - - i -
u, dans 1'égalité xu, A.‘(ut)x y(g)%r ©O obtient a_ =6
d'et

% eyt st ),

(*) CLIG.: = S [ Qo(tytst a—ot{tl"':t ]
pour a,t €G. La sommabilité pour la topologie &(4,4,) de 4)(“')"2“3‘5*
implique, pour tout ¢t € A:, la sommabilité de Z ?(aaa;). La coo-
dition "{at(t2)st | t €G] eat infimi pour tout s €G" et ls relation
(*) impliyuent alors que ¢ (aaa;) = 0 pour tout s €G et touie forme
G-invariente «;GA:. Comme A eat G-finie on a a_ « 0 pour tout

8 €G, done x = 0 et A opére quasi librement,
Nous verrons plus loin (§ II.3.) uo exemple qui montre que 1'bypo-
thése "A est G-finie" est essentielle., On peut éteodre sans restric-

tien un autre réaultat de Kallman :

Proposiiion I11.2°', Pour que Axno laisse gue les éléments de &

fizes, il faut et il suffit gue pour tout
8€G, s £ e, l'ensemble { ="0)[ne2} gqit

infiui.

Démonstration : Soit x€ M; posons L (x]ua) pour tout a € G.

Si A.“(x) = x on voit facilemeot gue, pour tout 5 €G et tout we Z ,
on a8 ma .y den¢ pour tout @€ A4,, ?[asa;] = pleaaaatli

la sommabilité de I ?(aaa:) moatre alore que la condition est
suffisasnote. luversément s'il existe s }‘ e tel que F = {u"(s)] uel}

soit fini, alors 1'élément x =£_FutEM vérifie x%A et A‘(x) - x,
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§ II.3. Application 2 : Sous—elgbbre des invariants par un groupe

d'sutomorphismen.

Soient M une W*—algébre, G un groupe discret et &: s€ Gr--—-)G‘SEAut M
un homomorphieme. En appliquant le théoeréme I.1. on voit qu'il sxiste
un espsce de Hilbert # , une W*-représentation (non dégénérée) fidile
T de M dane # et une représentation nnitaire Y de & dans # tels
que, pour tout s €G et tout x€ M, on ait

7 65(x)) - VSTC(X} vE.
Dans ce paragraphe, poeur aimplifier les notations, nous identifierons
M et w(M) de sorte yue nous sommes placés dans les conditions suivantes:
M est une algdbre de von Neumsnn dans P et V une représentation uni-
taire de G daus & telle gue pour tout s €G, VSMV; = M; nous posons

- * - T
_q‘a(x) Vex\’s pour toui 3 €G et ‘J’G ___{Vs| 8 GG_}_.

Soit N = M% 1a scue-algébre de von Neumenn de M formée deg éléments
xEM qui sont laimsés fixes pur G; ana N = Mﬂ‘\’é (Vé = ¢commutant
de V, dans L{(#)), donc N' est l'algdbre de von XNcumann engendrée

1
par M' et VG

dane M'; en effet, 8i x'€ M' ¢t s €G on a, pour tout x€M,

. Caneiatons d'auire psrt gue G opére par automorphismes

VX'V = Vox' s (x)vg =V, 53_1(x)x'v:

8—1
= xV x'V* |
[ a
done st'V; & M', Posans o—é(x') = st'V:; &' est un homomorphisme
de G dans Aut(M'). On veit denc que
n
1 Ll 1
W)y = ALx v lxien]
est unc algébre involutive dont la fermeture faihle est N', Nous

allaons chercher & identifier N' et le produit croiase W*(M‘,G, &),

Nous surons hesoin de la remarque suivante:

Lemme ¢ B8i 1l'action ¢ de G dans M est quusi libre, il en est de
méme de l'action &' de G dans M'.

Démonstration : Seient s ;4 e et x' g M' tel que x'y' = G‘S'(Y')x'
pour tout y'e€ M'; il faut voir gue x' = O, On & x'y' = Vsy'V;‘x',
done V:x'y’ = y'V:x', pour tout y'c M'; d'ed vgx'eu at

Vexty = Vst = 6, L (y)Ve
pour tout ye€M, Comme !'action o de G dans K est guasi lihre op a
V:x' =0, x'* =0,
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Nous iraiterons d'aberd le cas particulier ou G est un groupe

fini.

r P
1°% ¢ns : G est un groupe fini,

Loraque G est fini oun & W(M’ G, e ') = K(G,M') et tout élément
a'écrit de fagoa unique sous la forme sfe_c'x;us (somme finie), Oa
définit donc une application

Ao we(u,6, 00)— N

en posant A( I xéus) = ¥ X,V . Cozme lesrelatiomsqui lient
l'action &' de G dans M' et les représentations unitaires u et ¥
Eool les mémes [ i.e.

O‘l;(x') = nsx'u; = VBI'V;
pour tout x'eM' et tout s€ G ] on voit que f est un homomorphisme
d'algébres invelulives. Montrons que A esi ¢ -continu : soient =
la représentation identité de M' dens ¥ et T la représcentation
de W*(M*,G, 6') duns H = L2(G,‘}R} qui lui est aesociée; 1'image
P = T (w*(M*,G, 6')) est une algibre de von Neumann et % ua isomor-
phisme (théoréme I.1.}; il nous suffit done de démontrer que 1'homo-

morphisme A+T-1:P—>N' ¢st ultrafaiblement continu; étant douné
-~ A o~
E.q € #€ |, définissons E ,h e & par

~ 3 fo Smg
E(s) = { ) ) = VT pour tout 5665

siy = Lxlu € we(M',G, o'}, ou a, pour tout tE€G,
(#EIN) = Lol ) E(sme) = ol _L(x)E
et
(REIR) = L (ol alx¥] viy) »
- )‘?(x;‘vt‘g 1)
= (AW E |9 ),

d'olt on déduit la continuité ultrafuible de A . On voii ainsi gue
A est surjectif ( A(P) eat une algébre de von Neumanu yui cootient

N’ et que son noyau est un idéal bilatére o~fermé. On & démontiré:
o q

Proposition II.3., A est un homomorphisme s —continu de W*(M',G. d')

dgur N': il existe un projecteur p du centre de

WH{M* G, o') tel que A induise un isomorphisme
de pW#(M' G, ') sur N'.
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Corolimire : Soient M un facteur et G un groupe fini opérant
par automworphismes extérieurs dana M, Alors N = MG
est un facteur, MNN' = C1 et toute sous—We—gligébre

L telle que NCLCM est un facteur. S5i N et H

1

2
sont deux sous-groupes de G tels gque WHs = MHL

alors O, = Hg.

1
Démonstration : En effet, aans ces conditions W*(M',G, 6') est

un facteur et A un isomorphisme de W*(M',G, ') sur N'; les deux
premiéres sffirmations découlent alors de la praoposition I,5. Enfin
L est un facieur car LAL* € MNN' = €1 et si H est un sous~
groupe de G, (MH)' est 1'imapge par A de la sous-algbbre
{”ew*(M',G, ") , (y]us) = 0 pour tout s §H } isomorphe &

we(M' H, o‘l'l).

Remargue I11.2. Lorsque M est un facteur 1I, , ¢e corellaire se
trouve dans un ariicle de M, Nakamurs et Z. Takeda [ 1], dont nous
avens ici quelgque peu généralisé 1s méthode. En utilisant des pro-
priétés attachéea plus étroitement aux facteurs 111_(1a irace finie
ou la simplicité slgébrigque} les auteurs monirent que towte sous—
slgébre de M contenant N est de la forme Ml ol H est un sous—groupe
de G, établissant aingi une correspondance galvisienne enire les
sous-groupes de G et les sous-algébres de M contenant N, Nous
n'avons pas pu établir, pour un facteur quelconque, la surjectivité

de 1'application H+—r HH.

Remarqgue I1.3. Les hypothdscs faites par Nakamura et Takeda (1}
leur interdisaient de conaidérer des groevpes G infinis, Nous pouvans
affaikiir ces bypothéses et établir un isoworphisme A euntre N' et
W*(M',G,u”) gans restriction sur G; nouws en dédvironas plus loin un

exemple d4e correspondance galoisienne lorsque G est infini.

éme
2 cas G__groupe guelcongue,

Nous ne supposerons plus gue G est fini msis nous ferons lea deux
hypothéses suivanies;

(h¢): G opére quasi lihremeni (par & ) dans M;

(b2): il existe une projection positive mormale fidéle ¥ de N’

sur M'.
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Congidérons sur W*(M',G, 5') et sur N' les structures "M’'-pré-
hilhertiennes™ définies psr <& et Y~ respectivement ( ¢pdésigne
1a projection positive normale fidéle de W*(M',G, 6') sur M';
voir § I.4.); ncus noterons E:¢ et Ty les tepologies essociées,
Notons que {Va} est un systdme orthoaormé dans N'; en effet, pour
tout x' € M' et tout 8€6, 8 £ o, on s

P = v (Vxt) = (o, (0)V,) = 6, (x') ¥(V,)
d'ed
HF(VS) = 0 & cause de 1'hypothise (h,)}; on a done (Vs]Vt) =
Y(vavg - Y(vst_i) =0 ais gt et (vE]vs) = (1) =1,
Considérons les sous-algébres involutives & -denses K(G,M') et
(N')0 de W*(K',G, 6') et N' respectivement; on définit un homo-
morphisme d'algéhres involutives A, de K{G,M') sur (N')o ea

posant

A, { E.G x;us) = S%G x;Va (somme finie)
on voit imrédistement que A |M' = idy, ot yoh, = @ [K(G,m) dron,

pour y ¥, € K(G, M}, 1'égslité
( Ay [ Ayg)) = (vl yy)
ﬂw est donc injectif et se prolunge de fegen unigue cn un iso-

morphisme A de W*(M',G, §') sur N', qui vérifie ¥+p = b

On 8 démontré:

Proposition IT.h. Avec lea hypothéses (h,) et (h2) ci-dessus il
existe un isomerphisme
A : we{M G, §7) —> N

tel que
A x'u ) = X'V
( &% 8 s) é% 8 8

!les sommes convergent pour les itopolegies CQ

et tl.l' res pectivementl.

On en déduit, comme pour la prapesition Il.3,, le corocllsire suivant:

Corolloire : Dsus les conditions ci-dessus on a2 MNN'= Z(li)_,
2(8) e 200"
ai G opére ergodiguement dens Z(M). 8i H et B,
Bont deux sous-groupes de § tels que M":w W™ alorg

n, -1,

doac N est un facteur si et seulement
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Exemple 1I1.1.

Soient G un groupe discret dénombrsble et M la W*-aglgébre abélienne
1:. On définit un homemerphisme & de G dansg Aut(M)en pesant

G‘S(n)(t) = a(att), pour s€M et 5,t€G. En particulier, si e, e M

t

est la fonction caractéristique de ¢, on & S's(et) - les

H
et(t € G) étant les projecteurs minimaux de M on en déd:tt que l'action
6 de G dens M est gquasi libre.

Posons & = 1:'.; et identificons M svee la sous-zlgdbre de L{#) formée
des opérateurs de multiplication par les éléments de M; M est alors
une scus—algébre nbélienne maximale de L{#) et il existe une pro-
jeetion pasitive normale fiddle Y de L(#) sur M, définie, pour

tout xéL(i‘r‘é'), par Y (x} = ’};LG e Xe, (convergence forte), i,e, 5i

{E;} est la basme orthonermée canonique de #, esst = 5st8t.’ alors
(xe l &) si s =%
(Feaee,) =
giaon,

Soit s Us la représentstion régulidre gauche de G dans FH ; on
voit facilement que

G’B(a) = U _sUx
pour tout BE€ G et tout mE M, Notons que M = M', & =6’ gt N = HG - g1,
On tire alors de le propesitica 11.4. gque L{?# ) est canoniguement
isomorphe & We(M,G, & ); en particulier, tout x€ L(#) s'éerit de

fagon unique sous_la forme:

x =7 al
s€G B 8

avec_convergence pour 1a topologie Ty ; les coefficients 8 de x

sont définis par a_ " Y{xU:), i.e.
aa(t') = (x'sa-it\gt)
pour 8,t € G, Grice Bu théoréme de Hellinger-Toeplitz on peut d'zilleurs

caractériser les familles {us} qui correspondent msux éléments de

s} d'éléments de M définit un é1ément
------------ 8} 4€G

aont satisfaites :

(1) %_Lﬂt{ig)il < oo peur_tout s € G;

(2) ?;: ’ %-Etifl_‘t’_(t-lﬂ)!l(” pour tout §€_?§_,
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Daas le cas particulier ot 5, -186 € , pour tout s &G, on retrouve
1a caractérisation bien conuue des éléments xe U(G):
(1) LNt ¢ =
(2) §|Z.., A E(etsy 1t < pour tout t € X ;
i.e. 1a fonetion A : tu), appartient & ¥ et, ponr tout %€ H
le produit de convolution AsE spparticent & ® , 0o & le disgramme:
L#)
fo2
wis) ts
Ny

¢

N

Notons que \_L"(r_asUs) - a.e, donc que T = Y !U(G) cat 1a trace
canonique anr U{G}.

Ce dicgramme rend "nsturelle” la caractérisation suivante des
groupes auwenables (voir Sakai [1], Prop., 4.%.21 et Tomiyama [1],
Prop. 7.4.) et permet de préciser la relation liant P A p:

Lep affirmations suivantes_sont_équivalentes :

B) G_est amenable i.e. il cxziste un état G-invarisat ¢ sur 1:;

b) il existe uoe projection P de norme un de L{#) aur UG{G),

P(ZaU)= L gy
et TePawat |

Pour veir gue b) implique a) il suffit de poser ?(a) = t(P(a})
o
lation P( ﬁ'a(a)) = P(USGU;‘) = Uap(a)l}:. loversémeat supposona G

amenable et aoit sr—-—y\’a I représentatiooa régulidre droite de G dans

pour tout s€1l on utilise ensuite la positivité de P et la re-

& . Pour tout x = T a U € L{# ), 1a forme sesqniliuéaire pur

B(3.1)=¢{ ss(vavizin)}
est continne; il existe done y ¢ L(F} tel gne B(E A ) » (yEIn)

pour tueut couple E.\r}_ de vecteuras de #. La décomposition y = L bsus

est dconée par
b (t) = (ve, g le) = ¢{rm(Vavee o te, )}
=g{ro(re ol e, )}
car Vrtt =& . § cOmDE (xsn"t] £t) - n!(t) on a

ba(t) = {rr—yaa(tr)} - (aa)
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puisque ¢ est G-invarisnt, On veit simsi que h_ = g(ns) e €
donc que y€ U(G). Pomoma y ~ P(x)}; il est clair gue P est une
projection de L{# ) sur U(G) et que WP{x)I € nxn car, pour
tout E€#, ona

Hpeas i = @ {s (Ve vy 1P )] ¢ BxunXnUP@El,

d'olt NPEITH € Nxewo¥ M.

Notons que le preduit croinsé L(#H) = W*(M,G, ¢ ) montre que la pro-
pesition I1,2. peut &tre fausse lorague 1'hypothése de G-finitude

n'est pas satisfaite,

Aemarquons enfin que nous avons 1A un exemple d'une algéhre M, d'un™ "
groupe G et d'un homomorphisme & :Gr—rAut (M) qui vérifient les
conditiona de la propositien II.4, mais pour lequel on n'a pas de
correspondance galeisienne: l'application GH—— M ' est injective

mais non surjective. Prencns G = Z et Gn aniZ; MG"* est alore
l'ensemhle des fonctions 8 €M qui sont congtantes sur les clasmes

8 +nZ (8€Z); or M contient d'autres scug-W#-algébrea gue les

MG" (neZ), par exemple
L = {aeul alo) = a ('1)}

Nous allems voir maintenant un exemple cu la correspondamce ga-

leisienne a lieu,

Exemple 11.2,

Soit G = H x, K un groupe dénombrable, produit semi-direct des
groupes O et X, « étant un homomorphisme de K dans Aut {H) [donc
G est 1'ensemble des couples {(h,k} € H x K avec 1a loi

(5, k)(n* %) = (b (h'), Kk').

Nous identifierons H au sous-groupe {(h,e) | h.€H} de G et K
au Soud-groupe {(e,k) \ ke K} ; H est un sous-groupe distingué de
G et G/H = l{]. Nous supposerons que & vérifie la condition

suivante, pour tout ho E H et tout e )‘ k £ K, 1'ensemhle
-1
[« ()b |nen}
est infini.
Ces conditions sont vérifides en prenant H = |, K = Qx et
v(k(h) = kh,
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Soient A = 1:

et B = I'E qu'on identifiera 3 la sous-algébre des
fonctions s €A qui ne dépendent pas de la 1ére variahle i.e. qui
sant conatantes aur les classes module H. Soient U et V les re-
présentations réguliéres gauche et droite de G dans # = 1G’
U(G) et V(G) lea algdbres de von Neumann gqu'elles engendrent dsns .
A et B seront également considéréea comme des algdhres de von

Neumann dans # {ef. exemple 1).

Soit M 1’algéhre de von Neumann dana 2 engendrée par U(G) et B.
Tout élément x€ M 8’éerit

x= LB U

€6 B 8

avec hs€B et sommabilité pour T (cf. exemple 1). Pour tout

KEK on & Veuy ¥ Vey* = M car Vuy B * = B et G, U(G) Y% = U(G).
[ on a (bh*,k*)(e,k) = (h',k'k)] . Posona pour xe M

Ty (x) = Ve ¥ Viu 5
¥ est un homomorphismme de K dans Aut(M)., Cetie action est—elle
guasi Yibre? Do sait qu'il est équivalent de saveir si l'aection
de K dans Aut{M') est quasi lihre. Déterminons M': pour A€ A on a

1téquivalence

aeEBh & V{h) (ln* = & pour tout he H,
car (h',k*)(h,e) = (h'cxk(b),k'). Done si x€L{#), x = LGaSUB,
€
on a
TEH & uaEB pour tout s€G
= ‘{{p L Y{.f-)* = as pour tout s €G et tout e H

(‘\‘J X V¥ = x pour tout hel
' er(H)'.

Donc M' = V(H). D’avtre part <’ eat donné par

*
T (Z 3gg Yeta) = Z ey Ve Vet Vieny

= L Aty V(-(h(l),e.) ,

»

i.e. T eat l'automorphiame obtenu par prolongement de A

k
v{H) (cf, § ¥1.2.). L'hypothéne faite sur oy ainsi que la propo-
sition 11.2, momtrent alers gue 'r (k 7‘ e) opére quari librement

(M* = V(H) est K-finie car la trace canonique est K-invariante).
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L'algébre N dos points fixes de M par 7 s'ebtient facilement:

Al X =

I haUa cM vérifie

T, (x) = T Y, b Veurt Uy = %

peur tout k€ X, on a, pour tout s€G,

i.e. b
3

‘Ee,h) hs v(c.k)* = hg

ne dépend pas de la gtme variable; mais alars he a A se C

et x€U(G). On a done N = U(G).

Comme N' = V(G) est une algébre finie avec une trace nermale finie

et fiddle, il existe une projection pesitive normale et fiddle
de ¥' = V(G) sur M' = V(H} (Sakai [1], Prep. 4.4.23).
La prepositien II.4, s'appligue done et donne:

1)

2)

un isomorphisme canonique N' = V(G) T we(M' K,z')
= w*(V(H),K, '), ce qui n'est pas nouveau: on a toujours un
igomorphisme
virx,a) = Wr(v(r)LL &)
quel gue soit le produit semi-direct % 8 ; mais en géné-

ral, A n'opire pas quasl librement dans V(') par X.

un exemple de corresnandance galoisienne: supposcns que O
est un greupe ICC; en en déduit que

a) M' = V(H) eat un facteur II,,

b) M est un facteur II_,

c) N* = Wx{M' K,7'} est un facteur {car M' est un facteur

et K optre quasi librement; Prop. I.5.},

d) G est 1CC et N' est de type 11, ,

e) N est un facteur 11, .

Comme M' est un facteur II, et K opére quasi librement dane
M' on sait (M., Nakamura, Z. Takeda {2], Thm. 2) gque toute
sous—algdbre L' vérifiant M'C L'CN' est un frcteur de la

foarme
L' = {zeN'| @IV)=0s kK, } = WO X,,T)

ot K, eat un scus—groupe de K.

Mais alors
L= ute

i.e. toute scue-algébre L vérifiant NCLCM eat un facteur

de la farme MK1, K, socus—greupe de K, Par le carellaire de
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la proposition II.4k. le soua—groupe K, est unique; on &

donc une correspondance galoisienne sntre les sous-groupes

de K et les sous-algébres de M gui contiennent N = K,

On prendra par exemple pour H le saus-groupe de G{(Z)
formé des permutations qui laiseent fixea tous les éléments
sanxf un nombre fini d'entre eux, el pour K le sous—groupe
cycliqgue de G (Z) engendré par 1'é1ément & défini par
s{n) e m» + 1, L'homomorphisme « ; K — Aut{B) sera donné

L} E4.
par o, () = T E
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Chapitre III : UNE CORRESPONDANCE GALOISIENNE PQUR LES
SO s R s OO OEEE eSS T R EET R
W*-ALGEBRES

Introduction.

Une théorie de Galois pour les groupes finis d'auvtomorphiemes
extérieurs des facteura II, a été faite par M. Nakamura et

Z, Takeda [1], D'autre part, en algibre pure, S.U, Cbase,

D.K. Harrison et A. Roasenberg [ 1] ont obtenu uvae théorie de
Galois pour les anneaux commutatifs, En essayant d'appliguer les
méthodes algébriques a l'étude d'ua groupe fini G d'automor-
pbismes d'une W*~algdbre M, nous avoas vu que la netion impor-
tante était celle d'action presque libre du groupe d'automor-
phismea. Sous cette secule hypothése om peut en effet démontrer
le "théoréme fondamental de la thégrie de Galeis", qui établit
uae gorrespondance biuniveque entre les sous-groupas de G et
certaines sous-algébres, dites G=libres, de M. On peut consi-
dérer aotre résultat comme couwplémentaire de celui de M. Naka-
mwura et Z. Takeda: leurs automerphismes sont extérieurs sur des
tacteurs alers que 1l'action des nBtres sur le ecentre de M est

trés importante. Il reste & dédcouvrir une wéthode générale, ea-

globant les deux situations.
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§ IIT.1. Exenples et définitions.

Neus commencerons par donncr deur exemplesa simples d'une

W¥-algébre munie d'un groupe d'auwtomorphismes:

Exemple I11.1.

. 3 . 4 a‘ [ |
Seiant 4 lo W*-algibre commutative €= f{aay et G = {456 ¢}
le groupe cyclique d'ordre 4. L'action de G dans A est définie,

pour a = (a,, a,, a;, a,) € A par
E(Eq- a,, &,, 5q) = (aul A,y &,, as)

Les soua—groupes de G sont {1} , G, = {1,5*] et G; les scua-
algibres des points fizes correspoadantes soat At . A,

G
a8 o {aca | a=a,a, = a,‘} et A" = €1

Exemple I11.2.

Prenons pour A 18 méme W*-algébre quc ei-dessus et pour H le groupe
de Klein. L'uction de K = {4.7,.T, 7,} dans A est définie, pour

a={(a,a, 6 a,a)ca, par

1
t(a) ={a,, a,, a,, a,)
e} = {(a, 2,8, a)
T(a) = (s,, 8,, a,, 8,)

Les sous-groupes de H sont {1} , H, = {4,¢.} , H, =« (1,7, },

H, = {11} et H ot les scus-algdbres corrcspondantes Altl= 4,

AH1 B

= lng = ad A s lalay = ag ot A% w (alaen,n,mn)n aF,

Dane ce deuxiéme exemple il est impossible d'obtenir ume correapon-
dapce paloigienne bijective entre les soms-groupes de H et certaines
sous-algébres de A. Le premier exemple ¢st & cet égard plus encou=~
rageant: on peut eapérer caractériser les sous—algébrea de A de la
forme AGi qul correspondent biunivogquement aux sous-groupes de G,
Nous allons voir gue ce probléme admet unme scluticc assez satiafai-

sapte pour les groupes finis d'automorpbismes d'une W*-algébre.

Dans toute la suite M déaignera unne Wr-algdbre, Z le centre de M

et G un groupe fini d'automorpbiames de M. Rappelona que G opére

presque libremeni dans M si, pour tout ¢ £G, ¢4 o, et tout pro-
jectenr pe Z , p £ 0, il eziste un projectenr q € Z tel que
0<q<€p et s{g)g =0, {cf. § 1.4. Application,1)).
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Bemarque IIX.1. D'apréds R, Kallman [1], dire que ¢ opire preaque
librement dans M équiveut & dire qu'il n'existe pas de décomposition
Z=032®Z, avec c(Zi) =12, et 62, = idg .
Remarque I11.2, Soit A comme dana les exemples ci-dessus; notons

€, €y, €,, €, Ses projecteurs minimaux i.e. e, = {1, 0, 0, 0) ete.
Pour tout «=1,2,3 et tout i = 1,2,3,4 on a o'"(ei)ei = 0 done
G opére presque librement dans A; mais H n'6pére pas presque libre-

ment dans A, car 'l;‘(ea)es = e,.

Définition: Une sous~-W#-plgébre L de M sera dite G-libre si pour

tout 6 € G ou bien c‘lL =1, ou hien, pour tout

3
projecteur p € ZNL, p ;! 0, il existe um projecteur

qE ZNL tel que 0<q £ p et s(qlqg = 0.

Bemarque III.5. Si G opére presque librement dans M aloras M est
G-libre; m@me dans ce cas une sous-algeébre L de M n'est pas nécesg-
seirement G-libre; dans l'eremple III.1. la sous-algébre

1
est un projecteur minimal de B et p E“(p) = e, )‘ 0.

B = {acAI a, =a,, a,; = a,'} n'est pas G-libre, car p = ¢, + €,

Propogition I1I,1, Soit L ume sous—W¥-algébre G-libre de M. Il

de projecteurs de

exiate une famille {qi‘“'u:

ZNnL, orthogonaux deux & deux et de somme 1,
tolle yue, si &€ G et &lL # 1, on ait

6(q;)u; = 0 pour tout i€,

Démonstration : Soient ¢, ,5 -5, les éléments de G qui aont
différents de 1l'identité sur L. L étant G-libre, il existe

- un projecteur £, € ZNL tel que 0 £, 4T et 6'4(:{1) f, =0,
- un projecteunr f’.e Znl tel que 0 < £, € £, et o’l(f.,_) £, = 0,

- un projectenr f_€ ZAL tel que 0 < £, f et a‘,(ft) £, = 0.

Comme fa £ fi pour tout i =1,2,,..,5, on s

s, (1)1, = o’i(fifs)fifs = o‘i(fi)fi ﬁ'i(fa)fa = 0.

Posons q, = I g, eat un projecteur non nul de ZML et
1 1

a’
tS‘i(q,‘)q,1 = 0 pour tout i =1,2,...,8. Si ¢, y‘ 1, on recommence
la construction en partant de 1 - q,, ce qui fournit un projecteur

non nul 9, € InL +tel que O<ql.{.1—q,‘ et s'i(q,_) q, = ¢
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peur tout i = 1,2,...8. Si q, £1- g,y OO reccmmence avec

1-4q, -gq,, ete,

Corellaire: 8i G opére preaque librement dans M, il existe une

famille {pi} iex de projecteura de Z, orthogonaux

deux & deux et de somme 1, telle gque, pour toui i€ [

P, gl g =1
e{p,)p; {
0 8i FF1L

ocn_ait

Remargue 1I1.4. Soit N = u® la sous-algdbre des peinte fixea de
M par G. Les Py forment un eystéme de générateura "en topologie
ultraforte" du N-module & ganeche M. En effet, coneidérons xe M

et posons, pour tout i€l,

x = I, o)

ona x eNetxp = L s(x} cr(pi)pi = ap,, do%

x = L x.p,
iex 1 pl
(cnnvergence ultraforte). Notons que cette écriture n'est pas

unique: ai x = {_yipi on a seulement ¥;P; = %;B; peur tout i€ I,
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§ I11.2. Correspondance galoisienne.

Soieat M une W*-algthre, G unm groupe fini d'automorphiamesde M et

N =0 1a soug-W¥-algébre des points fixea de M par G,

Théoréme III.1. Supposons que G opére presque librement dana M,

Il vy 8 correspondance biunivogue entre les soua=

groupes H de G et le3 sous-W*-algébres G-libres

L de M gqui contiennent N. Cette correspondance
est donnée par
B> Mt = {xeu | 6(x) =z, Veeu}

LG = {ceG | s(z}) =x, vxelL}.
Démonatration:

a) Soit L une seus-W¥-plgdbre G-libre de M, contenant N. Posona
Heg = {re6) ofx) mx, ¥ xeb} ; H est un sous~-groupe de G,
Montrona gue MH a L. I1 eat clair yue LC MH. Comme L est G-libre
il existe (Proposition 1I1.1,) une famille {‘ij}je:r de pro-

jeeteurs de ZNL, orthoganaux deux a deux et de somme 1, telle que,

q; ¥ el
¢(9;)4; = { o 1 c€h
. . MH Ll . P
pour tout J£€ J. Seit x€ ; on a x = Tl&ﬂt(x) , ou |H[ déaigne

le nombre d'élémenta de H, Donc, pour tout j€ J, on a

xqp = Ao LT = i"mg%u'c(ﬁt(q;)q;

,
= w1 o ™ = i e 9509,

L2

. , N G
Mais [‘;-“,E-G e(x9;) B.ppa.rt]enfi a N =M, donc xqi’E L. Comme
x = L xq. ona x€L, Dong MICL.
T3

b) Soit 1l un sous-groupe de G. Posens L = M ot B - G, = {GeGIE(X)‘*,V“GL}-
Montrons que H = H' et jjue L eat G-libre., Tout d'abord il est clair

L
gue Hcll' et que MH - . L. Considérons les deux applications

suivantes:

, - J o A
b M !MH L définie par ¢b(x) THT t'%“t(x)
et

@' Mo M = L définic par (x) = o I £00 -

¢ [resp. qb’} est une projection H-invariante [resp. H'-—inv&riante]
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de M sur L, Comme HCH', (b’ est H-invariante et on a, pour tout

x €M,

PP} = P (fq FyT) = PO
D'autre part @' (P(x)) = b (x) car p(x) € L, done on a H=P’.

Soit p un des projecteurs de le famille {pi} définie dens le co-

rollaire de la propesition I1I.1; on a

dlple = Pp)es

wais d'autre part:

4 = i
IO L N L
a4 = A
PP = e WP = T P
d'ol || = [H'let done H = H'.
Montrens maintenant que L est G-likre. Seit {_pi} et la famille

de projecteurs de Z définie dans le¢ corellaire de

Pesons, pour tout i€ I,

? = -
Pi T.‘E[‘l t(pi)’
pi' appartient & Zn M = ZAL et comme

A EACHIEIER ARALACNINE

lu propesitien IEFI.1.

0

si &, 666G, & ¢e , on veit que piJ est vn prejecteur. Pour tout

"

& & G, ona

&(p ) B,

CT?H cr(p.;) f%‘ elp:)

I

. T (p;iplpe) 3

T,PEH

mais or(p.)elp,}) = 0 sauf si oT = . On veit donc gque
i/ TPy £

p.l’ i ¢€H
H

5 (o})p) =
si e&¢H,

Seient &6 € G tel que o‘lL fr 1l et e €ZNL un projecteuxr nen nul.

Il faut treouver un projecteur £€ ZAL tel que 0<f § e et
g(f)f = 0. Coume e ¥ 0, il existe i€ I tel que ep, ;g 0; on a

a aussi cp; £ 0 car Py £

teur de ZNL, 0<{f e et

6(2)f = 5‘(epi’) epi’ = g{e)e E(pi’ )pi’ =0

4 p].). . Pogons £ = ep; i ¥ est un projeo-

car &|L £ 1 cst équivalent & &¢ H, Ainsi L cat G-libre et le

théoréme est démontré.
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lLe cas des sous-groupes distingués est réglé par la proposition

guivante:

Proposition III.2. Plagons-noua dans les hypothéses du théo-

reme III,1., Pour gu'un sous=-groupe H de G

soit distingué il faut et il suffit que

L = MH golit plobelement fixe par G, Alors

G/l peut &tre copsidéré comme un proupe

d'automorphismes de L. G/H opére presque
6/ _

libhrement sur L et L

Démonstretion : L'éyuivalence
H distinyué & &{L)cL, pour tout & €G,

eat clasuique; on en déduit alors que & —— ¢|lL  est un homo-—

wmorphisme de G dans Aut(L), de noyau Il; son imege est un groupe

d'evtomorphismes de L, isumorphe & G/H. Comme ci-dessus pour

"L est G-libre", on voit }ue ce groupe opere preague librement ser L.
G

Eofin il est clair que LY/E = N.

Remargue IIT.5. Les résultats de ee echapitre restent valables ai

gn prend pour M unc AWr-ajgébre.
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