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AUTOMORi1HISMES DE W*-ALGEBRES 

Soient M une W*—algèbre et G un groupe d'autonorphismes de M. 

Peut-on décrire la sous-algèbre H des points fixes de U par G? 

Existe—t-il entre les sous-groupes de G et les sous-algèbrea de 

M contenant M une correspondance galoisiennc? M. Nakamura et 

Z. Takeda [ 1 ] ont obtenu une réponse affirmative lorsque M est 

un facteur U-1 et G un groupe fini d'autonorphismes extérieurs. 

En cherchant à étendre leurs résultats, nous avons rencontré 

les problèmes suivants: généraliser les propriétés du produit 

croisé utilisées par ces auteurs, obtenir un théorème permettant 

de prolonger aux W*-algèbres un isomorphisme défini sur des 

sous-algèbres iuvolutives c-denses, trouver de nouvelles mé­

thodes pour aborder ces questions. Nous présentons ici le 

résultat de ces recherches. Une introduction se trouve au dé­

but de chaque chapitre. Four l'essentiel nous avons suivi les 

définitions et les notations de Sakai [1]. 

Ce travail a été réalisé sous la direction de M. B. Bader, dont 

les encouragements et l'side constante m'ont été précieux. Qu'il 

trouve ici le témoignage de ma reconnaissance. Je tiens également 

à adresser mes remerciements à MM. A. Derighetti et A. Robert, 

membres du jury. 
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Chapitre I : UNE CONSTRUCTION INTRINSEQUE ÖU W*-PftüDUIT CROISE 

Introduction. 

Le produit croisé d'une algèbre de von Neumann par un groupe d'auto— 

morphismes apparaît déjà dans les travaux de Murray et von Neumann; 

c'est par cette construction que sont obtenus les premiers exemples 

(et tous les exemples jusqu'à aujourd'hui) de facteurs H 1 . Lorsqu'on 

se place dans l'esprit et le langage des Yi*-algèbres de Sakai, on 

peut définir le produit croisé de la manière suivante: on représente 

fidèlement la \V*-algèbre comme algèbre de von Neumann dans un espace 

de Hilbert, on construit le produit croisé de la manière habituelle, 

puis on démontre que le résultat est indépendant de la représentation 

choisie (voir Zeller-Meier [I]1 Guichardet [l]). Dans ce chapitre 

nous proposons une construction intrinsèque (i.e. sans passer par 

une algèbre de von Neumann) du produit croisé d'une W*-algèbre A 

par un groupe d1automorphismes G. Partant de la norme réduite sur 

L (G,A) pour laquelle nous obtenons une nouvelle caractérisation, 

nous définissons, dans le dual B* du produit croisé réduit B, un 

sous-espace fermé E dont le dual sera le W*-produit croisé M de A 

par G. Nous étudions ensuite les représentations de M ce qui nous 

permet de retrouver la définition classique lorsque A est une algèbre 

de von Neumann. En introduisant une structure "A-préhilbertienne" 

sur U, nous obtenons pour les éléments de M une représentation du 

type "série de Fourier". 
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§ 1 .1 . Produit c ro isé rédui t 

Soient A une C#-algèbre avec un i té , G un groupe d i sc re t et 

S e G i > <rsé A u - t ( A Ï 

un hoœomorpbisme. L'espace vectoriel K(G,A) des fonctions f de G 

dans A à support fini devient une algèbre involutive pour le produit 

fg et !'involution f* définis par 

Il en va de même pour l'espace de Banacb L (G,A) des fonctions 

sommables f de G dans A avec la norme 

H H 1 •= Z H(SiIl , 

dans lequel K(G,A) est dense. Si on identifie l'élément a€A à la 

fonction de G dans A qui vaut a au point s ='e et zéro ailleurs, on 

peut considérer A comme une sous-algèbre involutive de K(G,A); on 

a ia>, • BaB. Nous noterons u l'élément de K(G,A) défini par 

u(t) - 0 si t / e, n (a) • 1. Pour s €G et a£A on a u au* = eç(a), 

A tout f£A* (dual de A) nous associerons l'élément ff CL^(G1A)* 

défini par <p(t) - y>(f(e)) pour tout f CL1-(G,A); cp est positive 

si y l'est, 

Etant donné une représentation x de A dans un espace de Hilberth , 

on définit: 

i ) ÌtC<* L (G1A) ; espace de Hilbert des fonctions \ de G dans 

O^ de carré sommable; 

i i ) V: représenta t ion régul ière gauche de G dans P£ , donnée, pour 

s, t e G et U ^ , par 

IV1CJW = f ( s - 1 t ) ; 
i i i ) TC !représentat ion de A dans "TfC déf in ie , pour a£A, \ç."it 

et s e G, par 

[£(M X] Cs) - -«[«-(„CM]- ? (s) . 
On obt ient a lors la r e l a t i on 

X [ C 1 W ] - V1 £*(«.) V* 

pour tout a e A, a e G. On prolonge TC en une représentat ion de L1-(G1A) 

dans yC en posant 

ft(f) = I % Cf^)V1 
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pour tout i €L d (G ,A) ; a inai pour £ C # et t € G , on a 

Pour 5 £ * ^ et s EG nous noterons £ s l 'élément de "It défini par 

%. ( t ) • 0 Bi t / B1 ^ (s) - ^ . I l n ' e s t pas d i f f i c i l e de voir 

que ai Ç £ ^ e s t t o t a l i s a t e u r pour it alora Çe est t o t a l i s a t e u r 

pour TC et que s i x et £ déf inissent la forme posi t ive y aur A 

a lo rs X et £ t déf inissent <f> . 

La norme rédui te est définie aur L (G ,A) par 

«-f 0 « Sup HTC-Cf)H 

où la borne supérieure est prise sur toutes les représentations 

de A, On appelle produit croisé réduit de A par G la C*-algèbre 

complétée de L (G,A) pour Hf1; nous la noterons B. Comme 

l\fll ̂  AfIl11 K(G1A) est dense dans B; d'autre part la norme 

réduite coïncide sur A avec la norme initiale et A eat une sous-C*-

algèbre de B. Les représentations TC et les formes linéaires <f> sont 

continues pour la norme réduite et ae prolongent à B. On a d'ailleurs 

la caractérisation suivante de la norme réduite: 

Proposition I.I.: La norme réduite est la plus petite des normes 

de C*-algèbre sur L*(G.A) qui rendent toutes les 

formes linéaires <p ( y£A*) continues. 

Démonstration : Soit p une norme de C*-algèbre sur L4(G,A) telle 

que toutes les <p soient continues. Le complété B de L (G1A) pour 

p eat une C*-algèbre et lea <p ae prolongent à B . Pour tout f€ L4(G,A), 

p(f*f)l - f*f est un élément positif de B , donc pour tout g£K(G,A) 

et toute forme linéaire positive y sur A, on a 

d'où p(f) y>(g*g) ^ ¥ (g*f*fg). On en déduit que 

la borne supérieure étant prise aur tous les g£K(G,A) et lea 

x* £ A*+ (» ensemble des formes linéaires positives sur A) tels 

que r'(g*g) / 0. Or Zeller-Meier [l; Prop. 4.8, 4.9] a montré 

que cette borne supérieure est égnle à la norme réduite de f, d'où 

la proposition. 
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Nous utiliserons les résultats suivants (cf. Zeller-Meier [l], 

Prop. 4.12, 4.13. ): B peut être considérée comme une algèbre de 

fonctions f de G dans A, contenant L (G1A), le produit et !'in­

volution étant definis comme dans L (G1A) (la somme converge pour 

toute topologie définie sur A par transport de la topologie forte 

au moyen d'une représentation infective). Les applications 

f€B*—»f(s)€A sont linéaires et diminuent les normes; de plus 

1'application 

4>: -feBi > $(«)£ A 

est positive fidèle. Enfin pour cp e A*+ et f £ B on a $ (î) = <p (f (e)). 
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§ 1,2. W»-produit croisé, 

Conservons lea notations du paragraphe 1 mais supposons maintenant 

que A est une ff*-algèbre; nous noterons A# £resp. A^ "1 son prédnal 

[ resp. la partie positive de son prédual } . 

Soit E la fermeture en norme dans B* du sous-espace engendré par 

les formes linéaires 

où g£K(C,A) et ipeA , E est un espace de Banach. 

Pour h £ B et CJeB* les translatés à gauche et à droite L u et 

R.CO sont définis par 

pour tout f e B. 

Lemme 1• E est statale par les t r ans l a t i ons à gauche et à d r o i t e . 

Démonstration : I l faut voir que s i CO € E on a L, o e E, B1-WeE1 h h 

quel que so i t h e B. Par cont inui té (pour la norme) et l i n é a r i t é des 

appl icat ions L. et R. , i l su f f i t de le démontrer pour un co de la 

forme CJ (geK(G,A), i f £ A t ) , Soient a lors "t et fe la r ep ré -

sentat ion de A et le vecteur de A 1 définiB par \p ; on s a i t que 

TC et ^e sont définis (à iaomorphisme près) par y , donc pour 

tout f e B 

= ? C c ^ m ) = (*Cl*V***)?elSe) 

Posons î[ = TE(^)H6 **t t, = TC (-P, ç.) \ t ; on. a. 

- V {C % CfUÏ+b | ï+$) - (* ( f ) (vS) | ï -? ) 

+ i,(xcf)c^^)l^)^C^tf)(v^)|v^)} 
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Ainai L 1W est combinaison linéaire de quatre formes associées 

à TC ; mais ces dernières sont toutes limites en norme de 10KtO 

V. G K(G,A), (cf. Dixnier [ l] Prop. 2.4.8. ) donc appartiennent 

a. E, Donc on a bien L, W £ E: de mSme pour B. U) , 

On sait que B** est une W*-algèbre; soit E le polaire de E dans 

B** i.e. 

E0 - {xe3** I < to, x >-o , VtoeE } . 

Lemme 2. E° est ua idéal bilatère Q-(B»*,B«) - fermé de B**. 

Démonstration : Soit x£E . Pour tout b eB et tout CoCE on a vu 

que L. CJ € E et R.w C E1 donc h h 

<*,>:J(o>-<)CJLfcw> = 0 et < ^ , w > - (H 1 R^to ) -o , 

d'où hï£E et xh e E . Si maintenant y€,B** il existe une suite 

généralisée {b^} d'éléments de B telle que h^—» x pour la topologie 

o"(B**,B*). Comme E est ff(B**,B*)-ferme et que la multiplication 

par un élément fixe dans B** est ff(B**,B*)-continue, on a 

tAX = &*v <x e E0 et x« - A w xl e t° 
* « * r * •< 

d'où le résultat, 

E étant un idéal bilatère uniformément fermé de B*", le quotient 

B**/E est une C*—algèbre ; comme B**/E « E* avec E espace de Danach, 

B**/E° eBt une ff*-algèbre, de prédual E. PosonB M = B**/E° e t M^ •= E. 

Lemme g. B est une sous—C*-algèbre s^M,M„J-dense de M. 

Démonstration : On a un bomomorphisme (d'algèbres involutives) 

canonique fCBi >[f]£U; il suffit de montrer qu'il est injectif 

(il sera alors isométrique et on pourra identifier B à son image 

dans M). Soit donc f£B tel que [f] - O i.e. f € E0 ; on a 

<c*j ,f > = 0 pour tout toêE. Prenons en particulier U •= B, ïp 

où ^CA+ et h = u G B; on a alors 
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donc < (P ,f (a~x ) > = O. Ceci é tant vra i pour tout y£A # et tout 

e e G on a f •= 0. La tf-densité de B dans M provient de la e*-densité 

de B dans B** et de lu tf —continuité de l ' app l i c a t i on canonique de 

B** sur H. 

Défini t ion : La W»-algèbre U ° B**/E aera appelée W*-produit croisé 

de A par G selon g et notée W* (A,G.g) 
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§ 1.3. Représentation de W*(A.G.g) 

Nous conservons lea notations A1G1C1B1E et M ° W*(A,G,ff) du 

paragraphe 2. Rappelons qu'une !"/»-représentation t de A dans et eat 

une représentation de A dans 7̂ £ continue pour les topologies «"(A,A#) 

et 6-(L(^)1 L(*)#). 

Théorème 1.1. Soient TE- une W*-repréaentation de A dans ̂ tctt la 

représentation de B dans »g aaaociée à X . 

1) TE se prolonge de façon unique en une W*-représen-

tation (notée encore Ì ) de M dans ?£ . 

2) Si TT est in.jective sur A alors ~ic est in.jective 

aur M, 

Démonstration : l) Nous supposerons d'abord que TC possède un 

vecteur totalisateur ^ ¾ ; la forme positive f définie par Tt 

et s appartient à A+, On sait alors que Çc est totalisateur pour 

Tt et que ic et ^t définissent jp , et on peut admettre que X est 

la représentation définie par y ; les formes linéaires 

fe B' > C*^>nÙ)cC Ï.S «"# 
son t donc des l i m i t e s en norme de combinaisons l i n é a i r e s de L O . ^ 

g £ K(G1A), donc a p p a r t i e n n e n t à E. La r e p r é s e n t a t i o n 4t : B—>L(â^) 

e s t c o n t i n u e (pour l a norme); s o i t 

TC* : L (TUT)* > * * 

son a d j o i n t e . Uontrons que T C * ( L ( S C ) # ) C E : s i t o e L t * ^ ) ^ i l e x i s t e 

•Li € o £ , ^ i € tf! j i •= 1, 2 , . . . avec 

£ O^tt1 < -> . £ . K l l l l < - et L o ( T ) - L - C T S 1 I n 
j . 1 i - •• J i - i i—i '-t ] i ' > 

pour tout T€L(Sf); on a donc 

<Tl*(wï,-f> -< «-«,{> = <w,x(fl> = L C^t1T)Ii 1?; ) , 

pour tout f EB, Par ce qui précède on voit donc que x*( u ) e E, 

Notons TC* la restrictions de it* à L("Ä.)# et TC. l'adjoint de TC*; 

ic est donc une application linéaire continue (pour la norme) de 

E* * M dans L(sC)# = L("*K ) ; TC est également continue pour les 

topologies S-(U,lfw) et ir(L(Ä), L ( ^ ) # ) . Si feB, £.(f) est défini 

par 

<£(* ),">=< i , *î C(oi > - <x(^),io> 

pour tout t*JGL(^f)#, donc TC » TC sur B i.e. TE prolongea , On 

en déduit alors que 70 est un homomorphisme (d'algèbres involutivcs) 
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de M dans L(A ) , donc une ^ ' ' - représenta t ion . ED effet s i x ,ye ÌA 

i l exis te deux su i tes général isées {f^ et {gp} d'éléments de 

B t e l l e s que ^ - - * ! et g.—»- y pour la topologie <r(M,M^); on a donc 

= -iW 1è ( ( ^ )fy ) - -AWv * (-¾- f * ^ , ) 

= -£>*. 4w TCf^^) = -ft**, ft C^,J ^ 1 ^ Tc C^11) 

= TC (X) S f ^ ) 

et de même pour it(x*) = TE(JC)*. 

Le cas d'une W*-représentation quelconque Tt Be ramène au cas 

précédent; on peut supposer T non dégénérée et a lors TC n © TC. où 

chaque TC . est une W*-représentation possédant un vecteur t o t a l i s a ­

t eu r ; on a TC = © îc . et en posant ic « ©TC- . on obt ient la W*— 

représentat ion de H dans Recherchée . 

L 'unic i té du prolongement TC provient de la 5--densité de B dans M 

et de la <t — cont inui té de TC . Dans la s u i t e , nous noterons simplement 

TC pour X . 

2) Soit TC une \ ï*-représentation inject ive de A. On peut supposer Te­

non dégénérée; TC(A) est a lors une algèbre de von Neumann dans "at. 

Soit y £ A # ; comme TC1 est ^-continu on a ^Tt"1 Ê.TC(A)-^: i l ex is te 

a lo rs ^ . e "et , i •* 1, 2, . . . t e l que 

pour tout T € T C ( A ) , donc 

if (a.) = .L (*(a)* t |Ç ; > 

pour tout a £ A . Passons à y ; o n a <J> £ E = M# e t , pour tout f eB, 

yCfI - y(fto) - I 1 C*(fw>*t l*<) = £, (ïtfkÇje | u,je} , 
la dernière égalité provenant de 

et de 

ses 
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Quel que soit g£K(G,A), on a, pour tout t G B, 

= Z. (*0Ç)*C*)&)e |*^K?;)e) 

en posant v^ D T C ( R ) ( Sf) ; ou a Sl H1IiIl <™ . Par 6"-continuité 

on en déduit 

pour tout x eM. L*injectivité de ic en découle: si Tt-(z) = 0 

on a to (i) • 0 pour tout g GK(G1A) et tout tp€A#, donc W ( Ï ) •» 0 

pour tout U£E e M#, d'où x ° 0. Le théorème est ainai démontré. 

Remarciuel.1.: Ce résultat montre que notre définition du produit croisé 

coïncide avec la définition classique lorsque A est une algèbre de 

von Neumann dans un espace de Hilbert ^- et si »U une représenta­

tion unitaire de G dans ^S , telle que C (a) = U alf* pour tout 
8 S S 

a e G et tout a €A. En effet désignons par te la représentation 

identité de A dana 3¾? ; alors M - ft'*(A,G,ff) est isomorphe a Tt(M), 

qui eat l'algèbre de von Neumann dana ?<£ engendrée par TE(K(G,A)). 

Soit W l'opérateur unitaire sur #£ défini par 

(wl ) Cs) = U5'£ CO 
pour tout £€ TrC et tout a € C , Par un simple calcul on obtient 

a lo r s 

[W V1W* î] (M = « V ^ O , 

ce qui montre que le produit croisé (classique) de A par G (selon 

la représentation U) eat l'algebre de von Neumann engendrée par 

W TC(K(G,A))W* (Dixmier [2] p. 130, Suzuki [1] ), donc W TC.(H)W*, 

qui est bien isomorphe à U, 
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§1.4. Structure "préhilbertienne" sur W*(A.G.g->. 

Nous conservons les notations A1G1^1B1E, et H - W*(A,G,ff) du 

paragraphe!!..Nous avons déjà rappelé que l'application <p : B — > A 

définie par <b (f) = f(e) est une projection positive fidèle. 

Théorème 1.2. <j> se prolonge de façon unique en une projection 

<p : M—>A g et s-continue. positive et fidèle, 

diminuant la norme et vérifiant <jj(axb) ° a<ft(x)b 

pour a, beA et i£M. 

Démonstration : L'adjoint <|s* de <p eat une application linéaire 

continue de A* dans B* définie par 

<<P*(<p)>Ì > E <«>.,<*> Cf i> - <<?,f(e>> 
pour tout f G B, f €. A*; on a donc 4>*(<p) « <? pour tout <peA*. 

On voit ainBi que c£i*(Â ) C E. Soit <p * la restriction de <p* à A#; 

c'est une application linéaire continue de A+ dans E; nouB noterons 

<t> son adjoint, qui est une application linéaire continue de E* » H 

dans A^* = A; il est facile de voir qu'elle est tf-continue, positive 

et qu' elle prolonge <£ . Par exemple, si xe M, x>0, on a 

pour tout <p€A#, d'où c£(x) ̂  0. On en déduit alors que 

i) Il (£ (1)11 i m u pour tout ie«; 

i i ) <p (axb) - a<ji{x)b pour a , b £ A , i £ U ; 

i i i ) <£{x)* e£(x) & <$> (x*x) pour t o u t x e M 

( v o i r J . Tomiyama [ l ì Thm. J ,1,), La s - t o p o l o g i e su r U ( r c s p . su r A) 

e s t d é f i n i e par l e s semi-normes 

où CoeM#, x £ M ( r e s p . y>€A # , a CA) . La s - c o n t i n u i t é de <$> décou le 

a l o r s de i i i ) c a r , pour t o u t ¥€••&•+, on a 

tfDffrO « tpl<£of£(,0]'lA<- <f[$(^x)]"l«9CA)41- <*$(*) 
avec ip€M^. 

I l r e s t e à démontrer l a f i d é l i t é de <£ i . e . que s i x £ M , x >/ 0 e t 
A* , 

(£>(x) = 0, alors x = 0. Ecrivons x = yy* avec y€M; on a, pour tout 
s CG1 
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donc en utilisant iii) 

d'où <£(yu*) - O (rappelons que u est l'élément unitaire de K(G,A) 

défini par u (t) • O si t / s, u (a) • l).Pour conclure nous 

utiliserons le résultat suivant (voir Suzuki [1} ): 

Lemme : Soient TC une !!'»-représentation fidèle de A dans "ât et TC la 

^-représentation fidèle de M dans # associée à IL . Pour 

tout ^. & -ât , t£C et -Ee. M, on a 

la sommation ayant lieu pour la topologie forte de ~3t , 

Avant de démontrer le lemme nous en déduisons que <p est fidèle: par 

ce qui procède on a Tt (y) ̂ t = O, pour tout U ^ et tout t e G, 

donc •£ (y) est nul sur une partie dense de «£, d'où Tt (y) « O, 

y - O et x = yy* = O. 

Démonstration du lemme: Fixons £t, x et £>o. K(G,A) est s(M,Ms)-dense 

dans M, donc il existe une suite généralisée {TV} d'éléments de 

K(G1A) telle que x = s-lim f̂  . Comme TC est s-continue, et que la 

s-topologic de L(SK) est la topologie ultraforte, TC(x) est limite 

ultraforte des icff^); il existe donc o<=tol que 

(1) B (cC*l -TE{f„))Et A ̂  £ si *>*„ 
On a donc 

Par définition on a £(*,) » T- X"(frf(s))V . donc 
« *eö s 

( 2 ) »^ït|^)-tK.«)]V slE t II 6 XC ^ « > « . 

Bemarquons maintenant que si s , s^eG, a. / s« et si a., a GA, 

alors les vecteurs Tc(a.)V • t sont orthogonaux; on effet 
1 Bi "t 

[ï(«i)VfJtHr) - TcC*V-i(aL)) *t t V ) 
TCC*V-1 C«0) Ç Ŝ  IT- ïtt 

O 
d'où 

Posons J 0" ( S Ê G J f((s) ̂  O } ; T0 est un ensemble fini- A cause 

de 1'orthogonalité dea vecteurs Tt(f (s))V ^ on tire de (2) que , 



n 

pour t o u t e p a r t i e f i n i e T0 CJ" C G e t t o u t *%•«,, on a 

(5 ) il £ T £ C ^ < M - - f - . C O ! v r | t \\ 4, I L . 

D'autre part on a f„.(s) » 4>(f,u*)i pour tout s e G, donc de i » s—lim fœ 

on tire $(xu*) » s-lim tK{a), puis 

et enfin 

Ea passant à la limite dans (3) on a donc 

ou encore 

co » c &*[•$« n v * tfe.) )ïb iu it. 
De ( l ) e t (¾) on t i r e 

ceci peur toute partie finie J de G contenant J"<, . Le lemme et le 

théorème sont ainsi démontrés. 

Notation: Dans la suite nous noterons simplement cf> pour <p . 

Nous utiliserons maintenant une topologie introduite par D. Dures £ 1 ~\ 

et qui nous permettra d'obtenir une représentation du type "série 

de Fourier" pour les éléments de U. 

Pour i,yt6M, posons (xjy) = 4>(xy*); les propriétés suivantes de 

ce "produit scalaire à valeurs dans A" découlent des propriétés de c£> : 

1) s e s q u i l i n é a r i t é ; 

2) ( a x | y ) = a ( jc |y ) e t ( x | a y ) = ( x | y ) a * pour i j e U , a e A ; 

3) ( y U ) = ( * l y ) * pour Ï J E M ; 

k) ( j t | x ) > O pour t o u t i C M e t ( Ï | I ) = 0 - ¾ . X = O . 

Pour t o u t <p 6 A notons 0„ l a semi—norme sur M d é f i n i e par 

ß9(x) " f { < 4 > ( " * ) ) " " $ > ( " * ) a pour t o u t i e U ; f3y e s t donc l a 

semi-norme <xï de Saltai [ l ; page 20 ] . S o i t O l a t o p o l o g i e d ' e s p a c e 

loca lement convexe s é p a r é d é f i n i e par l e s ß , t f eA^ ( " s é p a r é " 

p r o v i e n t de l a f i d é l i t é de <£> ) . 

P r o p o s i t i o n 1 .2 . l ) Pour t o u t y € M . t o u t a €A e t t o u t s € G , l e s 

a p p l i c a t i o n s x 6 M I > xy £ M, x € Mt ^ ax 6M e t 

x € U I—* u x £M sont c o n t i n u e s pour t> . 
S — • ' - ' • r 

2) L ' a p p l i c a t i o n ( x . y ) e M x U l — » ( x l y ) e A e s t 



18 

c o n t i n u e l o r s q u ' o n munit M de l a t o p o l o g i e Tj e t A 

de l a t o p o l o g i e q~(A,Aff). 

Démons t ra t ion : l ) Pour t o u t ip ë A + on B 

donc x i — j x y e s t c o n t i n u e . Remarquons que s i a ,b€ .A e t if £ A# on 

a (L R, if y •> L R (p ; en e f f e t , pour t o u t x £ U , 

< CL^Rfr^r , x > - < LSpR«.*p,4>(x)> - < y j a + ( * ) * - > 

< L^Rfr? , x > - < ? ; a x * > - < V 1 4 > 0 * * > > 

e t 4? (a ib ) = h <p(x)b. Hais a l o r s 

d ' où la c o n t i n u i t é de n >ax puisque L R # y €. A # . S o i t s £G; on 

v é r i f i e que pour t o u t f £ B on a <b(u fu *) = ff £ cb ( f ) } ; pu i s par 
S S S 

passage à la limito, que d)(u xu *) - S" L^t-3O] pour tout x €. M. 

Alors, pour tout y £ A # l on a 

rV"-**)* = ? C V ^ ) - <r"-v<K***> -Op^f(W-) - Py^(X)* 
e t comme ( f»F ,eA # , l ' a p p l i c a t i o n x i—>u x e s t c o n t i n u e . 

2) Pour t o u t x , y € M e t t o u t Çf£A^, l ' i n é g a l i t é J y ( x y * ) | 1̂ ïp(xx*) y (yy*) 

donne 
l f [ ( * l *>3 | 4 P / * > / V P j 

on en déduit la continuité de (x,y)t—>(x]y). 

Proposition 1.5. La famille. ïu Ì , „ est base orthonormée du 

A—nodule à gauche M muni de Ip topologie t>i.e. 

i) (u lu ) = 0 3i a / t et (u |u ) = 1 ; 

ii) l'ensemble des sommes finies 21 a u , a £ A, 

est dense dans M pour la topologie 1C . 

Démonstration : i) est immédiat car (u | u ) - u ,..i(e). 
~ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ~ s t st 
ii) la topologie Xi est moinB fine que la s*(M,M#)-topologie car 
cette dernière est définie par les semi-normes oc t <** (u>£ M + ) 
(Sakai [l]); donc K(G,A) est dense dans M pour *C . Comme l'égalité 

f "£f(s)u montre que K(G1A) est identique à l'ensemble des sommes 

finies Ia u , a £ A, la proposition est démontrée. s s s ' r r 

Théorème 1.5. Pour tout x€M, la famille f (xju )u T- „ est 
S fl J S fc U 

aommable pour la topologie 1C et 

IS& 
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Do pina si x peut s'écrire x = Jl a u , a e A, avec 
1 S S S 
sommabilité pour 'C . alors a - (xlu ) pour tout s € G, 

& 3 

Démonstration (d'après Bures II]): Soient y£A #, £ > 0 et x£M; 

il existe f 6K(G,A) tel que ^ ( x - f )<e. Soit Te le soua-

ensemble fini de G formé des s€G tel que f (s) / 0; posons 

Q. = T (xlu )u : en écrivant >0 M T / ' •' •' 
- f. = *'$. + Jg-tCKl*,)-^)]«-, 

et en utilisant 1'orthogonalité des u , on obtient 
3 

où ^ = £_ L Cx lu-jl - " fo( s O <\ i on a donc 

(*-¾.!*-¾.)^ (M. |x- f . ) 
et 

S o i t "7 une p a r t i e f i n i e de G c o n t e n a n t T_ e t posons Q.- £L(x |u )u 

comme c i - d e s s u s on o b t i e n t 

d ' o ù ^ ( x - ^ . ) 4 j 8 y ( X - ^ . ) Ä £. • D o n c * - ^ I ^ V 
Si ma in tenan t X = Z- a u , avec a G A e t sommabi l i té pour C , l a s s ' a r i 
c o n t i n u i t é de ( x , y ) h ->(x]y) e t l ' o r t h o g o n a l i t é des u mont ren t que 

( x l u ) = a pour t o u t a £ G. Le théorème e s t démontré . 

Nous a l l o n s v o i r ma in t enan t que l e s formules qui donnent l ' a d j o i n t 

e t l e p r o d u i t dans K ( G , A ) son t encore v a l a b l e s dans M. 

P r o p o s i t i o n ,1 .4 . , S o i e n t X 1 V E M ; posons, pour t o u t s c G , (x Ju ) = a , 

( y | » s ) E b g , ( x * | u a ) - â g e t ( x y | u s ) - ^ . Qn a l e s 

é g a l i t é s : 

D ». - «->*_,>; 
2) c = E- a . c . f b . . ) avec s o m m a b i l i t é p o u r 

s t«s t t t ^ s r 

l a t o p o l o g i e iï(At&K)-

Démons t ra t ion : l ) L ' é g a l i t é à démontrer e s t v r a i e s i x e K ( G , A ) . 

Comme a - ds (x*u* ) e t ff,(a*_±) = ff (<$>(xu )*) son t deux f o n c t i o n s 

ff - c o n t i n u e s de X£M on a l e r é s u l t a t par ff - d e n s i t é de K ( G , Ä ) dans U, 
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2) On a 

C1 = C x * K ) - * (**«•*) - t ("(«Vi*!*)- (xi "•»**) • 

En u t i l i s a n t la r e l a t i on l ) pour y* et la cont inui té pour "G de 

z £M i—» u z €M on obtient a 

"-'*** = SG ^ (^A S W 
La cont inui té de (x,y)l >(xjy) (voir Proposition 1.2,) donne a lors 

cs = Cx I u . ^ * ) = C £ G a t M £ c "•*.(*.•*, )«•»•) 

= & 0^t(Vs) 
avec somraabilité pour o" (A1A ). 

En remarquant que <£ ("*) = (xx*[u ) et c{)(x*x) = (x*x]u ) on 

déduit de la proposition le 

Corollaire : Pour tout x€M on a. en posant (x|u ) = a pour tout 

s C-G. 

avec sommabilité_pour S-(A1A ), 

Remarque 1.2. La somme 2) de la proposition I.'i. converge en fait 

pour la topologie induite sur A par O i cela découle de la continuité 

pour O dea applications z£Mi—» zy £. M et z £ 11 i—»(zlu J e A 1 quel 
t 

que soit te G. Il faut noter ici que la topologie induite sur A par 

Xj est définie par les semi-normes y(aa*) 2, (f£A^; elle est plus 

fine que o"(A,A^) et plus grossière que s*(A,A#), mais non comparable 

à s(A,A,). 

Remarque 1.3. Si z est une trace normale acmi-fini* fidèle et 

G-invariante sur A , le corollaire ei-deSHU9 montre que r • 4* ea* 

une trace normale semi-finie fidèle sur U ; z « <p est finie si et 

seulement ai r est finie. Le théorème 1.3. est du même type que celui 

que Suzuki [l] a démontré lorsque A est un facteur II et U est 

muni de la norme d'espace préhilbertien définie par la trace 

i.e. Il JC U<-> " T *<£>(j£x*) . Notons que dans ce cas la topologie O 
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eat plus fine que la topologie définie par I)-B1 ear " x »o 

POUr-C" implique ' f<f> (x,x*)^—»0 pour tout <p£A#"donc en 

particulier " z» 1Jj(I11X*)' = 11¾,!-—>0 ". 

Remarque 1.4. Prenons A = C 1 G opérant trivialement sur (£ i.e. 

ff ( ̂  ) = Ä pour tout Ä€ (L et tout s 6 G. Le produit croisé 

M - W*(C .G1-I) est alors isomorphe à l'algèbre de von Neumann dans 
2 

3? - Ip engendrée par la représentation régulière gauche de G ; il 

est noté Ute). La projection c£> est une trace normale finie et 

fidèle et la topologie XZ ea* alors la topologie d'espace préhil-

bertien définie par cette trace. Le théorème 1.3. est alors un 

résultat de Hurray et von Neumann. 

Application : Conditions suffiaantes pour que W*(A.G.ff) soit un 

facteur. 

Comme application du théorème 1.3., nous donnons ici quelques 

généralisations de résultats connus. 

l) Nous dirons que G opère quaai librement sur A si pour tout a€G, 

s / e, on a l'implication suivante: 

aeA, ab * 5 (b)a pour tout b£ A =$- a = 0. 

Si A est un facteur cela revient à dire que tout 6" , a / e, est 
s 

un automorphisme extérieur et si A est abélienae on retrouve la 

notion de "free action" de von Neumann (tout projecteur / 0 de A 

majore un projecteur / 0 de A qui est orthogonal à son image par 

6" ). NotonB que si G opère presque librement sur A (i.e. opère 

quasi librement sur Z(A) , voir Zeller-Weier [1], définition 1.13.) 

alors G opère quasi librement sur A. L'intérêt de la notion d'action 

quasi libre est qu'elle englobe le cas des automorphismes extérieurs 

d'un facteur. Pour tout cela voir Kallmanfl]. 

Proposition !.•>. {voir Zeller-Meier [il, Corollaire 8.10.) Soit 

M " W*(A.G,6") avec G opérant quasi librement BUT A, 

i) Le commutant de A dans M est égal à Z(A) 

(• centre de A ) , 

ii) Z(M) ° Z(A)G (- ensemble des points de Z U ) 

fixes par G). 
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iii) M eat un facteur si et seulement ai G opère 

ergodiquement dans Z(A) i.e. Z(A) - C . 

Démonstration : i) Soit x£M un élément commutant à A. Pour tout 

s £ G et tout bC A on a 

OM»M* - <J>(*<*) - 4> C^-i (£)<) - 4> K-<<)*«-?) -s-^cÉKxK) ; 
comme G opère quasi librement on en déduit que (x|u ) = 0 pour tout 

s f e, donc que I E A , L'inclusion inverse est évidente. 

ii) Par i) on a Z(M) C Z(A). De plus si a £ Z(M) on a au = u a pour 
G s e 

tout s£G donc a £ Z(A) . La réciproque est claire. 
iii ) découle de ii). 

2) Le résultat suivant se trouve dans Suzuki [ 1 ] dans le cas où A 

est un facteur. 

Propoaition 1.6. Si G est abélien et opère ergodiquement et fidèlement 

dans A alors M - Vi'*(A.G,g) est un facteur. 

Démonstration : Soit X £ Z ( M ) ; par continuité (pour^) des applications 

x — * u,z et x — » zu, et par commutativité de G, on a 

xw.b
 a \ ^ K ) 1 S t - I. (XIu1) u.tJ , 

d 'où er [ ( x j u ) ] = ( 1 I 1 O pour a, t £ G . Donc ( x | u ) G A ; par hypo thèse 

i l e x i s t e a l o r s \ £ C t e l que ( x | u ) = \ 1 . Dc l ' é g a l i t é ax - xa, 

pour a eA, on t i r e 

a ( x | u s ) - ( x | « 8 ) e-a(a) , 

donc X a - % g- (a). Ceci étant vrai pour tout aeG et tout a^A, 

on doit avoir \ = 0 si 6" ^ 1, donc pour tout s 4- e. Ainsi x »^1, 

3) Le résultat classique selon lequel U(G) est un facteur si G est 

un groupe ICC (les classes d'éléments conjugués, excepté celle de e, 

sont infinies) peut ae généraliser (voir Zeller-Meier [1] Prop,8.12.). 
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Rappelons que A est dite G-fini e si pour tout a£A, a^O, il existe 

une forme G-invariante f^A^ telle que y(a)>0. 

Propoaitiop 1.7. Soit M = W*(A.G.g). Si G est un groupe ICC et si 

A est G-finie alors Z ( M ) C Z ( A ) . Donc ai A est un 

facteur, M est un facteur. 

Démonstration : Soit Z C Z ( M ) ; posons (x|u ) = a pour tout s e G. 

En égalant les coefficients de u dans xu, = u.x on obtient 

s t t 
£ r t ( 6 s ) " a t s t - ' d ' 0 Ù 

6 " t ( V : ) " a t s t - a t s t - * * 

pour s , t eG. Pour toute forme Ci-invariante if> £A# on a donc 

<*) «Pta.a») = ï ( a t s t - l V ^ 

pour s,t£G. La sommabilité pour la topologie S-(A1A^) de <|>(xx*) = £.a * * 

implique, pour tout yÇ-A^, la sommabilité de H f( a **)« Le groupe 

G étant ICC, la relation (*) montre qu'on doit avoir (p(a a *) = 0 

pour tout s f e et toute forme G-invariante <p€A#, Comme A est 

G-finie on a a = 0 pour tout s / e, donc x£A et Ï Ê Z ( A ) . 
s 

Corollaire : Si A est un facteur fini et G un groupe ICC 

M = W»(A,G.g) est un facteur fini. 

En effet, un facteur fini est G-fini quel que soit G et sa trace est 

G-invariante. 
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Chapitre II.: UN THEOREME DE PDOLONGEUENT ET SES APPLICATIONS 

Introduction. 

Deux W*-algèbrea possédant des sous-algèbres involutives <r—denses 

isomorphes ne sont pas nécessairement isomorphes. Pearcy et Ring-

rose [Il ont obtenu, pour des algèbres finies, un résultat per­

mettant de prolonger les isomorphismes qui conservent les appli­

cations canoniques ^ sur les centres. Enomoto et Tamaki [1] ont 

généralisé ce résultat, mais ils gardent une condition de finitude. 

Indépendamment de leur travail, nous avons obtenu un résultat plus 

fort: on peut prolonger les isomorphismes qui conservent des pro­

jections positives normales fidèles. Ce résultat peut s'exprimer 

à l'aide des structures "A-préhilbertiennes" rencontrées au § 1,4. 

et montre une nouvelle fois qu'une W*-algebre munie d'une telle 

projection se comporte parfois comme un espace hilbertien. Au pa­

ragraphe 2 nous tirons de ce théorème quelques résultats concer­

nant certaines sous-algèbres et certains automorphismes du produit 

croisé. Puis au paragraphe 3 nous étudions la sous-algèbre des 

points fixes par un groupe d'automorphismes. Notre théorème nous 

permet, sous certaines conditions, d'identifier le commutant de 

cette algèbre avec un produit croisé. C'est une généralisation du 

résultat utilisé par Nakamura et Takeda dane leur théorie de GaloiB 

pour les facteurs U 1 ; il nous permet d'obtenir 1'injoctivité de 

l'application "sous-groupe i—» sous-algèbre". Nous étudions la 

surjectivité de cette application sur deux exemples. 
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§ II,1, Prolongement de certains isomorphismea. 

Soient M [resp. M ] une W*-algèbre, K {_reap. N ] une sous-

W*-algèbre de M [resp. M ] contenant l'élément unité de U [reap, U], 

et d> [reap. <p] une projection positive normale et fidèle de H sur 

N [reap, de U sur N] . Soient il [resp. M 1 une sous-algèbre in­

volutive de H [ resp. MJ, contenant N [reap. Nj et 6"-dense dans 

M [resp. H ] et /j^ un isomorphisme (d'algèbres involutives) de 

M sur M qui vérifie les deux conditions suivantes: 
o o H 

1) ^,(N) = N; on notera A. la restriction de K0 à N; 

2) $.A,0 = A.-(4»|M0). 
On peut illustrer cette situation par le diagramme suivant: 

Mo > fio 

W > N 

Théorème II.1 • Dans ces conditions /\_ se prolonge de manière 

unique en un isomorphisme /l de M sur U. qui vérifie 

• $ . ¾ - A - -+ . 

Démonstration : 

a) Soit coeN*; on a w.<f>£M*. L'ensemble Iw = {x € M 1 u «<J>(i:*x) - ol 

est un idéal à gauche fermé pour la norme et M^I10 est un espace 

préhilbertien pour le produit scalaire (x„[yw)„° w«<£>(y*x) [ x w 

désigne la classe de i£M dans M/I^ J . Soit 2^0 l'espace de Hilbert 

complété de if/ly . 

Montrons que M /U Ci 1 est dense dans ïf£M . Pour cela il suffit de 

voir que M /M (~\ Iy eBt dense dans M/lu ; soient x£M et C > 0 ; 

comme H est s(M,M#) -dense dans M, il existe un x G M tel que 

toot^C (x-x.>*(x-x,l ] ^ E, ; nais t*j . ep [ ( x-*»)*(* " M ] = 

H x w - (X0I10 h 1 d ' où l ' a f f i r m a t i o n . 
Lo 

D'autre part à WJ correspond un tö£N# unique par la relation 

*** * Ûi • A. L A. : N *N étant un isomorphisme est v -bicontinu ~j . 

construit comme ci-dessus les objets û . ^ ï . , Û/ï- et SK~. On 
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Montrons que /I II H I ì • U A I - . Pour t o u t i e U on a n L« 0 0 O 1 * 1 0 

- w . AT*. A. - ¢ ( * * * ) 

d'où 1 'affirmation. 

Done A.0 induit une application linéaire biunivoque 

U-u, : M c / n 0 n l w — > f l . / p î . n î £ 

d é f i n i e par U 4 0 ( X - ) = ( A . ( x ) ) ~ . L ' é g a l i t é c i - d e s s u s s ' é c r i t encore 

done Uw se p ro longe en une i e o m é t r i e , no tée encore U u , e n t r e «# e t ^ ¾ . 

b) S o i t ma in t enan t Xu : M-* L( 2¾,) l a r e p r é s e n t a t i o n a s s o c i é e à 

w«d> [ i . e . pour t o u t i e U , 7 ^C*) C 8 * ^ e p ro longé à ^fu de 

l ' o p é r a t e u r yw t — > ( x y ) w ] ; oa c o n s t r u i t de même 7 ^ : U — > L ( ^ a ) . 

Montrons que , pour t o u t x c M ,on a 

# , 

V 1 V * ! « TC 5 CVi ) 0 U^- ^ t" ! 

AL 

-> a?« 

* £ (A..0O) 

u. 
-> «C-. 

Il suffit de vérifier cette égalité sur M /il H I : or, pour tout 
6 0 ' 0 w 

y« e « 0 /Mon 1 ^ • 0D a 

et 

-> " - ^ T . ^ e LCAs) 

d ' o ù l ' é g a l i t é c h e r c h é e . 

Donc 1 ' isomorphisme s p a t i a l 

T e LC«,..) t -

envoie X , . ( M ) s u r TT-(M ) . Comme TU, e t TC- son t des W*-repré— 

s e n t a t i o n s , Tt,,{U ) e t TC~(M ) son t u l t r a f a i b i ornent denses dans 

TC (H) e t T C ( Ö ) r e s p e c t i v e m e n t , e t 1 ' isomorphisme c i - d e s s u s 

envoie TC (M) su r - ^ « ( 5 ) . 

c ) Considérons e n f i n l ' e s p a c e de H i l b e r t o£« © 3 £ w ( <»>€N#) e t 

l a « / » - r e p r é s e n t a t i o n TC- ©rc« ( WÊN*) de H dans L ( ï C ) ; TC(J|) 

e s t une W*-algèbre e t comme <P e s t f i d è l e , ic e s t un isomorphisme 
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de M s u r x ( U ) . On c o n s t r u i t de m8me S£ = 0 9&CS ( **>«N*) e t 

Tt « © Tt£ ( WEN 1̂) e t on a l e même r é s u l t a t . S o i t U- l ' i s o m é t r i e 

de "3t su r *Jt d é f i n i e par l t ( ^ 1 0 ) = ( U-w ^ ) ; i l e s t c l a i r yue 

1 ' i somorphisme s p a t i a l 

T e L(SC) i > U.-T * u.-1 e L ( ^ ) 

envoie TC(H) sur X-(M). Alors en posant, pour tout x£U, 

Ä.00 = x_1 C axwu:1-) 
on a défini le prolongement cherché. L'unicité étant évidente, le 

théorème est démontré. 

Le corollaire suivant est une généralisation d'un théorème de 

C.Pearcy et J.H. Bingrose [Il ainsi que de son extension par 

U. Enomoto et K. Tamaki [1]. 

Corollaire : Soient M une W*-algfebre. N' une scus-W*-algèbre _de M 

contenant 1'élément unité de_M et <t> une projection 

positive normale et fidèle_de M sur N. Soient A et B 

deux sous-algèbres involutives de M dont les éléments 
A A 

commutent avec ceux de i N. Notons A et_ B -IeB W*-algèbres 

engendrées par A e t N, B e t N r e s p e c t i v e m e n t , Si un 

isomorphisme y de A s u r B v é r i f i e l a c o n d i t i o n 

<£ ( f ( x ) ) = <t>(x) pour t o u t x€.A, i l se p ro longe en 
A >* A 

un isomorphisme y de A sur B tel que 
1) y (a) ° ¥"(a) pour tout a e A. 
2) Y(x) •= x pour tout x € N. 
3) <P( £(x)) = 4>(x) pour tout x€A. 

4) ¥~(Â) - B [Â.B : <r-fermetures do A.BJ . 

Démonstration : Notons A [reap. B j les sous-algèbres involutives 

de M engendrées par A et N [resp. B et N j . Comme les éléments de 

A et N commutent, A est l'ensemble des sommes finies x + Zl a.x. 
O O (.-] 1 1 

avec a.C A et x.£ N. De même pour B , On aimerait prolonger ^f û 

A en posant 
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Pour que cette relation définisse Y" il suffit que 

soit équivalent à 

t'-- 1 

Or en utilisant les propriétés algébriques de e/>, on voit 

facilement que 

ce qui, compte tenu de la fidélité de <P , établit 1'équivalence ci-

dessus; ^ 0 est donc bien défini. Il eat alors facile de voir que 

Y0CSt un isomorphiâme d'algèbres involutives de A sur B , que 

X (a) - T(&) pour tout agA, Ta(i) - x pour tout xeN et 

(^»•^(x) - <p(x) pour tout x€A . Le théorème I H . affirme alors 

qu'on peut prolonger Sf0 en un isomorpbisme de A (= er-fermeture de A ) 

sur B (- f-fermeture de B ) qui vérifie l) 2) 3) et k). 

Remarque II.1. Ajoutons aux hypothèses du théorème II.1. les 

conditions N - N et A. - id„ et considérons sur M [ resp. M ] la 

structure "N-préhilbertienne" définie par <£> [resp. <p> ] (voir § 1,¾.). 

^ 6 est alors un homomorphisme de N-nodules et la condition dl)*A.# •* <t|̂ 1. 

est équivalente à 

( A . 0 u > | M y ) > - <»|y> 
pour x,y€M i.e. A-B conserve le "produit scalaire". 
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§ I I . 2 , A p p l i c a t i o n 1 : Compléments s u r l e p r o d u i t c r o i s é . 

1) S o i t M - W*(AtG,6*) l e p r o d u i t c r o i s é d ' u n e W*-algèbre A par 

un groupe G s e l o n la r e p r é s e n t a t i o n ff , S i H e s t un sous—groupe 

de G on peut c o n s i d é r e r 1'homomorphisme S"H , r e s t r i c t i o n de C à 

H, e t l e p r o d u i t c r o i s é 1Ï*(A,H, «•„ ) . 

P r o p o s i t i o n I I . 1 . W » ( A , H , FH } e s t canoniquement isomorphe à l a 

8ous-W»-algèbre N de M = W»(A.G.r) f o r a é e des 

x £11 t e l s que U I u ) ° 0 pour t o u t s £ G ^ H . 
"""• • 1 8 ' ' ' 

Démonstration : On voit facilement que N est une algèbre involutive 

(pour le produit et l'involutiun voir le § 1.4.); elle est 6"-fermée 

dans M car égale à l'intersection dos ensembles C-fermés 

{ X C H J (I|U ) " OJ pour sÇC^-H. D'autre part la sous-algèbre 

involutive N des sommes finies 7 a u . a £ A, est f-dense 
o «Ti s a s 

dans N car si x e N et J" est une partie finie de G, on a 

£(x|u ) u - 71 Ulu )u £ N . 

Soit maintenant, pour tout s € H, v : H »A la fonction caracté-
s 

ristique de s. On sait, par construction du produit croisé, que 

l'algèbre involutive l1 des Bommee finies T" a v eBt or -dense 

dans W*(A,H,cu ). L'applicati on A. : [a v t P t > T a u £ N est 
» ' ' H ' F< '-o ^ S S O SS O 

un isomorphisme d'algèbres involutives tels nue A.a]A = i^. , Les 
projections canoniques <$> :W*(A,G,o- ) »A et 4f : W*(A,H,<yH) »A 

vérifient &• flB ° ï" I P . Par le théorème II.1. A.„ ae prolonge 

de manière unique en un isomorphisme A. de W* (A,U,o"H) sur N. 

2) Notons M l'algèbre involutive des sommes finies H a u , 
' o 6 sea S s 

a e A; M est 6" -dense dans M. Soit o< un automorphisme de G. 
s ' o r 

L'application A. : L a u i » H a u / \ est un automorphisme de M 

(pour la structure d'algèbre involutive); on a A.JA = id et 

e£>*A.0 = c|) \ M , donc par le théorème II.1. A_0 se prolonge en un 

automorphisme A^ de M. KaIIman [lJ a étudié certaines propriétés 

de ces automorphismes dans le cas où A =• (£ et G est groupe ICC 

(i.e. lea classes d'éléments conjugués des éléments -f e sont 

infinies). Nous généralisons ici un de ses résultats: 

Proposition II.2. Supposons que A soit G-finie. Une condition 

suffisante pour nue A-« opère quasi librement 
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sur M e s t que , pour t o u t s £ G . l ' e n s e m b l e 

i ^ U ) - 1 S t I t £ G J s o i t i n f i n i . 

Démons t ra t ion : S o i t x £ M t e l que xy •> A ^ y j x pour t o u t y € M , 

Posons ( x | u ) • a pour t o u t s € G ; en é g a l a n t l e s c o e f f i c i e n t s de 
S a 

U B dans l'éKalité xufc - A-^u^x - U(<(t)x, on obtient ^ " * ( t )
( f t «(t)'1't >• 

d'où 

pour s,t£G. La sommabilité pour la topologie ff(A,A^) de d>(xx*) = £.a a * 

implique, pour tout <p C A 1 la sommabilité de Zl <P (a a*). La con-
s s 

dit ion " {« (t-1)st I t £ G ]• est infini pour tout s £ G" et la relation 
(*) impliquent alors que (p (a a») - 0 pour tout s € G et toute forme 

+ a s 

G-invariante ycA #. Comme A est G-finie on a a " 0 pour tout 
a € G, donc x = 0 et A^ opère quasi librement, 

Nous verrons plus loin (§ II.3.) un exemple qui montre que l'hypo­

thèse "A est G-finie" est essentielle. On peut étendre sans restric­

tion un autre résultat de Kallman : 

Proposition II.2' . Pour que ^-«no laisse que les éléments de A 

fixes, il faut et il suffit que pour tout 

s CG. a 4 e, l'ensemble { «"C'I l"£*i aoit 

infini. 

Démonstration : Soit x£M; posons a • (xju ) pour tout s € G. 
s a 

Si A. (x ) • x on v o i t f a c i l e m e n t que, pour t o u t 8 CG e t t o u t ne E , 

on a a - a , , , donc pour t o u t çp£A*, f C » « * ] - " P f a „ . a * ] ; 
««(a)' a o n c p o u r t o u* rfcA*» ?L a s J y L V»arfW' 

la sommabilité de E jp(a a+) montre alors que la condition est 

suffisante. Inversement s'il existe s / e tel que F - {« (s) | nc2-J 

soit f ini, alors l'élément x = Z- u, € M vérifie i^A et A. (x) - x . 
t£F * r * 
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§ 11.3. Application 2 : Sous-algebre dea invariants par un groupe 

d'automorphismea. 

Soient U une W*-algèbre, G un groupe diacret et 6*: s£Gl JS* £Aut M 

un homomorphisme. En appliquant le théorème I.l. on voit qu'il existe 

un espace de Hilbert # , une W*-représentation (non dégénérée) fidèle 

TC de M dans £*? et une représentation unitaire V de G dans c*£ tels 

que, pour tout s €G et tout X É M, on ait 

7t( tra(x)) - vg7c(x) v*. 

Dans ce paragraphe, pour simplifier les notations, nous identifierons 

M et TC(M) de sorte que nous sommes placés daus les conditions suivantes: 

U est une algèbre de von Neumann dans "$£ et V une représentation uni­

taire de G dans **£ telle que pour tout e e G, V UV* - M; nous posons 

6* U ) - V xV* gour tout s£G et V. • (v |_s £_G_}_. 

Soit N « H la sous-algèbre de von Neumann de M formée des éléments 

x€.M qui sont laissés fixes par G; on a N •= MOV' (V' - commutant 

de V„ dans L(*#)), donc N' est l'algèbre de von Neumann engendrée 

par M' et V_. Constatons d'autre part que G opère par automorphismes 
G 

dans M1 ; en effet, si x1 £. M' et s £ G on a, pour tô it x£M, 

V x'V*x - V x' s" , (x)V* -VS- _(x)x»V* a a a s-1 x ' s s s-lV ' s 

- xV x'V* , 
s s ' 

donc V x'V* G M' . Posons e ' (x1 ) •* V x1 V*; G"' est un homomorphisme 
S S 8 S S 

de G dans A u t ( M ' ) . On v o i t donc qtie 
(N') - { Z. x! V I i!£M'} 
X 'O L i-l 1 S 1 I 1 J 

est une algèbre involutive dont la fermeture faible est N1. Nous 

allons chercher à identifier N' et le produit croisé iV*(M',G1 &'). 

Nous aurons besoin de la remarque suivante: 

Lemme : Si l'action 6" de G dans M est quasi libre, il en est de 

même de l'action G' de G dans M'. 

Démonstration : Soient a / e et x'ell1 tel que x'y' = C'(y')x' 
s 

pour tout y • e Hf ; il faut voir que x1 - 0< On a x1/1 = V y*V*x* t 

s s 
donc V*3t'y' = y'V*x', pour tout y'e M'; d'où V*x'€ M et a s 3 

V*x'y - V*yx' - 6-B-1(y)V*x' 

pour tout y£M. Comme l'action r de G dans M est quasi libre on a 

V*x' - O, x« - O. 
s 
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Nous traiterons d'abord le cas particulier où G est un groupe 

fini. 

1 cas : G est un groupe fini. 

Lorsque G est fini on a W^M'.G,«'-) = K(G,M') et tout élément 

s'écrit de façon unique sous la forme Ix'u (somme finie). On 
KG s s 

définit donc une application 

A. : W*(M',G, a")—»N' 

en posant A. ( Zl XIU„) - £- *'v • Comme lea relations qui lient 
S S S S 

l'action tf* de G dnna M' et les représentations unitaires u et V 

sont les mêmes [ i.e. 
0"(x') " u I1U* *• V x'V« 
s s s s s 

pour tout x'£U' et tout sCG J on voit que A. est un noraomorphisme 

d'algèbres involutives. Montrons que A. est o" — continu : soient TC 

la représentation identité de M' dans ISt et TC la représentation 

de W*(U*,G, s') duns 3C = 1/(G1
-Tf) qui lui est associée; l'image 

P * TC(W*(M',G, C"')) est une algèbre de von Neumann et TC un iaomor-

phisme (théorème I.I.); il nous suffit donc de démontrer que l'homo-

moruhiame A.* it"1"* P—-*N' est ultraf aiblement continu; étant donné 

•5 ,1 e ^- , définissons Z , \ £ ^C par 

r^ "' *-« A fr 
*(«)«( » *! (O - V. -1 r**r ̂ ut ï e G> 

si y * £ I'U £ W*(M' ,G, O" ), on a, pour tout t £C, 

<fc(y)?)(t) = 1.6-J-1(X;) M s - U ) = ^ . ^ ( ^ ) ¾ 

et 

(S(y)îlî ) - E < <-i(^)^ I v*j) 

- (A.(y) - 3 ^ ) 1 

d'où on déduit la continuité ultrafuible de /L . On voit ainsi que 

A. est surjectif ( A-(P) est une algèbre de von Neumann qui contient 

(N1) ) et que son noyau est un idéal bilatère tr-fermé. On a démontré: 

Proposition II.3. A. est un homomorphisme -r-continu de W*(M'.G. a") 

sur N': il existe un projecteur p du centre de 

W*(M'.G. ff') tel que A, induise un iaomorphisme 

de pW*(M'.G, tf"1) Bur N'. 
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C o r o l l a i r e : S o i e n t M un f a c t e u r e t G un groupe f i n i opé ran t 

par automorphismea e x t é r i e u r s dana M. Alo r s N = M 

e s t un f a c t e u r . UQN' = C l e t t o u t e sous-W*-a lgebre 

L t e l l e nue NCLCM e s t un f a c t e u r . Si II. e t H 
H H 

son t deux s o u s - g r o u p e s de G t e l s que M " 1 = M L 

a l o r s U = H 2 . 

Démonstration : En effet, dans ces conditions W ^ ( W 1 G , <r ' ) est 

un facteur et A. un isomorphisme de Ä'*(H', G, o* ' ) sur N 1; les deux 

premières affirmations découlent alors de la proposition 1.3. Enfin 

L est un facteur car L^iL' C UIfI1 = C 1I et si H est un sous-

groupe de G, (M*1)' est l'image par A. de la sous-algèbre 

{yeW*(M',G, ¢"') I (yju ) = 0 pour tout s ̂ H | isomorphe à 

W*(M',H, O-J'J). 

Remarque _!! .2. Lorsque U est un facteur H 1 , ce corollaire se 

trouve dans un article de M. Nakamura et Z. Takeda [ l], dont nous 

avons ici quelque peu généralisé la méthode. En utilisant des pro­

priétés attachées plus étroitement aux facteurs H 1 ( I a trace finie 

ou la simplicité algébrique) les auteurs montrent que toute sous-

algèbre de M contenant N eat de la forme IT où H est un sous—groupe 

de G, etabiissant ainsi une correspondance gaio ìsienue entre les 

sous-groupes de G et les sous-algèbres de M contenant N. Nous 

n'avons pas pu établir, pour un facteur quelconque, la surjectivité 

de 1 'application II i—* M . 

Remarque „II.3• Les hypothèses faites par Nakamura et Takeda Cl] 

leur interdisaient de considérer des groupes G infinis. Nous pouvons 

affaiblir ces hypothèses et établir un isomorphistne A. entre N' et 

W*(M',G pc) sans restriction sur G; nous en déduirons plus loin un 

exemple de correspondance g&loisienne lorsque G est infini. 

2 cas : G groupe quelconque. 

Nous ne supposerons plus que G est fini mais nous ferons les deux 

hypothèses suivantes: 

(n4_): G opère quasi librement {par S-) dans M; 

(h„): il existe une projection positive normale fidèle 'if de N' 

sur M'. 
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Considérons sur W*(M',G, S*1) et sur N' les structures "M'-pré-

nilbertiennea" définies par <p et 1Jr respectivement ( <p désigne 

la projection positive normale fidèle de W*(W ,G, «* ' ) sur M' ; 

voir § 1,¾.); nous noterons C ^ et Cur les topologies associées. 

Notons que {v J est un système orthonormé dans N'; en effet, pour 

tout I ' Ê M ' et tout s £ G, s / e, on a 

t(vg)ï' » <4Mvs*') = ^(e-8(ï')va) - F8(X-) 4r(va) 
d'où 

1^(V8) - O ù cause de l'hypothèse (h±); on a donc (V [v ) = 

r(VaV*) - UT(V84-1) • 0 il s / t et <
VJ V

8)
 = £"<*) " 1-

Considérons les sous-algèbres involutives s"-denses K(G1U') et 

(N') de W*(H',GJ <?•) et N' respect ivement; on définit un homo— 

morphisme d'algèbres involutives A.s de K(G,M') sur (N
1) en 

posant 

A.- ( £, x'u ) •= L x'V (somme finie) 0 IeG » a ieG 8 9 

on voit immédiatement que A.,I M' = id^, et £"»A- a <̂ >fK(G,rt') d'où, 

pour y^y„ CK(G1Il)1 l'égalité 

A,0 est donc injectif et se prolonge de façon unique eu un iso-

morphisme A- de W*(M',G, 6"') sur N', qui vérifie f /V - <$> 

On a démontré: 

Proposition II.'i. Avec les hypothèses (h*) et (h„) ci- dessus il 

existe un iaomorphisme 

/l : W*(il' ,G, s-') » N' 

tel que 

M t. x ' O - ILx'v 
«s 8 a rea 8 8 

(les sommes convergent pour les topologies "&& 

et C<>- respectivement). 

On en déduit, comme pour Ja proposition II.3-, le corollaire suivant; 

Corollaire : Dana les conditions ci-dessus on a MflN'° Z(M). 

Z(N) P Z(M) donc N est un facteur si et seulement 

si G opère ergodiquement dans Z(M). Si H. et H 

Bont deux sous-groupes de G tela que MH*- MH* alors 

U 1-JI 2. 
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EXeMpIe1 li. 1. 

Soient G un groupe discret denombrable et U la W*-algèbre abelienne 

Ip. On définit un homomorphisme 6 de G dans Aut(M)en posant 

6* (a)(t) - a(a-1t), pour e£U et s,t € G. En particulier, si e. e M 
& ti 

est la fonction caractéristique de t, on a S' (e.) • e ,; les 
S t St 

e (t e G) étant les projecteurs minimaux de M on en déduit que l'action 
f de G dana U est quasi libre. 

Posons $t = 1„ et identifions M avec la sous-algèbre de L(ê£) formée 

des opérateurs de multiplication par les éléments de M; WIi est alors 

une sous-algèbre abelienne maximale de h{^C) et il existe une pro­

jection positive normale fidèlu if du L(PC.) sur M, définie, pour 

tout x£L(#f), par ^(x) c I. e ie (convergence forte), i.e. si 
{E.} est la base orthonormée canonique de 3£ , e £ « £ *£*> alors 

t*£t U t ) si s - t 
(^(X)£t|e|) - i 

Soit st—»U la représentation régulière gauche de G dans ^C ; on 

voit facilement que 

ff (a) - U aü* 
B * ' S S 

pour tout B 6 G et tout a€ M. Notons que M •= M', C - C et N - MG - C-* 

On t i r e a lors de la proposition 11,4. que L(ê£) est canoniquement 

isomorphe à I * ( M | C , f ) ; en p a r t i c u l i e r , tou t Ï Ê L ( ^ ) s ' é c r i t de 

façon unique sous la forme: 

* - £. a U 
seG 8 s 

avec convergence pour la topologie_Cip; les coeff iciente a dt* x 

sont déf inis par a • xT(xU*)p i . e . s s 

•.<*' - <I£s-xtl£t> 
pour s , t e G . Grâce au théorème de Bell inger-Toepli tz on peut d ' a i l l e u r s 

ca rac t é r i s e r les familles { a ( qui correspondent aux éléments de 

Ii(3f): la famille {& \ r d'éléments de M déf in i t un élément 

x £ L{X ) , par i •> £ a U , s i et seulement s i les conditions suivantes 

sont s a t i s f a i t e s : 

(1) Z. la. { t s ) l* < «*» pour tout s£ G; 
c — -~ % —————————————————————————————— 

(2) Z I ^_? t(s)3_(t-_1_s)| l_< r__pour_tout_^f_^_. 
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Sans le cas particulier où a * X € C , pour tout e £ G, on retrouve 
8 S 

la caractérisation bien connue des éléments Ï C U ( G ) : 

(I)- ç j v 1 < " > 
( 2 ) ' E l L \ ^ ( t - ^ s ) I1- < -* p o u r tout ! e It ; 

i.e. la fonction X : tn->, appartient k 'PC et, pour tout % € ~K , 

le produit de convolution X»% appartient à "$£ . On a le diagramme: 

L(«î 

O -N, 
£ 

Notons que ^f(JLa U ) - a , donc que T => If |U(G) est la trace 

canonique sur U ( G ) . 

Ce diagramme rend "naturelle" la caractérisation suivante des 

groupes aiaenables (voir Sakai [l], Prop. 4.4.21 et Tomiyama [l], 

Prop. 7.4.) et permet de préciser la relation liant P à f: 

Les affirmations suivantes sont équivalentes : 

a) G est anenable_i .e. il existe un etat G-^nvar^ant <j> sur lp; 

b) il existe une projection P de corme un de L(#) sur U ( G ) , 

Si ces conditions sont réalisées on a, pour tout i *> E. a U £ L ( Ä ) , 

P(Haaüa) - IfL1)U, 

Pour voir que b) implique a) il suffit de poser y(a) • r( p( a)) 

pour tout ac 1 ; on utilise ensuite la positivité de P et la re­

lation P( & (a)) - P(U aU*) - U P(a)U*. Inversement supposons G 
S 9 9 S S 

amenable et aoit si—*V la, représentation régulière droite de G dans 
s 

3¾ . Pour tout x •» L a U C L(^?), la forme sesquilinéaire sur X 

B( $ .¾ ) - <f { Sh-^(V8xV* % \«l ) } 

est continue; il existe donc y C L(3f ) tel que B( | ,\ ) - (y % \ \ ) 

pour tout couple Ç ,̂  de vecteurs de?£. La décomposition y * Z. b U 

est donnée par 

M { ' H ( i Ê r l t r | c t r ) } 

c a r Vr e t " £tr-i : c o m i n e ^1 6 « - * t ' £ t^ " N ^ o n * 

b ( t ) = <p { r i - » a ( t r ) } - y ( a j 
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pu i sque y e s t G - i n v a r i a n t . On v o i t a i n s i que b = y (a ) £ C 

donc que V € U ( G ) . POBOUB y « P ( x ) ; i l e s t c l a i r que P ea t une 

p r o j e c t i o n de L(Pi) su r U ( G ) e t que 11 P(x) Il 4 il x il c a r , pour 

t o u t ï € 2£ , on a 

d ' o ù UP(x>ÏH ^ HxIIUiU-. 

Notons que l e p r o d u i t c r o i s é L(1X) = W^M1G1C ) montre que la p r o ­

p o s i t i o n I I . 2 . peut ê t r e f a u s s e l o r s q u e l ' h y p o t h è s e de G - f i n i t u d e 

n ' e s t pas s a t i s f a i t e . 

Remarquons enf in que nous avons l à un exemple d ' une a l g è b r e U1 d ' u n ' 

groupe G e t d 'un homomorphisme s :Gt—*Aut(M) qui v é r i f i e n t l e s 

c o n d i t i o n s de l a p r o p o s i t i o n I I . 4 . mais pour l e q u e l on n ' a pas de 

cor respondance g a l o i s i e n n e : l ' a p p l i c a t i o n G1I ^ 11 1 e s t i n f e c t i v e 

mais non s u r j e c t i v e . Prenons G = TL e t G = a l ; M ^ e s t a lorB 

l ' e n s e m b l e des f o n c t i o n s a € M qui son t c o n s t a n t e s su r l e s c l a s s e s 

8 -f n Z (s É 2 ) ; or M c o n t i e n t d ' a u t r e s sous-W*-a lgèbres que l e s 

M " ( Q € 2 ) , par exemple 

L - { a e M j a ( o ) - a ( -L ) } 

Nous allons voir maintenant un exemple où la correspondance ga­

loisienne a lieu. 

Exemple II.2. 

Soit G = H xd K un groupe dénombrabie, produit semi-direct des 

groupes n et K, rf étant un homomorphisme de K dans Aut (H) I donc 

G est l'ensemble des couples (h,k) C H x K avec la loi 

(h,k)(h\k') - (h«k(h'), kk'). 

Noua i d e n t i f i e r o n s H au sous -g roupe ^ ( h , e ) h.€H j de G e t K 

au sous -g roupe { ( e , k ) \ k € K > ; H e s t un sous -g roupe d i s t i n g u é de 

G e t G/H = K J . Nous supposerons que << v é r i f i e l a c o n d i t i o n 

s u i v a n t e , pour t o u t h £ H e t t o u t e f k Ç. K, l ' e n s e m b l e 

J 0 ( J h ) - 1 hob J h e H } 

e s t i n f i n i . 

Ces conditions sont vérifiées en prenant H = Q , K = <Q_ et 

°Ck(n) - kh. 
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Soient A « 1_ et B • 1 qu'on identifiera à la aous-algebre des 

fonctions a€A qui ne dépendent pas de la 1 variable i.e. qui 

sont constantes sur les classes modulo H. Soient U et V les re­

présentations régulières gauche et droite de G dans 1X • lpp 

U(G) et !/(G) les algèbres de von Neumann qu'elles engendrent dans 1A 

A et B seront également considérées comme des algèbres de von 

Neumann dans Ä (cf. exemple l). 

Soit M 1 'algèbre de von Neumann dans 3? engendrée par Ute) et B. 

Tout élément x£M s'écrit 

x - E. b U 
I(& 8 9 

avec b € B e t sommabi l i t é pour £ . ( c f . exemple l ) . Pour t o u t 

k e K on a V(t[h, M V^}* - M c a r V(O0 B ^ 0 * - B e t ^ , U ( G ) \f,w* - U ( G ) 

[ on a (h*,k*)(e,k) ° (h'.k'k) ] . Posons pour x £ U 

k̂ W - W V * ; 
Z est un homomorphisme de K dans Aut(M). Cette action est-elle 

quasi libre? On sait qu'il est équivalent de savoir si l'action 

de K dans Aut(U') est quasi libre. Déterminons M'; pour aEA on a 

1'équivalence 

a e B «H- V((t) a \r * = a pour tout h € H, 

car (h'.k'Hh.e) - (h'<x (b) (k ' ). Donc si Ï C L ( * ) , X - L a U S, 

on a 

i E M « a € B pour tout s € G 

4=> X«,*) a 8 Yt0*
 E a

s Pour tollt s £ G et tout h e H 

4$ vrt«i x v(*ti* - x Pour t o u t b £ B 

-**• r€ V(H)*. 

Donc M' = V ( H ) . D'autre part x' est donné par 

i.e. t' est 1'automorphisme obtenu par prolongement de c< à 

V(H) (cf. § II.2.). L'hypothèse faite sur <x ainsi que la propo­

sition II.2. montrent alors que x' (k / e) opère quaBÌ librement 

(M' » V(H) est K-finie car la trace canonique est K-invariante). 
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L'algèbre N des points fixes de U par x s'obtient facilement: 

si x - I b II CM vérifie 
s s 

Z. (x) = H V, . h V . * U - x 

pour tout keK, on a, pour tout s G G, 

V b V * « h W ) Ds Vta Ds 
(eme 

et i€U(C). On a donc N = U ( G ) . 

i.e. b ne dépend pas de la 2 variable; mais alors b « 7< e. C 
s a s 

Comme N' = V(C) eat une algèbre finie avec une trace normale finie 

et fidèle, il exiate une projection positive normale et fidèle 

de N- - V(G) sur M' - V(ll) (Sakai [l], Prop. 4.4.2?). 

La proposition 11.4. s'applique donc et donne: 

1) un isomorphisme canonique N1 = V(G) = 1V*(M' ,K, r' ) 

= W*(V(ll) ,K, C ), ce qui n'est pas nouveau: on a toujours un 

isomorphisme 

quel que soit le produit semi-direct P \ à ; mais en géné­

ral, A n'opère pas quasi librement dans V(P ) par •< . 

2) un exemple de correspondance galoisienne: supposons que H 

est un groupe ICC; on en déduit que 

a) H- = V(a) est un facteur ÏIi( 

b) M est un facteur H0., 

c) N' • W*(H',K,T') est un facteur (car M* eat un facteur 

et K opère quasi librement; Prop. 1.5.), 

d) G est ICC et N* est de type H 1 , 

e) N est un facteur H 1 . 

Comme M' est un facteur H 1 et K opère quasi librement dans 

M' on sait (M, Nakamura, 2. Takeda[2], Thm. 2) que toute 

sous-algèbre L' vérifiant H'c L'C N* est un facteur de la 

forme 

L' « {*'cW*| Cw|%)-osi 1ItIt1JS W
1-Cn',K.,-c,) 

où K1 est un sous—groupe de K. 

Ma is alors 

L = M ^ 

i.e. toute aous-algèbre L vérifiant N C L C M est un facteur 

de la forme KT"1, K1 sous-groupe de K. Par le corollaire de 
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la proposi t ion I I . 4 . le sous-groupe K1 est unique; on a 

donc une correspondance galoisienne entre les SOUB—groupes 

de K et les sous-algèbree de M qui contiennent N - a , 

On prendra par exemple pour B le sous-groupe de <=r(Z) 

formé des permutations qui l a i s sen t fixes tous les éléments 

sauf un nombre f in i d ' en t re eux, e t pour K le sous-groupe 

cyclique de G ( Z ) engendré par l 'élément ff défini par 

<*(n) = n + 1. L'homomorphisme °< : K —> Aut(H) sera donné 

par «em (TC) - 8""1T r"". 
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Chapitre III : UNE CORRESPONDANCE GALOISIENNE POUR LES 

W*-ALGEBRES 

Introduction. 

Une théorie de Galois pour les groupes finis d'automorphismes 

extérieurs des facteurs H 1 a été faite par M. Nakamura et 

Z. Takeda [l]. D'autre part, en algèbre pure, S.U. Chase, 

D,K. Harrison et A. Rosenberg [il ont obtenu une théorie de 

Galois pour les anneaux commutâtifs. En essayant d'appliquer les 

méthodes algébriques à l'étude d'un groupe fini G d'automor­

phismes d'une W*-algèbre H, nous avons vu que la notion impor­

tante était celle d'action presque libre du groupe d'automor­

phismes. Sous cette seule hypothèse on peut en effet démontrer 

le "théorème fondamental de la théorie de Galois", qui établit 

une correspondance biunivoquc entri.' lea soua-groupos de G et 

certaines sous-algèbres, dites G-=libres, de U. On peut consi­

dérer notre résultat comme complémentaire de celui de M. Naka­

mura et Z. Takeda: leurs automorphismes sont extérieurs sur des 

facteurs alors ijue l'action des nStres sur le centre de M est 

très importante. Il reste à découvrir une méthode générale, en­

globant les deux situations. 
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§ I I 1 , 1 , Exemples et d é f i n i t i o n s . 

Nous e ornisene ero ns par donner deux exemples simples d'une 

W*-algèbre munie d'un groupe d'automorphisoes: 

Exemple I I I . I . 

Soient A la W*-algèbre commutative 

le groupe cyclique d 'ordre 4. L'action de G dans A est déf in ie , 

pour a - (a.,, a u a , , a j e A par 

6"(a-,. «il a i . *«,) " ( » m ai> ß l f
 ai) 

Les sous—groupes de G sont {il , G1 = ̂
-1,0,1) et G; les sous— 

algèbres des points fixes correspondantes sont A = A, 

AG" « [ a G A 1 a^= aJ( a ^ a j et AG = £-l . 

Exemple 111,2. 

Prenons pour A la même ft**-algèbre que ci-dessus et pour H le groupe 

de Klein. L'action de H = {•*-.*., .^..^j} dans A est déf in ie , pour 
a = (a, . \ , a j . a,,) e A, par 

\ Ca) - (»j.. a , . a j . a J 

M a > - (a n , a i P ^ , a3 ) 

Tj(a) - U 1 . a , , a , , a
3 ) . 

Les sous-groupes de H sont {-l} , H,, - {î.T.J , H1 n ^ T 1 1 - J , 

H3 = {*ï,i]J et Hj et lea sous-algèbres correspondantes A'*' = A1 

AH* o { a | a , - a , } , AH* - ^a | a , - a , } et AD' - [a | a , - a,,*, = . , J - AH. 

Dans ce deuxième exemple il est impossible d'obtenir une correspon­

dance galoisienne bijective entre les sous-groupes de II et certaines 

sous-algèbrcs de A. Le premier exemple est à cet égard plus encou­

rageant: on peut espérer caractériser les sous—algèbres de A de la 

forme A * qui correspondent biunivoquement aux sous-groupes de G. 

Nous allons voir que ce problème admet une solution assez satisfai­

sante pour les groupes finis d'automorphismes d'une W*-algèbre. 

Dans toute la suite M_désignera_une W*-algèbre, Z le centre de M 

et_G_un_grouge_f^ni^ d^automorghismes de M. Rappelons que G opère 

presque librement dans U si, pour tout 9 £ G1
 f / e, et tout pro­

jecteur pe î , P r O . il existe un projecteur q £ Z tel que 

0 < q < p et ff{q)q - O. (cf. § 1.4. Application,!)). 
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Remarque III.l. D'après B. KaIIman [I]1 dire que G opère presque 

librement dans U équivaut à dire qu'il n'existe pas de décomposition 

Remarque III.2. Soit A comme dans les exemples ci-dessus; notons 

ê  , et, e3 , ê  ses projecteurs minimaux i.e. e., = (l, 0, 0, O) etc. 

Pour tout <t = 1,2,3 et tout i = 1,2,3,¾ on a ff*[e .)e. = 0 donc 

G opère presque librement dans A; mais H n'tfpère pas presque libre­

ment dans A, car ^(6,Je3 = e, . 

Définition; Une soua-W*-algèbre L de M sera dite G-libre si pour 

tout s € G j ou bien <r 1 L = 1, ou bien, pour tout 

projecteur p € ZHL, p / 0, il existe un projecteur 

q e Z O L tel que 0<q ̂  p et G-UJq = 0. 

Remarque III.5. Si G opère presque librement dans M alors M est 

G-libre; même dans ce caB une sous-algèbre L de M n'est pas néces­

sairement G-libre; dans l'exemple III.I. la sous-algèbre 

B ™ [ a C A | a1 =ftj, &j = a,] n' est pas G-libre, car p n e, + e, 

eat un projecteur minimal de B et p s"(p) • et ̂  0. 

Proposition III.1. Soit L une sous—W*-alflèbre G-libre de M. Il 

existe une famille {q. J . de projecteurs de 

ZHL, orthogonaux deux à deux et de somme 1 ,_ 

telle que, si g~ £ G et e~1 L ̂  1, on ait 

6~(q . )q . " Q pour tout i £ I. 

Démonstration : Soient ¢̂  , s*t ,-•- ,*, les éléments de G qui sont 

différents de 1 * identité sur L. L étant G—libre, il existe 

- un projecteur f̂  £ ZfïL tel que 0 < f̂  4 1 et «"„(f., ) f, •» 0, 

- un projecteur f € ZnL tel que 0 < S1^f4. et S-Jfx) fa - 0, 

- un projecteur fs £ ZfI L tel que 0 < f, 4 f(., et S-Jf1 ) f ( = 0 . 

Comme f ^ f . pour tout i = 1,2,...,s , on a 
s i r ' ' ' ' 

6-.(f )f = 0 - . ( f . f ) f . f = 6 - . ( f . ) f . ff-t* ï* - 0 . 
I S S 1 * 1 S 1 S 1 X 1 1 1 S ' S 

Posons H1 » f ; qn e s t un p r o j e c t e u r non nul de ZHL e t 

6^-(¾,,)¾,, = 0 pour tout i = 1 ,2 , . . . ,8 . Si qn p 1, on recommence 

la construction en partant de 1 - q^, ce qui fournit un projecteur 

non nul q % £ ZfIL t e l que Q <q .̂ 1 - q,, e t 6* . (q ) q - 0 
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pour tout i • 1,2,...S. Si q, / 1 - (J1, on recommence avec 

1 - <k< - <»x.
 etc-

Corollaire: Si G opère presque librement dans M. il existe une 

famille (p. 1 j_e j- de protecteurs de Z, orthogonaux 

deux à deux et de somme 1. telle que, pour tout i€ I 

on ait 
IT-I f p. Sl 

. ( P 1 ) P 1 • { ; . 
L 0 31 ff/ 1 

Remarque 111.¾. Soit N » M la sous—algèbre des points fixes de 

M par G. Les p. forment un système de générateurs "en topologie 

ultraforte" du N-module à gauche M. En effet, considérons xefct 

et posons, pour tout i € I, 

x = L (T(Xp,); i «-es i 

on a xAe N et x.p. - .£ 5"(x) 6"(P1)P1 - xpj, à'où. 

x - L x p 
ici i 1 

(convergence ultraforte). Notons que cette écriture n'est pas 

unique: si x • Ly-P- o n a seulement y.p. ** x.p. pour tout i£ I, 
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§ I I I . 2 . Correspondance g a l o i s i e n n e . 

S o i e n t M une W*-algèbre , G un groupe f i n ì d 'automorphisraes de M e t 

N - M l a sous-W*-algèbre des p o i n t s f i x e s de M par G. 

Théorème I I I . l . Supposons que G opère p resque l i b r e m e n t dans M. 

I l Y a co r re spondance b iun ivoque e n t r e lea sous» 

groupes H de G e t l e s s o u s - W * - a l g è b r e i G - l i b r e s 

L de M qui c o n t i e n n e n t N. C e t t e co r respondance 

e s t donnée u a r 

H H I i " • ( i C U [ 6~(x) "X, « Ï Ê H ] 

L h-» GL - (S - CG I <r(x) - x , Vx € L } . 

Démons t r a t i on : 

a ) S o i t L une sous-W*-algèbrc G - l i b r e de U, c o n t e n a n t N. Posons 

H •> G, •= { <r€ G \ <r(x) = x, V x e L ] ; H e s t un sous -g roupe de G. 

Montrons que M = L. I l e s t c l a i r i^ue Lc iT . Comme L e s t G - l i b r e 

i l e x i s t e ( P r o p o s i t i o n I I I . l . ) une f a m i l l e { l ; } ì e T **e p r o ­

j e c t e u r s de ZOL, or thogonaux deux à deux e t de somme 1, t e l l e que , 

pour t o u t j €. J . S o i t x € M ; on a x = " ÌH | "£ Ì , X C* ' t où [H| d é s i g n e 

l e nombre d ' é l é m e n t s de H- Donc, pour t o u t j e J , on a 

^i - ïrrr £HXW<U - n M ^ ^ ^ i i ^ i 

- iïïT C.6 ' f r i n i i I i - TPÛ fcft'1i^i • 

Maia |tì *Ç"s ff^ip a p p a r t i e n t à N = M , donc x q . e L . Comme 

X - L XQ, o n a x G L . Donc M c L . 

b) S o i t II un sous—groupe de G. Posons L = M11 e t H' - G. - {ffÉ&|ffGO-x(*«L}. 

Montrons que H = H' e t I1Ue L e s t G - l i b r e . Tout d ' a b o r d i l e s t c l a i r 

que HcU* e t cju-e. M^ " M •• L. Cons idérons l e s deux a p p l i c a t i o n s 

s u i v a n t e s : 

4>: M—>MH • L d é f i n i e pa r <£(x) = —r L. x(x) 
Hl « H 

e t 

* ' : M-^M H '= L d é f i n i e pa r <f>'(x) = ^ E-, f W -

< |̂ [ r e a p . ^ 1 ] e s t u n e projection H-invariante [reap. H'-invariante 1 
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de M sur L. Comme HcH 1, cfi' est H-invariante et on ar pour tout 

D'autre part c£>'(e£>(x)) = <p (x) car <p(x) Ç. L1 donc on« <p »<£>'. 

Soit p un des projecteurs de la famille { p } définie dans le co­

rollaire de la proposition III.I; on a 

(p(p)v » 4?'(P)P; 

mais d ' au t re par t : 

d'où |II | = |H'l e t donc H = U ' . 

Montrons maintenant que L est G- l ibre . Soit [ p . | i t I la famille 

de projecteurs de Z définie dans le co ro l l a i r e de lu proposition I I I . I 

Posons, pour tout i ç I , 

T I 

p.' appart ient à ZnU = ZOL et comme 

0-,(P1) ^j(P1) » «"x L ^ n ( P 1 ) P 1 ] " 0 

si Ŝ  ( F1GG, ff / «^ , on voi t que p / est un projecteur . Pour tout 

S" B G, on a 

«•(KU'; - £„«<»'>&«M 

mais o-cfp.) f(p.) n 0 sauf si Ct = p . On voit donc que 

fp.' ai e-CE 
6T(p!)p» - * 

1 J Ô si a-* H. 

Soient 6" £ G t e l que e* | L / 1 et e Ç ZfI L un projecteur non nu l . 

I l faut trouver un projecteur f £ Z A L te l que 0 ^ f i e e t 

r ( f ) f « 0. Comme e ^ O1 i l exis te i £ I t e l que ep. / 0; on a 

a aussi ep'. f 0 car. p. ^ p? . Posons f = ep! ; f est un projec­

teur de Zf) L, 0 < f ^ e et 

ff(f)f - 6-(ePi ' ) ep.' = 6<e)e (T (p.' )p . ' = O 

car 0" I L / 1 est équivalent à fi"^ H. Ainsi L est G-libre et le 

théorème est démontré. 
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Le cas des sous-groupes distingués est réglé par ia proposition 

suivante : 

Proposition IXI.2. Plaçons-nous dans les hypothèses du théo­

rème III.1. Pour qu'un sous-groupe H de G 

soit distingué il faut et il suffit que 
il 

L = M soit globalement fixe par G. Alors 

G/Il peut être considéré comme un groupe 

d'automorphismes de L; G/H opère presque 

librement sur L et L ' = N. 

Démonstration : L'équivalence 

11 distingué ¢=^ S(L)cL, pour tout ff€G, 

est classique; on en déduit alors que s" i ) cr\l* est un homo-

morphisme de G dans Aut(L), de noyau 11; son image est un groupe 

d'automorphismes de L, isumorphe à G/H. Comme ci-dessus pour 

"L est G-libre", on voit que ce groupe opère presque librement sur L, , on volt que ce 
> • , G/ii „ 

lair nue L ' = N. 
Enfin il est clair q 

Remarque III.5, Les résultats de ce chapitre restent, valables si 

on prend pour U une AW*-algèbre. 
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