| SUR
LES SYSTEMES HOLOIDES
'DE TRITETTARIONS

THESE

PRESENTEE A LA FACULTE DES SCIENCES DE L’UNIVERSITE DE NEUCHATEL
_POUR OBTENIR LE GRADE DE DOCTEUR ES SGIENGES '

PAR

HERBERT ORY

LICENCIE ES SCIENCES MATHEMATIQUES

S

LAUSANNE
IMPRIMERIE LA CONCORDE
* 1924



La Faculté des Sciences de I'Université de Neuchitel, sur le rapport de
M. R. Fueter, professeur i I’Université de Zurich, et de MM. L.-G. Du Pasquiea
et L. GaserEL, professenrs & I'Université de Nenchétel, autorise I'impression de la
présente thése, sans exprimer d’opinion sur les propositions qui y sont contenues.

Neuchatel, juin 1923,
Le Doyen :

A. BerTHOUD,



j mar.z choee ‘pm%.aaeuc,.
Honsican L.Gustase Do Fosguier,
‘%{nﬂm;e d ;%clueadc mnnawdancc

%;&;J @“#



L’idée du présent travail m'a été suggérée por
Monsieur le professeur L.- GuSTAVE DU PASQUIER.

Je tiens @ luv exprimer tci ma vive gratitude pour les conseils qu'il a bien
voulu me donner et pour l'intérét gu'il m'a toujours témoigns au cours de mes travauz.

HERBERT ORY.



SUR LES SYSTEMES HOLOIDES DE
TRITETTARIONS

INTRODUCTION

1. On appelle systéme de nombres tout ensemble &’éléments sur- lesquels on a
défim Pégalité el certaines opérations de calcul. On définit en général quatre opéra-
tions qu’on normine, par analogie avee I’ Arithmétique élémentaire, addition, soustrae-
tion, multiplication et division. Les définitions de I'égalité et de ces opérations doivent
satisfaire a certainés conditions qu'on treuvera développées dans des ouvrages spéciaux
auxquels je renvole le lecteur pour ce qui concerne ee point 1.

Considérens un systéme de nombres dont les éléments, nous le supposons,
se repreduisent par addition, soustractien, multiplication et division. Pour ériger
I'arithnomie de ce corps de nombres donné, on est obligé tout d’abord d’en séparer
les éléments en entiers et non entiers, puisque 'objet essentiel de toute thécrie des
nombres est ’étude des relations entre nombres entiers. Hurwitz 2 a découvert que
cette défimtion est impertante, car suivant la maniére dont elle est posée, 'arithnomie
qui en résulte peut étre simple ou compliquée. 11 a montré que les lois arithnemiques
qui régissent le corps des quatermons rationnels deviennent semblables 4 celles de
I'Arithmétique élémentaire, si la définition du quaternion entier est judicieusement
cheisie. Lipscuirz était arrivé & une arithnomie sensiblement plus compliquée 2.

! Voir par cxemple : H. Hanker, Theorie der komplezen Zahlensysteme, Leipzig 1867 ; Encyclo-
pédie des sciences mathématigues pures et appliguées, éd. frangaise rédigée sons la dircction de J. Movk,
Tome I, vol. 1, fascicule 3, Paris et Leipzig 1906. .

® A. Huawirz, Uber die Zahlentheorie der Quaternionen, Nachrichten der kanigl.
Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Math.-physik. Klasse, Heft 4, Gottingen
1896, : .

Hurwitz a développé les idées exposées dans ce mémoire et donné les démonstrations
dans son dernier livre, Vorlesungen iiber die Zahlentheorie der Quaternionen, Berlin 1919.

* R. Lirscuurz, Untersuchungen iber die Summen von Quadraten, Bonn 1886, Trad. francaise
par J. Morx dans le Journal de mathématigues purcs e¢t appliquécs fondé par LiovviLLE,
1ve série, tome 2 {année 1886), p. 373-439 : Recherches sur la iransformation, par des substilulions
réelles, d'une somme de deur ou de trois carris en elle-méme.
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Les travaux de Hurwitz ont attiré I'attention générale des mathématiciens. On
s’est demandé si, étant donné un corps queleonque de nombres complexes, on ne
pourrait pas définir le nombre entier d’une fagon telle que I'arithnomie basée sur cette
définition soit d’une simplicité analogue 2 celle de la théorie classique des nombres.
On a reconnu qu'il ¢n est effectivement ainsi dans un prand nombre de cas ; mais
la- définition appropriée de ce qu’il faut entendre par nombre « entier » demande une
étude préalable quelquefois assez longue.

M. le professeur L.-G. Du Pasquisr m’a proposé d’étudier 4 ce point de vue les
tritettarions .. 11 a lui-méme traité les duotettarions 2 et indiqué le cas le plus simple
possible oit peut se montrer I'influence de la définition du nombre «¢ertier » sur la
nature de Farithnomie qui en résulte 2.

2. Le but de la présente étude est donc la recherche de la définition appropriée
du tritettarion entier. Pour y arriver, je me suis basé principalement sur la thorie
des nombres de P.-Leseune Diricarer 4 et sur les travaux de M. L.-G. Du Pasomer
dans le domaine des nombres complexes généraux 3,

Aprés avoir rappelé quelques définitions et propriétés généralcs, je rechberche
le domaine holoide général, puis le domaine holoide maximal de tritettarions (on verra
plus loin les définitions de ces termes). Je parviens ensuite & la définition cherchée’du
tritettarion entier. J'al réussi 4 démontrer qu'on pent séparer le corps des tritetta-
rions rationnels d’une infinité de maniéres en tritettarions « entiers » et « non cntiers »,
de fagon & rendre I'arithnomie de ce systéme de nombres ennéacomplexes ¢ semblable
a FAnthmétique classique, abstraction faite des différences, -d"ailleurs trés profondes,
inhérentes 2 la nature méme des tettarions et provenant d’une part de la non-commu-
tativité de la multiplication, d’autre part du fait qu'un produit de tettarions peut
s"annuler sans qu’aucun de ses facteurs ne soit nul. En terminant, je démoutre que
les nonions de SyLvesTer sont un cas particulier des tettarions, ce qui confirme
une proposition énoncée par M. Du Pasquier, que tous les systémes de nombres
complexes 4 multiplication associative et liée 4 I'addition par la loi de distributivité,
sont des cas particuliers des polytettarions.

! La définition générale des tettarions (ductettarions, tritettarions, ete,, en général s-tetta-
rions) est donnée dans le travail de M. L.-G. Du Pasquier, Zaohlentheorie der Tettarionen, Viertel-
jahresehrift d. Naturf., Ges. in Ziirieh, Jahrgang 51, p. 55-130, Ziirich 1906,

? 1,.-G. Dv Pasquier, Uber holoide .Systeme von Diiotettarionen, Vierteljahrsschrift d.
Naturforsch. Ges. in Ziirich, Jahrg, 54, p. 116-148, Zirich 1909.

® L.-G. Du Pasquikr, Sur les nombres complexes de deuziéme et de troisiéme espéce, Nouv.
Annales de math. {4© séric) tome 18 (année 1918}, p. £48-461.

{ P.-Leseune Diricaier, Vorlesungen Uber Zahlentheorie, herausg. von R, DenEkxinn,
Braunschweig 189%. ’

¢ L.-G. Du Pasquier, Sur [l'arithmélique des nombres hypercomplezes, L' Engeignement
mathématique ¢ 18 (1916), p. 201-259,

— Sur la théorie des nombres hypercomplexes 4 coordonnées rationnelles, Bulletin de la
Soc. math. de France, t. 48 (1920) p. 109-132.

— Sur les nombres complexes généraur, Comptes-rendus du Congrés internat. des
math. & Strasbourg 1920, Toulouse 1920, p. 164-175.

¢ Du grec évvéa qui signifie 9.
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Comme le corps des duotettarions rationnels peut aussi étre scindé d'une infinité
de maniéres en « entiers » et « non entiers », le résultat obtenu permet de penser qu’il
en sera de méme des polytettarions quelconques. Et comme ceux-ci comprennent,

ainst que je viens de le rappeler, tous les systémes de nombres complexes & multi-
plication associative et distributive, ce résultat n'est pas dénué d'intérét.

L1

CHAPITRE PREMIER

Définitions préliminalres.

3. Définition des trifettarions. Un tritettarion ¢ est un nombre ennéacomplexe
de la forme
1..%

\\
t = ey + apte + agey + g8y + @565 - ages + @ey + aseg + ey = Lu %6,
‘ X

ol les ay sont des nombres réels quelconques dits coordonnées du tritettarion. Les neuf
symboles e, sont dits les unités relatives du systeme.

On peut représenter le tritettarion ¢ symboliquement par un tableau carré, od
la place occupie par chacun des nombres réels n’est pas indifférente,

f&], ag, Ay
b=y, %, %y
E7y gy Xy

Si les neuf coordonnées o, sont des nombres rationnels, le tritettarion lui-méme
est dit rationnel. Dans la suite, sauf indication contraire, nous ne nous accuperons
que de tritettarions rationnels,

Le tritettarion dont toutes les coordonnées sont nulles est appelé iritettarion
nul; on le représente par 0. 11 joue dans la théorie des tettarions un réle analogue 2
celui du zéro daus Varithmétique classique. C'est le module de 'additien, ¢t + 0 = ¢
quel que soit le tritettarion &

EganiTé By ADDITION DES TRITETTARIONS.

4. Egalité des tritettarions. Deux trittetarions ¢, et f, sont dits égauz, quand
leurs coordonnées correspondantes sont égales. Par coordomnées correspondantes
nous entendous celles qui, dans ¢, et {,, sont affectées de la méme unnité relative, ou
qui dans les tableaux carrés, occupent des places homologues.

Daés lors, une égalité entre tritettarions entraine neuf égalités entre nombres réels.
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. i..t 1.9
5. Addition. L’addition de deux tritettarions ™ {, = i ayey et £ = Bies
) A
est définie par P'addition des eoordonnées correspondantes.

&y, &g, A3 ﬁ];ﬁm ﬁ:i\ “1+61:“2+ﬁz,053+ﬁ3
Gt =S, as, w0 Py Py Be{ =+ Bar s+ Bs,r %+ s
7y gy % ﬁn ﬁs: ﬁs a?‘l‘ﬁ?:as‘{‘ﬁsa"{s"!‘ﬁaa

= E (e + Br)ey

L’addition des tritettarions est eommutative et associative. On voit, en effet,
en se reportant aux définitions, que

Lt =6L+4y
ht (et =@ttt

propriétés qui s’étendent 4 des sommes d’un nombre fini quelconque de termes.

6. Soustraction. Etant.donnés deux tritettarions f, et f,, on peut déterminer
d’une fagon univoque un tritettarion z tel que ¢, + = == #; ; par analogie avee I'arith”
métique ordinaire, on éerit & = t; — t, et I'on appelle z une différence de deus tritet-
tartons. Soustraire le tritettarion 4, du tritettarion f; , €’est trouver z tel que V'égalité
ci-dessus soit satisfaite. On obtient les coordonnées de =, en sonstrayant des coor-
données de ¢, les eoordonnées correspondantes de f,.

Il résulte de 1a que la soustraction est Popération inverse de 'addition.

MULT]PL]CATION DANRS LE NOMAINE DES TRITETTARIONS.

7. Multiplication des unités relatives. Tormons Je produit des deux tritettarions
1.0 1.9

"= 2 ey et iy = E Buex, d'aprés les régles de la multiplication algébriqune ordi-
i K
paire. 1l vient
1..94..9

1.9 1.0
Lty = Edtet . E Brex = E Z eif3kerer .
i k ik

Or, dire que les tritettarions doivent se reproduire par multiplication, e'est dire que
le produit de denx tritettarions doit &tre de nouveau nn tritettarion. Pour qu'il en
soit-ainsi, i faut et il suffit que le produit e;e, des deux unités relatives e; et e, (i, k =
1, 2, ..., 9) s’exprime en fonction linéaire des mémes neuf unités relatives,

par exemple : eiey = re, + rpep + ...+ rpey,

ol les rx sont 9 nombres réels. S’ n’en était pas ainsi, ere, eonstituerail un nouveau

* Le signe = (doublement égal} signifie égal par définition.
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symbole que I'on pourrait envisager comme une nouvelle unité relative, et 'on n’au-
rait plus un systéme de nombres ennéacomplexes. Il faut donc définir les 81 produits
eje; comme autant de fonctions linéaires des unités relatives e; ; en d’autres termes,
il fant donner 9. 81 = 729 nombres réels cixn, de fagon qu'on ait 81 égalités de défi-
nition : -
1.9

ey = cyaey + Cpa€r -+ cmey + ... 1 cipes = Eciknen-
. n
Dans le cas des iritettarions, les 729 nombres réels ¢mn ont des valeurs parti-
culierement simples : 27 d’entre eux sont égaux & 1 et les 702 autres sont nuls.

Les 81 produits des unités relatives sont indiqués dans le tableau de définition
snivant : '

(21 €p [ [F} eg Eg =) €5 €g

eylley|ex|ea|(0]010]010]0
es | 0] 010 e |eje] d]0]0
el 0101010

egllegbes | eg| O

esl0]0]0]e
el 0101010

e; | e; | e | e | O

0
el 000

0

0

€5

0] 0| ele| e
0
o

0

el olo]olo 0 e | es| e

Dans ce tableau, le produit eie, se trouve a 'intersection de la ligne por-
tant 4 gauche ¢; et de la colonne portant au haut ey ; par excmple; ee; = ¢ ;
€8s = €5; €; = ¢5; ¢; = 0 etc.

8. Multiplication des tritetiorions entre eux. Cela posé, le produit des deux tritet-
tarions t; et t, se forme selon les régles de I'algébre ordinaire, mais en tenant compte
du tableau ci-dessus. On a done

“131 + “254 + “3131 » 0&52 + Gzﬁs + daﬁa s. alﬁa + “zﬁe ‘f‘ ;?faﬁe

512 agBy + asfy + agfr s afe + oasfs + aefs,  aafls + asfs + a5
ai‘ﬁl + “Bﬁa. + “aﬁ? ) fz?ﬁa + asﬁs + asﬁs * “7.63 + “sﬁs + %69
Bizy + Baotg + Bz, Prag + Poas + farss  Paos T PBocts + Pae
tat; = 54“1 + Bseqg + Bear,  Baaz + Bsas + Bocts v Baas + foes + Pos

?

-67“1 + ﬁﬁai + ﬁQ“? »

Braz - Beas + Bocts

ﬁ:'“s + /39“6 + ﬁsﬂs-
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On voit par 12 que la multiplication des tritettarions se fait d'aprés la méme
régle que la composition des substitutions linéaires a trois variables homogénes.
Corollatres. 1° La multiplication des tritcttarions n’est pas toujours commu-
tative, en général ¢, 325 Ly, Si 4ty = Uuti, on dit que ¢ et t, sont permulables.
20 La multiplication des tritettarious est associative. On a

tr(tets) == (tita)ty.
3° La multiplication est liée '3 I'addition par les deux lois de distributivité
exprimées par les formules
Lite + 8) = titx 4+ tf
{te + i)ty = 4t + it

9. Nombres réels. Le tritettarion

1, 0, 0|
0,1, 0 =1¢ 4+ e+ ¢
0, 0, 1

P

est appelé tritettarion principal. On vérifie qu’il joue dans le systéme des tritettarions
le méme réle que le nombre 1 en arithmétique. C'est le madule de la multiplication.
On a :

ap = pa = a,
quel que soit le tritettarion . On peut douc identifier p avec 1 et écrire
ey + e5 -+ ¢ = 1.

1l suit de 1& que les tritettarions contiennent comme sous-groupe les nombres
réels. Tout nombre réel r peut se mettre sous forme de tritettarion :

r, 0, G
r=r(e,+ et o) =reg+res+re, =40, r, 0
: ¢, 0, r

10. Produit d’un tritettarion par un nombre réel. En appliquant la définition de
I'addition & la somme ¢ + ¢ + ¢ -+ ..... + ¢ formée de n tritettarions tous éganx & ¢,
on remarque que pour multiplier un tritettarion ¢ par un nombre entier positif n, il
faut multiplier chacune de ses coordonnées par n. En cherchant 3 généraliser ce théo-

" réme an cas ot n cesse de représenter un nombre entier positif, on est amené 4 poser
la défimtion suivante : Pour multiplier un tritettarion ¢ par un nombre réel r, il faut
multiplier chaque coordonnée de ¢ par r. Or, il se trouve que ce n’est pas la une

définition nouvelle, mais un cas particulier de la multiplication définie an §8; en
effet,

r, 0, 0) (e, a2, a3 Foy, Tog, Tag

rot=140, r, 0 4o, a5, ag| = T2y, To5, Tay
=

0, 0, 7/ lag, o, 2 ra;, Tag, Tap

1! s’en suit que #¢ = ¢r : tout tritettarion ¢ est permutable avec tout nombre
réel r. '
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11. Tritettarions transposés, adjoints, conjugués. Norme. A tout tritettarion ¢,
on peut faire correspondre un tritettarion fransposé {que nous désignons par.t‘) en
remplacant, dans le tableau des coordonnées de ¢, la ™ ligne par la :*=° colonne.
-Au tritettarion
Xyy dp, g
% @50 g
%y %, X9

it

correspond done comme transposé

Kyy &4y o7
I

&z, &5 &g
ag, o,
Nous appellerons adjoint de ¢t le tritettarion T dont les coordonnées

&)y oy, &g, oy &y 800t les mineurs correspondant & ay, ap, «3,..., a5 dans le déter-
minant A dont les éléments sont les coordonnées de t. En posant

ay, &gy g “;) 1;: “;
= = ! ! !
A= &gy G5, % |, OD & T = Gyy &gy Oy 2y
i i '
Xy, Sg, o 17, aB, ds
o
& ‘ ' e oy, &
o = 51 %4 ; “é = __ 4 O . et o = 1 %
1 = 9
&y, oy &7, % Xg; %

Le tritettarion T’ transposé de T est dit le conjugué de .

! ! i

%y Ky %y

= ] ' '
T'= {ay, o,
t ) !

Ayy gy O

Théoréme, Le produit d'un tritettarion t par son conjugué T' est un tritetta-
rion réel. En effet, on trouve (§ 8) -

ocla; + azaé + agay , 0 , 0
t. T = 1] , a4a:; + ayep + at&.a:; , 0
0 ! 0 » ey + oagey + ayay

Comme les coordonnées de la diagonale principale sont toutes égales & la valeur
du déterminant A ci-dessua défini, il vient

A, 0,0 1,0, 0
t.T"=10,A,0:;=A4A.0,1,0¢{=A.
0, 0, A 0, 0, 1

On vérifie que tout tritettarion est permutable avec son conjugué. Ce produit
ast donc univoque ; on l'appelle la norme du tritettarion ¢, en formule

Ney=t. T'=T'.t=A.
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La norme d’un produit de tritéttarions est egale au produit des normes des

facteurs :
Nia.b.e........m)= N(a}. N(b) . N(c}...... N(m).

Un tritettarion dont la norme est nulle est appelé diviseur de zéro *.

L

12. Frosenius ** a démontré un théoréme général dont on peut tirer comme

cas particulier I'importante proposition que voici: Tout tritettarion t= E rie

satisfait & une équation du 3me degré A coefficients réels, dlte éguation camctensﬂque.
On peut lui donner 1a forme

r: rg , rp—t

Grace A cette propriété, on peut réduire & une fonction quadratique de ¢ touta
fonction rationnelle entiére du tritettarion ¢, dés que son degré n > 2.

, DivisioN nans LE DOMAINE DES TRITETTARIONS,

13. Définition générale. Soient deux tritettarions ¢, et f,. Par suite de la noo-
commutativité de la multiplication, on peut définir dcux tritettarions, z et y, en
général différents I'un de I'autre, tels que

Lh=aly ; 4L =ty.

z est appelé le quotient @ gauche de t, par &y, et y le quotient d drotte de ¢, par t,. 11
faut done distinguer dans le domaine des tritettarions une division ¢ droite et une
division & gauche. On ne peut supprimer les mots « 4 gauche » et «4 droite» que si
les tritettarions et y sont égaux. La division qu’on vient de définir est I'opération
inverse de la multiplication.

14. Tritettarions réciprogues. Pour arriver pratiquement i détermiver z et y,
quotients & gauche et & droite dun tritettarion ¢ par un autre, commengons par iatre-
duire la notion du tritettarion réciproque. La théorie des nombres complexes ordi-

naires suggére I'idée de rendre réel le dénominateur de lafraction ;= ' en 'am-

plifiant par 77, conjogué de ¢, et de poser la définition suivante :

* L'expression « diviseur de zéro » est due & WrEiersTrAsS, voir Nachrichten Ges. Wiss.

Gottingen, 1884 p. 396 ; Werke 2, Berlin 1895, p. 311, — Lorsque ab = c et que les nombres
a, b et ¢ sont cntiers, on dit que a est diviseur de ¢. On étend cette définition an cas o e = § (ear
il pcut arriver que ab =.0, aveca # G et b = 0). 11 est naturel de dire dans ce cas gne a est d1nseu:r
de zéro.

** Frosrxius, Lber Iineare Substitutionen u. bilineare Formen, Journal de Crelle, t. 8¢,
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Lorsque ¢ n’est pas diviseur de zéro, on entend par tritettarion réciproque de t

le tritettarion
Tl’

=1 = —

N(t)

I} satisfait & ’égnation tt—! =1t—1 .t = 1.

15. Division d’'un triettarion par un auire. Reprenons l'équation {; = t,.
Multiplions & droite les deux membres de cette équation par t;!; il vient,

—1 —1 —
Liy" = att, = T,

Onad 4oz
n = U .
n & donce ' T Nit)

Le m&me procédé permet de déterminer y , quotient A droite de #, par ty. L'équa-
tion de définition t; = t,y devient '
1 1 4 Tétl.
-1t = —_— Yol T m——
'!2 1 tg. tzy Y, ou Y N(ta)

Les deux quotients x et y sont hien déterminés gquand 4, n'est pas diviseur de
zéro. Sity est diviseur de zéro, la division est en général impossible ; elle est indéter-
minée quand les produits 4 73 ou 7 ¢ sont nuls.

On ne peut supprimer les mots « & gauche » et « 2 droite» et parler du «quotient
de t, par £, » que lorsque ¢, est permutahle avee Ty ; c’est aussi dans ce cas seulement

. Ce i . .,
que le symbole ordinaire de la: division, t—l, a un sens déterminé,
2

16. Corps, module, domaine d'intégrité. Un ensemble constitué par une infinité
de tritettarions est dit un corps de iritettarions, quand les somrnes, différences, pro-
duits et quotients de deux tritettarions quelconques de cet ensemble appartiennent
au méme ensemble.

Deux ensembles de tritettarions sont dits égauz, s'ils contiennent les mémes
tritettarions.

D’aprés ces définitions, Pensemble des tritettarions rationnels forme un corps
de tritettarions ; nous le désignerons par }R}. Pour construire I'arithnomie de ce corps
il fant d’abord en séparer les éléments en « entiers » et « non entiers » (v. Introduc-
tion). A cet effet, procédons par analogie avec l'arithnomie classique. Les nombres
entiers ordinaires sont caractérisés par les quatre propriétés suivantes :

12 ils se reprodnisent par addition et soustracticn ;

20 ils se déduisent tous du nombre 1 par application illimitée de la soustraction.

39 115 sc reproduisent par multiplication ;

4% on ne peut pas, dans le corps de nombres considéré, élargir le systéme des
nombres entiers sans abandonner 'une ou 'autre de ces propriétés.

Nous rechercherons donc les systémes de tritettarions satisfaisant & quatre
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conditions analogues. A cet eflet, nous nous haserons sur les définitions suivantes * :

a) Un ensemble d’un nombre infini de tritettarions est dit un module de tritet-
tarions, quand toute sommc ct toute différence de deux tiritettarions de cet ensemble
appartiennent au méme ensemble.

b) On appelle domaine d’intégrité un ensemble [J] d'un nombre infini de tritet-
tarions tel que toute somme, différence et produit de deux quelconques d’entre eux.
appariiennent & ce méme ensemble {.J].

¢) Un ensemble E, module ou domaine d’intégrité, est dit fini, quand il est
possible d’y choisir un nombre fini de tritettarions ¢, &, ..., t,, tels que I'ensemble
des tritettarions

myty + mty + ... + m,t,

qu’on obtient en faisant parcourir aux m;(i = 4, 2, ..., 9) indépendamment les uns
des autres, la suite des nombres entiers de — o 4 4 o, soit égal précisément au
module ou domaine E en question. Les tritettarions ¢, ¢,, ..., ¢, forment alors une

base du module ou du domsine d’intégrité E. Chaque terme 2y, £, ..., ¢, est un
membre de la base.

d) Un domane d'intégrité [J] & base finie est dit mazimal, quand il n’existe
dans le corps |R{, aucun antre domainc d’intégrité fini renfermant tous les tritettarions
de [J] et, en plus, des tritettarions non compris dans [.J). *

Ezemples. Dans le corps des nombres rationnels, les nombres entiers forment
un domaine d’intégrité fim et maximal, de base 4, le seul maximal de¢ ce corps. De
méme, les nombres complexes ordinaires @ + bi, & coordonnées a et b entiéres forment
le seul domaine d’intégrité fini et maximal du corps constitué par tous les nombres
complexes gaussiens « -+ 3¢ & coordorinées « et 8 rationnelles.

Il résulte des considérations précédentes que les tritetiarions faisant partie du
domaine d’intégrité fim et maximal du corps | R} seront A envisager comme « entiers ».
Tls possédent en effet les propriétés caractéristiques : 1¢ de se reproduire par addition,
soustraction et multiplication ; 20 de constituer un domaine d’intégrité (M} fim et
maximal.

e) Dernitre condition: le domaine d’intégrité cherché devra renfermer le trit-
tettarion principal, c’est-2-dire le nombre 1 (§ 9). Pour arriver 2 une définition avan-
tageuse des tritetiarions entiers, nous avons donc 1° & rechercher quels sont les domas-
nes d’intégrité finis de tritettarions rationnels ; 2° & déterminer lequel d’entre eux est
maximal, éventuellement lesquels jouissent de la propriété de maximalité. '

* Les définitions a), b) ete) sont les analogues de celles posées par DrntcnzeT dang sa théoric des
corps algébriques. Voir Dinicnier-Denexixn, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Braunschweig 1894,
p- 435-457. La notion du domaine maximal, définition d), est due & Huawrrz.



— 17

CHAPITRE 11

Du domalne holoide le plus général de tritettarions.

17. Définition. Un ensemble composé d’une infinité de tritettarions est dit un
domaine holoide, quand il contient le tritettarion principal, qu’il a une base finie et
que ses éléments se reproduisent par addition, soustraction et multiplication.

Il est toujours possible de choisir dans un domaine heloide de tritettarions un
nombre fini de tritettarions, t;, f, ..., &, tels que le domaine considéré contienne
les seuls. tritettarions

myty 4 maty + ...+ mgt,
qu'on obtient en faisant parcourir awx m: (t = 1, 2, ..., n), indépendamment les
uns des autres la suite des nombres entiers de — o a4 4 oo,

18. Théorémes générauz. Commengons par rechercher tous les domaines holoides
de tritettarions du corps |R|.

Définition. On dit que r tritettarions t,, &, ..., f., rationnels ou non, sont
(linéatrement) Tndépendants, lorsquil n’est pas possible de satisfaire & I'équation

ot + ety + ...+ 2 te=10 (1)
par des nombres réels z;, 7,, ..., z- non tous nuls. Si, au contraire, 1l existe »
nombres réels z,, 2, ..., Z. non tous nuls et tels que I'égahité (1) soit satisfaite,

Pun au moins des tritettarions ¢ peut s’exprimer linéairement eu fonction des autres ;
on dit alors que les tritettarions sont {linéairement) dépendants.

Tout module fini posséde une infinité de bases. Scit [6] 'une d’elles, composée
des membres ¢, 4;,. .., t.. Quand ceux-ci ne sont pas indépendants, on peut réduire
la base [b], c’est-a-dire qu’on peut trouver, pour le méme module, une avtre base
ayant au moins un membre de moins que [b]. Si les membres de la base sont indé-
pendants, elle est dite irréductible. Dans ce cas, toute autre base du méme module
comprend au moins r membres.

Théoréme 1.* Dans tout module fini du corps de tritettarions |R}, on peut
choisir r £ 9 tritettarions, f,, 5, ..., ¢, de telle maniére que tous les tritettarions ¢
du module soient contenus dans expression

t = mty 4+ myly + ... 4 m.t,.,

ot les m: sout des nombres entiers (positifs, nuls on négatifs). Ces tritettarions ¢, ,
g, ..., &, peuvent 8tre choisis linéairement indépendants.
Théoréme 2. 11 est toujours possible de choisir les r £ 9 membres d’une base

* Pour la démonstration de ce théoréme et des suivants voir page 18, dernier rlinéa.

2



(45 tay ---, ;] d’un module fini de tritettarions de telle fagon que I'un de ces mem-
bres ne contienne qu'une seule unité relative, un autré seulement deux unités relatives,
un 3¢ an plus trois unités relatives, un 4™ au plus 4 et ainsi de suite. D’aprés ce
théoréme, les membres d’une base irréductible d’un module fm de tritetterions
pourront toujours se metire sous la forme suivante :

ty = ayey + fres + 710 T+ O167 -+ 6164 -+ Pr€s + 7165 + Prea + ez "

ty = agey + Baes + 728 + V267 + 24 + Qeeg + yats + ey
ty = agey + PBae; -+ valy T O3¢7 +-e3¢4 + O3€g + ¥afe
ty = agey + Byes + vaey ;050 + siey o+ Pats

(B): ty = aze; + Sgep + Vs€e T 8567 + 84

e = agey + 365 + ys¢0 T+ Oges
ly = aqey - Bres + w89
ts = x5y + Pye;
fy = a6y
ol ey, By, -5 My @3, <., &y Sont 4D nombres rationnels.

En supposant r = 9, nous avens pris d’embiée le cas le plus général.

Théoréme 3. Des 45 eoordonnées oy, f5,, ..., o qui figurent dans les membres
d’une base irréduectible (B), les' 9 nombres «y, B3, 77, 9%, &5+ Pa+ xar P2, M soDL
différents*de zéro. On peut en effet démontrer que si I'un de ces nombres était nul,
la base serait réductible, contrairement & I'bypothése.

Théoréme 4. Soit [T un module fini de tritettarions du corps | R}, ayant Ia base
(B). Toute base (B’) du méme module [T], pourra s’écrire :

= oty b myty + ity o+ prty + @it + rite  Sits + wis + ol
ty = Tty + myty + oty + pats + Gals + oty + Spts -+ ugty
t, = ity + mgty -+ ngts - pals 1 gaty - ralg + Syt

I

1 = Tty maty - naly + paly + qats + raly
(B'): 1 = t5 + mgty + ngty + pits + g5ty
¢ = ot -t mgt, <+ gty + pely

l

ﬂ

t, =t + myty + noty

1y = ity -+ myty

ty = -1y
ok my, ny, ..., ¢, ..., mgsont 36 nombres entiers qui peuvent &tre choisis arbi-
trarrement.

On peut démontrer ces quatre théorémes en se basant sur les méthodes déve-

* Clest 4 desszein que nows n’avons pas pris les unités relatives dans V'ordre e, ey, e3,..--, 25,
mais d’abord les unités €, e;, & dont la somme donne le tritettarion prineipal, puis lcs six autres
dans Vordre e,, ¢, &g, ¢4, €, €3. Aprés de nombrenx essais, nous avons constaté que los calculs deviennent
plus simples si I'on choisit cet ordre de suceession-la, 11 va de soi que I'on pourrait, ¢n prenant nn
autre ordre de succession, conduire les calenls de 9! = 362 880 maniéres différentes ct que le résultat
final devrait &tre essentiellement le méme. Mais en adeptant I'ordre de succession e, e, ... ) €y, I8
chemin 4 parcourir serait ineomparablernent plus long et les caleuls plus laboricux.
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loppées dans le mémoire déja cité de M. Dv Pasquizr *. On-y trouvera démontrés
les théorémes analogues dans le domaine des duotettarions. 1l est facile de les étendre
au cas des tritettarions,

Dv poMAINE HBOLOIDE,

19. Les théorémes énoncés ci-dessus sont valabies pour tout module fini de tri-
tettarions. Or, nous recherchons les domaines holoides, ¢’est-4-dire eertains demaines
d'intégrité. Pour qu'un moduole soit en méme temps un domaine d'intégrité, 1l faut
que non seulement la somme et la différence, mais encore le produit de deux quel-
congues de ses éléments fasse partic du méme module.

En d’autres termes : le moduje [T, de base finie (B), sera un domaine d’inté-
grité, si les produits t;t, de deux tritetiarions quelconques du module s’expriment
linairement en fonction des membres de la base, de sorte gue

Lt = myty + mgty + ...+ myly . (1)
ou les m,; sont des nombres entiers ordinaires, positifs, nuls ou négatifs.

Enfin, pour que le domaine d’intégrité soit holoide, 1l faut encore qu’il renferme
le tritettarion principal e, + e; + eg.

Les 81 produits ;6 {t, k = 1, 2, ..., 9) des membres de la base doivent done
pouvcir s’exprimer en fonetion des t; eux-mémes, conformément 3 I'équation (1).
Cette propriété. implique des conditions qu’il s’agit d’établir. A cet effet, formons
ces produits.

20, Calcul de tg et de tg. _

10 2 = ofe, doit s’exprimer linéairement en fonction des ¢, (i = 1, 2, ..., 9},
d’ol I'équation

adey = pity + pely -+ ...+ pals,
oh les p, sont des nombres entiers. La définition de 1'égalité (§4) entraine
pr=ps = ... = pg = 0, puisque les coeflicients correspondants doivent é&tre
égaux. Dés lors, il reste
afey = poly = pyagey , d'od

ay = py = nombre entier, scit g. Ce g doit étre différent de zéro (Théoréme 3).

On_a done
ty = gy

2° Formons les produits tyty, tyty et £f.
tyty = gey(aser + Pats) = gape;
Ce produit devant s’exprimer linéairement en fonction des #;, il vient
gagey = pit, + pit, + ... + pgly -

* L.-G. Dv pasquier, Uber holoide Systeme von Diiotettarionen, errt&ljahrsschrift der
Naturl. Ges: in ZGrich, Jahrgang 54, p. 116-148, Ziirich 1909.
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L’égalité des coefficients correspondants entraine (§ 4)
deés lors, gope; = pyt, = pyge;, dob C
ay = pg = ngmbfe entier, soit g, .

6= (e + fees) = gle, + Be, = pit; + .. + bty
mais p) = p, = ... = p; = 0, par snite de Pégalité des coefficients correspon-
dants ; donc : . :
gie, + ﬁﬁea = pgty + Pyt = Pilgrer + Boes) + pogen
~ Cette égalité entraine
B = g8 + Py
Bt = pgf;; cette derniére égalité montre que
s = pg = nombre entier, soit g, 5% 0 (Théoréme 3).
pg ¢tant un nombre entier, la premiére égalité cxige que (g2-—g;g,) soit un
multlple de g. C’est une premitre condition & laquelle doivent satisfaire g, g, et g

81 (81— o)
g
‘Le produit tyty me donne auncune eondltlon nouvelle, puisque tyt, = g, ge,
= gltg On a donc

= nombre entier, soit m, .

g = 18y + B2 -
- Formons les autres produits #fy , puis apphquons toujours I'équation (1), (§ 19)
et le prmc:pe de la comparaison des coefficients correspondants (§ 4).

21 Calcul det, _
10 131, = gey (are; +Pres + 71€y) = By = ksto = ghye, .
Donc.a; = ky = nombre entier.
20 Lyt ='(g181 + 8o5) (@0 + 5735 + /739) = gime + Bfhe = qalo + NGty
‘donc- 81“731 + 8‘23135 = ‘]3(31‘31_+ gics) + ?9331 )
dod gogy = £2fr; B = Gty + B8
On tire de la premicére égalité §; = qB = n. entler, soit. k.
‘Nous avons ensuite
308 = (ae; + Preg + prep)* = oF 7% + 5735 "/?;en = ryt; + raty + Ry,
ce qu1 donne entre autres la CODdlthI’l, : -

+

'. "1}‘7 7, dott y, = r-, = nombre entier, soit k,.
- t, pourra donc s’écrire. = kgel + k,;e‘5 + k,eg

T
Le trnettarmn principal devant ctre contenn dans notre domaine, il faut que

. "1+es+39—31‘1+$252+ -t ety
mais |z = 3, = e = g, = 0 (§4), donc oo

-';31+35+39—$7t7+3’sts+$9197 S
Co * L (kan + a8y + 5"98)91 +’ (-""7"3 + Zzge)es + Tykqeg
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En vertu du § 4, cette égalité ne pent avoir lieu que si
Zokg + zagy + 3g = 1

Takg + 258, 1
ok, 1

It

On en tire siccessivement
by=m3y=F1; ky=H(1—2g); k==F(1—2g — 5z},
et ¢, devient :
: =t (1 — 2y — 2g) o T (1 —2pg2)0s F e
Le théoréme 4, § 18, permet de remplacer, dans la base, ¢, par
ty = £ it, + zty + Tty
Dés lors, ¢, devient, si I'on supprime I'accent prime,

L=e¢ +et+e=1 " (§9)

22. Caleul de ty. Formans les produits o1y, toly, 82, taty et fgfg.
18 tgt5 = ges(ager + Boes + 7860 + 1) = gasey = pity + peta + ... + Pty
= Poly; C&C Py, Pz, ---, Py SON nuls (§ 4).
L’égalité gaze; = pgge; entraine oy = pg = nombre entier.
20 t5tg = (ge1 + gacs) (sey - Bos + yss + 856) = g1ty + Bugats = rols + raly

En égalant les coefficients correspondants, on trouve ff; = ry = nombre entier

et, en plus, la condition '
rg = 81(Ps — 1s)
g
30 15 = {agey + ﬁses + 7869 + 3597)8 == aﬁej + ﬁ%es + 7%‘33 4 (g + }'g)age-;
= wglg + ... + vply. ‘ _

Par la comparaison des coefficients correspondants, on_abtient ag + 76 = ¢4

= n. entier ; ay étant entier, y, = k P'est aussi; tg s’écrira -

o = Paey + rees + ke + Bges .
Le théoréme 4 permet de remplacer ¢ par

té = ts -_ kt, .
En désignant par g, et g, deux entiers, puis supprimant I'accent prime, on peut
donc écrire )
ts = gs&1 + 8ats T Sst7 -

Exprimons derechef que £ doit se trouver dans le module envisagé :

(8se1 + 84 + 0a7)2 = gle, + ges + 83038y = Ngly + Moty + ngly + nyty .

La comparaison des coefficients correspondants fournit denx nonvelles condi-
" tions : _

— &) . —
ga{8: — &) = n. entier ; g184(8s — &4)

= n. entier. (a)
Eo EEs
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4% De tyty = (gaey + gdéﬁ + per)ges = g8s€; + £l607 = gots + .-« + Gols>
on déduit les conditions -

E84 _ 1. entier = n ; 8164

== n. entier = b
82 8 - " (&)

59 tyty == (ggey + gaes + Ue2) (€281 + go85) = 81838 T £284% + €19
Sty + ... I 84ty  entraine

g184(8e — 81)
gE&z2

69 t,t; = ty1y = t, ne donne aucune condition nouvelle.

= n. entier. (c}

23. Nous avons ainsi déterminé les formes que doiveut avelr t;, ty, #; et iy,
gavoLr
ts = 8s1 T 8a + ey
t,= e+ e+ e
ty = g1¢1 T 829
=8¢

Dang ces expressions, g et les g; (1 = 1, 2, 3, 4) représentent des nombres entiers
et 85 un nombre rationuel non nul ; g et les g; sont liés par les conditions sus-indiquées.
Si elles sont remplies, tous les produits ¢, étudiés jusqu'iel feront partie du module
envisagé. On aura par exemple

oty = gsly
tely = glg — nyty + Naly,

ou n, et n, gont les nombres entiers définis par les relations (b) ci-dessus. Et ainsi
de suite pour les autres produits.

Les développements précédents montrent suffisamment de quelle mamére il
faut procéder pour trouver les conditions auxquelles doivent &trc soumises les coor-
données des tritettarions t; et & (¢, k=1, 2, ..., 9) pour que le produit &, fasse
partie du module envisagé (§ 19). Nous allons continuer cctte analyse, en supprimant
toutelois les détails et en nous bornant 4 indiquer, parmi les conditions trouvées,
celles que nous utiliscrons dans les démonstrations subséquentes.

24. Calcul de t;. Formons les produits tyty, t5ts, £, tat; .

10 tyt; = geg(agey + Bots + 752 + S50y + 58,) = gozey = ply -
On en tire o5 = p = n. entier.

20 ttg = aggse; + fBsgas + 753937 + 3538 + 58380 = ¥sts + ... + vply,
entraine y; = w5 = n. enticr.

30 tg = "‘gel + ﬁ%es + 7’%"39 + Bregey + 755557 + agfse; + 658,
Tte -+ ... Ty,

entraine 3; = n. entier = k.

I
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49 tots = gyase; + gafses 4 gecses

= rgt; + ... + rgly, entraine
rg, . ‘
3 =—-2% . i devient
6] H 5
4]
e,

ts == pe;, + kes + vyeq — ig-§e7 + eey -
2

En vertu du théoréme 4, on peut remplacer ¢; comme membre de Ja base, par

8=ty — vgly .

Supprimant ensuite accent prime, il vient
— 4] a
= gs&, + 8¢ + 2, 8 + &eq

ol g, g €l gy représentent des nombres entiers.

25."Caleul de 1, . 19 Le produit

tyty = ge{agey + Paes + yaey + 34 + ey + @es) = gagey = ply
entraine «, = p = n. enlier.

20 tyty = agge; + Syge, + €ageq = qgls + ... + Qoly, -

donne les relations
ey = 95_55; 3, = (9’5 + 9587)
g 882
39 Du produit gt = g,a4e; + 223405 + gaeaes = sl + ... + roly
nous déduisons
9584 958487
= py o = — 2=,
By =re g &g

40 De 414 = 83*"4"1 + 848ses -+ Zataca + 5595457 = ugty; + ...+ Ugly,
il déconle '

g — gﬁgg—;}f—? = ug; aqelug étant entiers, le produit g; g4 g; doit dtre divisible par gg, .

50 t5ty = gsaye; + gyfyes + gofats t+ g Jsager + e5aq0y

= xats + e + .'Tjgtn B entraine

9586

s T ==
g

g5 g 501t divisible par g; donc B, est un nombre entier, k, .

60 &2 = ofe, + Ple; + 7239 + Basses + 7adser + 7000 T+ Baoae; + egoucy
+ @4faes + Patgly = Zgly + ... + z4ty, entraine By + 7 = z,.

Il s’en suit que y4 = n. entier = k,, de sorte que

= 2, ; comme a, et x; représentent des nombres entiers, il fant que

96 1587 5%
b, = pe, + Iyeg + hpey - + + 22 e, + o4e5.
I Pé 15 u'}(g 88)57 g 4 Dyg
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Le théoréme 4 permet de prendre, 4 Ia place de t;, comme nouveau membre de
la base .
t; = t“ -—_ kgt-; .

; G
Ecrivons - g 8 > Ewr &> b §
g8
au llen de p—Fky, ky—ky, g5, 45, _g_l_‘?_'_gvgn’
g Ff:7)
il vient

G .
te = 8¢ 1 8% T+ —L Sge, + £u g4 T gy
£8s 8

26. Caleul de ¢y .
1° Le produit 4t = gey(aae; + fats + 7a2 + Oae; + & € + a8y + xzes)

= gxe = Poly
montre que g = py = N. entler.

20 De tata = dage] + 83g07 -l_ Esge‘ = q5t5 + - + qets y  Qn déduit
g %6 | 958
fs=qig§5 63=(€'+'—§'—!)38'

E&a
© 3% tgtg = goge; + EaPses + Bafata + Zaxats = Taly + ... + rgly, entraine
__n%, . _
¥ g 78 82

G .
49 toty = goage; + 8aPsts + ety + Zoxsts + g_élz Seaaty + %‘l‘ e523¢4 1 PaPscs
+ ®4es% + Paxste = kst -+ ... + kgty, montre que

8sPs £ala
By =k, + 2=k, — ==,
is 4 % 4 P
Le théoréme 4 permet-de prendre, a la place de ty,
. 1= ‘a.‘_ Palq
Désignons par g3 et gy, des nombres entiers et

écrivons A 22 %
815+ Bigs * Buv 25 ) 222
. Bab17 815 E7618
au liex de , ., —T + 228 222 efalE,
9 L 4> Ea 2 P e,

La forme définitive de ¢y sera

Gz 814 Gs Bis B17
t—-—-—e—l————e-i——-~8€-|——-ee + = pe, + €y .
k] ss gss 337 : &54 gz%s Xata

27. Calcul de ¢, .
10 g = (eney + Baes + yaa + %e7 + eq + gacs + xats + doo)ge
= apge; + 0387 + 2860 = gsls + ... + gsty, montre que

4555 9s 95 &7 9585 + Ge8x + 9a81
=22 3 = (=2 BOING: oy = + .
2 g 2 (g + 28 ) 8 2 9e P
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On en tire de plus la condition

Beds + 6% _ n. entier. (I
&z
20 tyty; = gager + g€y = pgly + ... 1 potg entraine
I V. I - (Pi Pagu) . w — __ Pr__ PaBu
X g ' W T e ) 7 g  g&r
G + +
52',: Pa LR ge( g5 + Ps 816 chn) + 8t (qﬁ 1 Psgis P;gm)
T _ g 8 g
__ P21 Psgs + Pabe
g .
et 1'on a entre autres les conditions

Patn Jgr Ps8is _ |\ optier, Paf10 -Ig— P381§ _ 1 entier. (11)

Ecrivons g5, 820 8n> Baz» Eea: Boas Bis

aulicude g5, pg, Pr v 965 95 5 Pas —Ps;
+ 83822 + Eu8es Bagan + BoBa

g & 8é2

La condition (I) montre que g,go, |+ gg82a est divisible par g,. Nous pouvons

1l vient oy =

G . , . :
donc poser 2y = —*, ot G, est un nombre entier. On démontrerait de méme a
g i

'aide des conditions (II), que :

P2 = ( g“—i-g‘;gg”)%=£g—:%; Xa =%5xa,
m‘_z les G représentent des nombres entiers. La forme définitive de ¢ est ainsi
tg = %61 + % es gG; 9 'f‘ - 6a e; + %354% + ’g%'?ces + g‘?la"a"‘ pees -

28, Calcul de t,.

10 De tt5 = {age; + fr65 + 71€p T+ Oy 8y + greq + P1€s + 185+ Yyeg + }165) 8oy
= o g8 T 618‘3': + €18¢4
= qgts + ... + qaty 1l découle

' + me +
9565 | 3, = (b‘]“@)aw’ @ = g + ?585 958s == - 9588 1T Gafa

Efl.='g_: &1

g 883
avec la condition
8196 + 8s%s

= n. entier. (111)
£ :



20 4oty = gmey + gle, +
XI-= — P_s;(s y T
_ _ DPs Gy 6_5(

g gg> + g\

+ Pagw T+ P4811) 4+ %(96
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ghes = pity + ... + pgty entraine
Pa | P 5’17) _ __Pr__Pabua .
( + WAT T T e

8

__Pagy T Pyt Page
b

g
et les conditions

EuPs + 8iPp

= n. entier ; = 1. entier.
8 g
B 4ty = aygiey + Prgees + Iger T agra + P8t + (1820
= gty + ... I 5l entraine
s2¢s G, :
==, ¢ —-8; — = It. entier.
¢ g, g1 2 g
Ecrivons  ga, s, 829, 8o, &> &as &3 Bae
au lieu de 99> Ps» Pr> Ga> 95 : Pa: —Pz. 2
: + 8o8m _ G
11 vient o — + 8821 T Bafmw _ _ Ba8mo 081 — Zg
1 8oz 2 & 28 P
grace a Ja condition (III). On démontrerait de méme que :
B = —5751—'9 , en tenant compte des conditions (IV) ;
X .
G, G
” o= B9 |, Bubms_ tn D Yy = (@1 1 €7ga1> Jy = 223, .
g 882 882 g 88 / )
— & . a2 gﬂ-gas) _ Gy
£ = ~— ¢ ; = —=4 = = —= @43
et B ( g & g
= B3 — B
X1 g X 3 2 2 o
La forme définitive de 4 est ainsi -
Gy Gio , g
=—le + A0 + Gu -I- + == gey + + B33y re
1 g 1 28s 5 g 882 &9 ‘F« 9 73 s T
.. G, . -
La condition gy a, — s, Z = n. entier, &’écrit
M = 1. entier_

B1oPs T Bi5Pa

g

+
4+ Pagis T Pa 310)

g

(1V)

+ B8 e, + ey
82

29, Les développements précédents montrent que, si le module [¥] doit &tre en
méme temps un domaine holoide, les 9 membres de sa base auront respectivernent

la forme suivante :
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Gy Glo Gy, £as | &3
L= ¢ + ey + 6e+——ee+-— eg + =2 yseg + =22 ey + 4y
1 g1+g35 gge': gsq gg‘i’qs.gXSs gz%z 183
G Gy G g
tg=-2e + =2 +——- _|__.15 4 88 oy 4 8 oyeg + BB ygeq + ey
] 2 1 222 Eg 22 €g L] g 5€4 ggz%s .gXSc y
ty == E-ies-i—g—lﬁes—}——aaae,{-—lgese‘—l—ég Pees T XsCs
8s 8a g8e g 82
. A Gla Bn
tg = gae;+ Lol + — dgey + 2= ey + 98
882 4
ptg = ggey+  gats + 268‘37'}' €5 e \
Iy == g& t+ L& + gty
ty == e + "s'l'ﬁs
= gieg+ &g
tg=  ge,

Dans ces expressions, les coefficients, savoir g, les g1 (i = 1, 2, ..., 35) et les
Gy (k=1,2, ..., 13) sont des nombres entiers dont g~ 0 et gg52£0; &, &, 74,
Xs> Y2, M représéntent six nombres rationnels non nuls.

30. Sil'on exprime les 81 produits ¢, linéairement en fonction des ¢ (v. §19)
comme nous l'avons fait pour quelques-uns dans les §§ 20-28, on trouve que ces
coefficients doivent satisfaire & 280 équations de condition. Il est 4 remarquer qu’elles
peuvent &tre mises sous forme de congruences et, chose essentielle, qu’elies sont
compatibles entre elles. Nous n’en reproduirons qu’une partie dans le tableau sui-
vant : celles que nous ntiliserons dans la suite.

On didalt

que Pexpresslon sulvanie dolt &tre un nombre entier = my
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; —f;m gue i'expression suivante doit étre un nombre entler = my
g| o |8 dexs
tn g 11 me
9| » |Goy G EwBudaxs g
g £82 83 M
835834 815830y Yelys  81CsYexa  GuGy
» == + =AY L BB RAY 0 m
5\& 88 N P e 1
G — 854G )
4 B1'a - B34 My
Yl —-g'gf“ myy
G G
1310 » | 48 + g BaBuln m
R g g8 1
£s &
14 | 41, -% Ty
Gy 884Gy | 8
151 » 87 , 3 Eolra _ Be8ula | Eu .
P g g Y "
16 ¢ | BaBu 4 *194
hHiy 2 Yo LET
G g 8118 Go(8aga |
17 » -1 ) + -t | + 11 ﬂ ‘( 158 + l’i'_‘) m
gg : 83 b g8\ & Y2 1
18 | 11, | B4 4 Bn M
1 é’z 8 M e
Gy | gk 8u(g o4 ¥
19 | » gu’e_i_ 17 1?4_33(_& _;u‘_ﬂ_é) m
% ge¥s g 8 h o
G GG e ¥ 8 G, Gy
20 | » | BisBas L3y 5 Butebe  Emain (ig Yaxs @)( salry ___g)
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9 ¢ | B2s834 YoXa 4 Yo
kb 85’1 M E8e e
Gy (Gy— Gy} gas8h, ¥
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GG 8aa ¥ G
2% . | En 4 Lralryo 39 :/.s( - _s)
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comme base [t;, &y, ..., t], ol
( Gy g Gs -
0 Y, )“ AR ] ’ 0 0, 0: 0
P g W |
g - Gy 83 823 Gy 825 818 Gy .
t = —Egy T, - 7. Iy = —— &, T - 51 &5, - % H
! s, el TV e g X T e m M
.Gi % Gy & Gy Gy Gy 5. . Bu “81s;
LR ?d: —_ [ ¥ "_?lr _' " —¥gy T -
44 882 8E £Be 1.4 883 882 g2 ‘B
| 88> 0: 0 gs's 0: 0 ! rgﬂy 0, 0’
&1 ) : l
w=1g¢g® & O i L (5 b 0 & 0 &
G, & x ' ol
_a H 1 0 ‘_'7 0, O ' y
nga g Te ) 'gzaa, .‘f % 0. 0
1, 0, 0 g, 0, 0 (g, 0, 0
t, = 0, i;, H t§=<-.'0;, %, ] 3 ._{9 0, 0, 0.
0, .0, 1, (0, o, o)t lo,. 0, o)
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31. Supposons maintenant qu'une base de¢ notre module {7T] ait la forme (C)
(§ 29) et que les g, g, 8, ..., }; satisfassent aux 280 conditions mentionnées au
§ 30. Tous les produits t:¢; (1, k = 1,2,...,9) seront des fonctions linéaires, & coef-
ficients entiers, des #; et par conséquent contenus dans [{T] Il en sera de méme de
toutes les puissances £} et dés lors de toutes les sommes ou différences de produits
quelconques des . Le module considéré [T scra donc en méme temps un domaine
d’intégrité, puisque ses éléments se reproduiront aussi par maltiplication. Ce domaine
sera hololde puisqu’il renfermera le tritettarion principal. Ce sera enfin le domaine
holoide le plus général, car, en le recherchant, nous n’avons tiré que des conclusions
nécessaires.

Tout domaine holoide du corps {R}{ a donc une base de la forme (C). Inverse-
ment, on obtlent tous tes domaines holoides de |R! en attribuant, dans la base (C),
aux 42 nombres g , &,...
tions mentionnées au § 30. Nous pouvons donc énoncer le VLT

Théoréme 5. Le domaine hololde le plus général du corps de tritettarions {R| a

L

, % toutes les valeurs compatibles avec les 280 condi- - .

[

- Le nombre des condmons auxquelles les coordonnees des membres de la baae

. sont assuletues est: eleve H fallalt s.‘y attendre SR L

.i," i

T Les 81- prodults Lty (: k =1, 2
{v. § 19) donnent naissance ' 4+ &1 égahtés de la forme titk = chye; +' Cinees + Cixsls +
oo b Oy = pmt1 + Pirats + Pinats i+ Prroly 0 les Prn Teprésentent des nombres entiers.

) La dét.ermmntlon desv lien satlsfmsants & cos 4galités conduit théorignement & la résolnuon de

9.81 =729 équatmnl

.» 9] devant s exprlmer bnéalrement en fonction des &,

. e
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32. Un domaine holoide est déterminé par sa base [t,, tz, ..., t;] qui est
elle-méme fixée, lorsque les nombres g, g, %, ..., 2, le sont. Supposons ees nom-
bres choisis eonformément aux conditions du § 30. L’ensemble de tous les tritetta-
rions

t=mt;+ngty+ ... 4 ngty

qu’on obtient alors en faisant parcourir aux n, {r = 1, 2, ..., 9), indépendamment

les uns des autres, la suite des nmombres entiers de — o & 4 «, forme ur domaine
L 3

holoide de tritettarions. Comme g, gi, 8, ..., /; peuvent étre choisis d’une infinité

de fagons différentes, on a le

Théoréme 6. 11 existe une infinité de domaines holoides dans le corps des tritet-
tarions rationnels.

Pour désigrer un domaine holoide, nous emploierons le symbole [gi, &, ..., X4}
qui représentera Pensemble de tous les tritettarions

Viy V3, vy
(#yq) : t = ’-‘h'-’s,veg, ol
‘}'7, !Ja, Yo
— -Gy Gy ‘
= "1?4“ n2?+n.ge T nggs + nggs -+ Ry + mygy + nag
=, B3 .
vg = ny = g T ongdes
81
vg = My
— ) Bos £1s €n
W= 88 4o By —+n—+n)e°
0 ("1 g ny g Ny g 4 2 (] s:‘
_ G G G
vg = 1y 2 ny =2 4 ony = ngg + nggs + a8 + My + Negas
88e 882 8e
Veg(nlggg“i' ne@‘i'"s))(s;
g 8
— Gis G, Gy G, &7
v = 4oyl g =2+ g — g+ e s
! (nl g8, e 882 "8 g8z ! £8 &s ¢
e Gy Gy 817 )
=({n, — + — 4+ ==+ n ’
e (_1 g8z "2 £8: i 8o ‘ q".
— Gy G &4
=m—tn-—+n=—"+mn
O g T Mgy T g T
ot g, g, O¢, ---, /q SOBL supposés fixes, tandis que les n, (r = 1, 2, ..., 8) passent,

i ndépendamment les uns des autres, par toutes les valeurs entidres de — = & + .
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CHAPITRE 1]

Du domaine hololde maximal.

33. Permutations de triettarions. Nous avons établi, au chapitre précédent,
existence d’une infinité de domaines holoides du corps R} et en avons indiqué la
forme générale. 11 nous reste & chercher lequel de ces domaines est maximal (v. § 2).
Nous baserons cette recherche sur les considérations suivantes :

a) Substitutions. Supposous que par une loi déterminée, d’ailleurs arbitraire,
on lasse correspondre & chaque tritettarion ¢ du corps JR! un tritettarion r = f(t),
qui peut ne pas étre rationnel. Ce 7 sera dit image de ¢ et I'opération qui I'a donné est
une substitution. La substitution fait correspoundre au eorps {R}, un ensemble déter-
miné, dit image de }R{, qui peut étre un corps de nombres ou non ; cela dépend de
la nature de la substitution symbolisée par [¢, f(2)].

b) Permutations. La substitution [¢, f(t}] est appelée une permutation dans le
cas ot toute relation algébrique entre les ¢ reste exacte, si 'on remplace chaque ¢
par son mmage 7. * :

On démontre que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit
ainsi sont 1¢ que les tritettarious + = f(t} ne soient pas tous nuls ; 2° que les deux
équations .

flta + ta) = f(t) - f(ta)
fln - ta) = fu) . f(ta)
soient satisfaites & la fois, quels que soient ¢, et t.

Considérons marutenant un tritettarion’ S soumis & la seule ¢ondition de ne pas
dtre diviseur de zéro : N(S) =2 0.

St & chaque tritettarion

A1 H A2, Aﬂ
= V. P AB !
A'.‘ b Aa: AB

nous fatsons correspondre le tritettarion r = StS—', nous définissons par ld une permu-
tation du corps |Ri. Les formules suivantes le montrent en effet :

Sty + )87 = S, 871 + S 81, soit f(4 - tg) = ) + f{ta)
S{ty . L)S™V = 848" . S5, soit f(t; . ) = f{t1) . flta)

34. Transformation du domaine holoide. Le tbéoréme suivant est fondamental :

Théoréme 7. Tout domaine holoide de tritettarions rationnels peut, & Uaide d'une
permutation, étre transformé en un autre domaine holoide dont les tritettarions sont tous
& coardonnées entiéres. -

* Voir 'ouvrage déja cité de DinicrreT-DEDEKIND.
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A, Ay, A,y
A, A, A
A,, Ag, A

un tritettarion ratiounel variable, et par S le tritettarion suivant

\/ 0
Gy
g g i
E_

\/T
Vo

3
sVE \f%

, B

Le tritettarion r = StS—1 est variable avec ¢, puisque S reste fixe. La substitu-
tion {t, 1) cst, comme il vient d’étre démountré, une permutation du corps |R|. Calcu-

lons cette permutation, en tenant compte de ce que S—! =

) 1 -
)_I_‘Pe ] 0 ] O A]_, Aa, AS
G 1 s :
'E E’ I 0 }< Ay, Ag, Ag f
3 ] »
1 g ¢ \/f’
I/, M /0, 2l A, Ay A
g 22 & A Ya T e e
Ou trouve, en efflectuant les calculs,
Wy, Wy, Wy
T = (g, iy, Wy
oy, Wy, Wy
G A G, Ga\A
0 = A, ——402 (8344 s)*;;
! ! g g8 2y
Ay gady
= D
— A3 .
.mﬂ — 'i‘; »

— G, Gy (G4Az ) (834G¢
“= At A 2% ) T e
— GiA, Es4 (G4Aa Ae%)
= L A Sy A8 —8re).
9= g 2 S g\g X + Ay
m‘ % _G__!A8+A8‘P2

(

Sl
N(S)

V2t
. G ?1
¢.
8s¢ Ga _ Gs
ELa g

, ou

(o3
g € M1

)2}

Aoty

2

SI

——-S’.

e

On a

\/% fa
)Il
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GBA1+ga‘A‘an+A )lﬁg(g_é_ﬂ_l_giﬂA +A “P )+(g_SI.E(__

gg _%_{&__‘3 83&53%
g)(g )\1+ 9+

)

w,z_—— g g Yo B8 & M
G Az Aa7~1 Ea4 ( Gy Aq gsa.A ‘Pz )
= F = Ay = —
“s= 6’ ‘J’ o gk & b ’
— GsAs AT Au%
=——+- +
“s 8 7\1 Bz Ao
Le tritettarion t étant variable, nous pouvons le prendre égal successivement &
chaque tritettarion d'un domaine holoide [gi, 3, ..., }]. Ses coordonnées sont alors
celles données au chapitre I (sous la formule K, §32). En introduisant dans I'expres-
sion de r, & la place des A,, les valeurs de ces coordonnées-la, on trouve ce qui suit:
1, 2 Mg
(K’); Ma, M5, Hapo»
f-”‘!: P’Bi P'O
S ngga+ nsgy + Byga + Nyt Ng gt neg
=ny;
=ny; .
== Y81, gaade s (833(;1_5) _ GnGmg n+ {_ggs __G4Gs+ 852 X3 (833’34___ gg) ;n
”‘“‘33 st Ves fa 1T e M T T Vem 8 /1™
B1a ___GzG4 $a e (834&__99) }n —I—F’,-Ee +g°_—g°G n +( (B’s“é’s)GA)
+§ P e N D L P A I L S e
+ (83'"‘38;)54"0_!_(81“g82)64n8+ Gyng;
— (6w _8&n é’s&%){a) (GI Gs __ B8'a M) ( Gy 834@) :
E| ——="Fn — g+ |-~ —= A4 Mytn,
Fs (3’82 s n )T\ T e B g % ) 0 ek
4 npget+rggat N7t g s
H:‘E—( Za é’ss%x:a) +8%‘P=Xsn +‘I’2;xa :
\1 .
— 831334 83464619 ASTLRS + (Basgat%ya Gu) (83;64 Gs)i
= iF T + —_— - T = n
#a —"t tobe + £8, g8 s Mo 88 £82 F:4 !
Bas EsaGAGs GyGg 119, (8‘25 8344’2%3 ) (Esa.G Gn) {
FPR) - - + "" -
+3 88 ot + e, £ b Or gz \ g )3
81 854 _ 82G2Ga_ g11Ga 7;135_+_ ( 8 Yoy gm) (gng.;_Qg)g :
+ ? e + 86 8 s B ge 8 )V
811834 ___ 89 224 Ga _ _(_;5 1‘?4+ g0,
+3 EEa % 82 1% 882 g $s
G G G,
+§ Bu e+ &?.16,, o £3a 4+8s +j§s LY EaB28 Uy }"a
82 &2 882 88

+ 8‘169";80404na+ Gang 3
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E3834(G13—G11)+§_i_3m__83383.%_13 +% s+€aa (Gs— Ga)+ G(,'X,q:, 8258,.‘!‘2){3

- 88; 882 Yo 88, ge, geabs 88, M

+ \§3_4_(Gzrgn)+§1_7)~1_‘?g_g_:;‘mg %8sg34+ 7*1%% ng - Be 834 +g4g34ns+b’a4ns:
? g 82 Y2 g M & Yo 82

— [ Gq gaagu%)’a Gy ) (Gs 825834%)(3) (gn 8o ‘!JEXJ)

z(g BT +gge mt ggz_'-, gt ) N Tgy 0, )BT

Nous allons en dédnire que les nenf coordonnées de T, savoir Pl , PE’ t3s -
gy , sont des nombres entiers.

10 Les g, (i = 1,2, ..., 35) ainsd que les n.(r=1, 2, ..., 9) étant tous
entiers, les trois premiéres coordonnées de r sont des nombres entiers.

20 En comparant le coeffictent de n, dans la 4™ coordonnée, y,, avec la condi-
tion numére 26, § 30, on voit que ce coeflicient est un nombre entier., De méme en
comparant le coeflicient de n; avec la condition numéro 10, § 30, on voit qu'il est

‘y

aussi entier. Les conditions numéros 7, 4; 3, 2, 1 du dit § 30, montrent que les coeffi- .

cients de ng, ny, ng, ng, Ny sont également des nombres entiers. La 4™ coordonnée
de 7 est donc un nombre entier.

30 La comparaison des coefficients de n,, ny et ny dans la.coordonnée yg avee
les conditions numéres 25, 9 et 6, § 30, montre que ces coeflicients sont entiers. La
bitme cqgrdonnée de 7 est donc un nombre entier.

40 La 6'*me coordonmée, pg, est aussi entiére. Les relations numéros 24, B et 5-

du § 30 érablissent en effet que les coefficients de n,, n, et ng sont des noinbres
entiers.

50 En comparant les coefficients de ny, ny, ng, ry, ng, g et ng dans la

7teme cgordonnée, p,, avec les relations numéros 29, 23, 20, 17, 15, 13 et 11 du §30'

on g’assure que cette coordonnée est & son tour un nombre entier.

60 Les relations numéros 28, 22, 19, 16, 14 et 12du § 30 monirent que la 8iéme
coordonnée, pg, est également un nombre entier.

70 Enfin, la 9*me¢ coordonnée, uy, est entitre. On s’en convaine en compa-
rant les cocflicients de n;, n, et ny avec les conditions numéros 27, 21 et 18
du § 30.

B découle done bien de cette analyse que toutes les coordonnées de 7 sont des
nombres entiers. On peut mettre z sous la forme

Nags + N5 g5 + Nggy

(K3): + n, +. nggy + nag , . ng P Lo
Ry Mgg = RaMyy + NyMy NyMys + Retg - nymg Ny Mgy + NgMgg
.= +ngmy + ngmg - ngmy 4 nyge + Mg + Nefa + ngmg
+ ngm; + ny G, . + ny + nggy
nyMgg + ngmmgg + Ngmy, Ny Mg 1= RpMgy - Mgy My Mgy + Npfy

+ ngmy; + ngiyg - ngmyg, - nymyg + ngmyg + RgMyy, b gy + Ny
+ gy, + ny G, + nggun :

e
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Nous avons représenté dans cette expression par m; le nombre entier défini
par la condition numéro ) du tableau du § 30, par exemple,

(g — g2) Gy {8 — £4) G,

my = —=ee——=S— L My, = ————— ; ete,

g g .

81 I'on fait parcourir & t tous les tritettarions d’un domaine holoide [F], 'en-
semble de tous les r correspondants formera de nouveau un demaine holoide [®],
puisqu’il s’agit d’une permutation (§ 33). Chaque élément de ce nouveau domaine
[] aura des coordonnées entiéres, Le théoréme fondamental 7 énoncé an début de
ce paragraphe est donc établi.

Du pOMAINE HOLOIDE MAXIMAL,

35. Théoréme 8. Tout domaine déduit d’un domaine holoide maximal de tritet-
tarions rationnels par une permutation (¢, StS—'} est lni-méme maximal. ,

Commengons par démontrer le lemme suivaut: Les permutations (t, StS—')
établissent entre un ensemble et son image une relation uni-univoque, c’est-a-dire. 4
chaque ¢ correspond toujours un €t un seul r et vice-versa.

En effet, deux tritettarions ¢, et {; auxquels on applique la méme permutation
ne peuvent donner la méme image 7 que s'ils sont égaux, Les égalités

S, =< ; St,St=1

entrainent bien t; = £,. Cette relation est réciprogue, car & chaque r, la permuta-
tion inverse fait correspondre unseul ¢ = §—'¢8.

Démonstration du théoréme 8. Soit S le tritettarion défini au commencement dun
§ 34. L’application de la permutation (t, StS—!) aux tritettarions d'uu domaine
holoide 11 = [g, &, ..., »y] produit un nouvcau domame S(H) du corps {R}. A
chaque tritettarion de H correspond donc un tritettarion bien déterminé de S(H) et
inversement. 51 le domaine I n’est pas maximal, on pent I'élargir en lui adjeignant
certains tritettarious f; du corps JR|. L'application de la permutation au domaine
élargi donne un nouveau domaine qui reuferme tous les tritettarions de S(H) et, en
outre, d’autres tritettaridus ratiennels, savoeir les tritettariens S5 Done, s1 le
domaine origiual I{ n’est pas maximal, son image S{H), ne I'est pas uon plus, Un rai-
sonnemeut analogue moutrerait que si 'image S(H) n’est pas maximale, le domaine
. original H ue I'est pas non plus. Dés lors, si le domaine original est supposé maximal,
son image l'est aussi.

36. Théoréme 9. Le domaine holoide [g] composé de tous les tritettarions & coordon-
nées entiéres est mazimal.

Si ce n’élait pas le cas, il existerait un domaine [J) renfermant tous les tritetta-
rions & coordonnées entiéres et, en plus, d’autres tritettarions rationnels. Par une
permutation convenablemeut choisie (t, StS—!), on pourrait alors transformer ce
nouveau domaine [J] en uu autre dont tous les tritettarions auraient leurs coordon-
nées entidres (§ 34). 11 faudrait donc qu’au moins deux tritettarions ;. et ty de [J],



. . 36— .
différents Tun de Pautre, fournissent le méme r par application de la méme permu-
tation, Ceci est impossible en vertu dn lemme précédent (§ 35).

" Théoréme 10.-11 existe une infinité de doinaines holoides maximaux. Chacun
d'eux est une permutation du domaine {g] constitué par tous les tritettarions & coor-
données entiéres.

- Ce théoréme découle de cenx établis ci-dessus.

'-,,' ' 37. En vertu des théorémes précédents on trouvera tous les domaines holoides

' maximaux du corps ;R{ en appliquant au- -domaine [g] toutes les permutations S,

PYSISIET
A0 0 0 10 0 T

]
o

telles que. les . tritettarions transformés, 7, fasgent “encore partie' du corps JR Ceci

- conduit au probléme suivant :-A quelles restrictions doivent &tre soumis les 9 nombres

réels p, g, ¥, 5, u, ¢, , y, 2, pour que le tritettarion r = St5-* soit ratwnnel t etant

un trltettarwn rationnel quelconque et S e trltettarlon o

P, '9 r T
S':—:_. ‘9; I"": ¢
z, .Y, 2
Solent My Mgy eens Mg les eoordonnees par hypothese rationnelles de ¢; la
permutatwn 7= StS“i dewent 7
‘P’ qa, r ny, Rg, Ny ‘uz--vy, yr—qz, gv-—ur 1
r=1{58,u, ¢ N, N5, Ng ! Tw—sz, pr—ar, sr—'—‘pv R

{e, g, 2 )b ny ng, ng | [y —au, 2Py, pumsq )

co. . o . .
ou A représente.le déterminant

.

qr
. A. = | },L ¢
A Ty 2 3
Le deve]oppement de.z donne ' f _ | .
'-{Kq):_.i P1» Pas Pa : 1-'.'
_ Pa: Ps» Pe - 3
‘ 4 P72 Py Ps
i ol ' e : B
'@nl+qﬁf+rmxuwﬁvw—+om2+qn{+rnawv—wﬂ an+qny+rw(s-—xm,
(pny -+ qng + rigyr —g2) + (png -+ gng k- rg)(pz—ar) + (prg 4 gng + myl(vg—py) 5
(pny -+ gng “k my)lge — ur) + (png -+ qrg -+ rig)lsr—pe) -+ (png +.qng + rrgl{pu— sq) ;

(sny ~='ung -+ vn,

)
( )
(zn, + yn, -+ znq)(yr—qz) + (zng + 1 yng —+ zng)
{zn, + ym + Z"'.')(?“""W) "‘ )‘ms + yns + zng)

}
3 Wuz—oy) + (sng + wng -t ong)(aw — s2) -+ (sng -+ ung -+ vng)(sy — au) ;
(sny 4 uny - on)(yr— =) + (sng + ung + ongl(pz—ar) + (sng + ung +ony)zg— Py)
{snl + ung + Em.,)(qv— ur) + (sny + ung -+ eng){sr —pv) + (sng + ung 4 ong){(pu— sq) ;
an, + yng + zn.,}{uz— vy) +- {:mz 4 yng +zng)(me — s2) + {ang 4 yng + 2ng){sy — zu} ;
(pz—ar) + (zng + yng + zng){zg-— py) ;
{ST %P") + (wng + yng + zng){pu—sg) ;-

-
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On voit que A’ he dmt pas étre nul, d ol ]a premlére condmon S Lt
Lo Ny(s) A?ﬁo B A
Examinons de p]us prés les coordonnees der. Pour qu’elles: dewennent ratlon- st SR
nelles quelles que:soient les valeurs ratlonnel]es attribuées avx m(r. =1,3,. 9), T
il faut que le prodmt de 'un que]conque des nombres p, ¢ r, ) 2 par lun DN
Ay ) S P
quelconque des quot:-ents -5‘5 smt ratlonne] (Ag represente Ie mmeur dwr determl- R
nant A correspondant a lelement q!.ll ﬁgure dans la a‘*“’“ hgne et la ieme 'colonne) SRS L he
p- —T— = nombre rationnel, soit a,; T
q_.f_T;_. I ©ov» o, s0it ag; etes. L ' L - o
11 est dés lors posmble de trouver un nomhre ratlonnel k tel que ka; = a,, de R T -
sorte que o AL L L R
. uz‘___v - ) . ' - '.‘-_ I “;'v:'.- ':". .
kp ""A_?;.;:k"l:“s T
' L 'uz".'"’y'-._ : . T A T
 ressort de ces deux egahtes que g ne dlﬂ'ére de p que par un facteur rationnel If -, .
Nous avons supposé dans cette déduction uz—vey 7 0 et p 7= 0. On peut toulours o
faire cette supposition, carA n’étant pas nul, ni ses neuf coordonnées, ni ses nenf mineurs ; . i R
ne sont tous nuls 4 la fois. On montrerait de méme que 1, 8, U, ¥,-%, y, Z ne dlﬁ'erent o
de p que par des facteurs ratiofnels ki, dont certains peuvent étre nuls, de sorte’ qué
p="Fi g=ki, r= ksﬁ etc.; ol les ky sont ratlonnels et 8 nh riombre ree] quel— S
congque. Alors - T 7 e P
L ky, ks-’- ka. - . Lo
S=5’. k4, ks, kg =9Lg'I .. o
La permutation devieni - ’ S
T = BS’ S = S’ St " _ N
L’effet dn facteur 6 etant nuI dans la permutation, on pourra ch01s1r pour 5 -
un nombre réel- quelconque niais non nul,.d’od le i . ' R

Théoréme 11. On obtient la, _permutation la plus générale de la forme (¢, StS—’), .
qui transforme un domaine holmde de tritettarions rationnels en un domaine appar-
tenant de nouveau au corps }R}, ‘en prenant ponr S le tritettarion

o . kl: k2= 3
S=6. kﬁikS!kﬁ
k? ::ks ’ ]fa
o § est nn nombre réel arbitraire et'les &; (i = 1, 2, ..., 9) des nombres _rationnels
soumis 3 la seule condition N({8) = 0. '
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'38. Ces résultats permettent de déterminer l¢ domaine holoide maximal le plu®
général du corps }R]. La forme d’un domaine holoide quelconque est donnée par la
formule (K,) du § 32. Par une permutation, on peut transformer e¢e domaire en un
autre ne eontenant que des tritettarions 4 coordounées entiéres. Si on suppose le domaine
primitif maximal, le domaine transformé sera done le domairne [g] (§ 36). Réciproque-
menut, il sera possible de remonter, par la perinutation inverse, du domaine [g] qui
est maximal, au domaine original qui le sera aussi; d’ou le

Théoréme 12. Un domaire holoide maximal de tritettartons du corps R| renferme
I'ensemnble de tous les tritettarions z définis par la formule (K,) du § 37, quand on
fait parcourir aux n: (1 = 1, 2, ..., 9) indépendamment les uns des autres, la suite
des nombres cntiers de —'» & + o, p, q,7, 8, u, v, T, y, z étant nevl nombres rationnels
fixes, arbitrairement choisis, mais tels que le déterminant

ne soit pas nul.

>
I
8 »
@ g
¥ T oW

La formule (K,) qui caractérise un domaine holoide de tritettarions présente des
avantages sur la formule (K,). D’abord il n’y a plus entre les grandeurs dornées
qu’ene sevle équation de condition : A £ 0. Ensuite (K,) ne donne que des domaines
holoides maximaux, si les n; prennent toutes les valeurs entiéres de — A + =,

39. Nous allons exprimer le résultat précédent sous une autre forme, en recher-
chant & quelles eonditions un domaine holoide défini par la formule (K,) doit satisfaire
pour é&tre maximal.

Nous avons démoniré (§ 34) que tout domaine défini par (K,), peut étre trans-
formé en un autre {r] ne renfermant plus que des tritettarions & coordonnées entitres.
Le domaine {r] est identique & Y'ensemble des tritettarions que domue (K,), quand les
ny y parcourent, indépendamment les uns des autres, la suite des nombres entiers de
— = & + =, Pour étre maximal, le domaine [] doit renfermer tous les trrtettarions
4 coordonnées entiéres. Cela n’est évidemment possible que si chaque coordonnée de
7 peut prendre, indépendamment des autres coordonuées, toute valeur entiére donnée
d’avance, On est dés lors, conduit a la résolution des neuf équations simultanées :

ny = C,
ng = Ca
nymg; + nomg, + "’? = Cy
nyMy + npmg + ngmg = C
nyMog + NpMgy + NgMyg + Ny + ngmyg + NgMyy + nggyy = Cy
nymgg + ngniyy + ngmy 4 ngmy + ngmg -+ ngmp + ngm; 4+ ng G, = Cy
nyMgg + Namay + Rgingy + ngmyy + ngmyg + ngMyy + ngmyy + ny Gy C,
nyMgy + nymy + ngmg + nggq + n58; + nggy + n; + nggp— nymyy = Cy
— ngmyg + nygs + N5g + Rggs + "; + ngg + myg = G

ou n; remplace n, + ngmyg .

l

Ay
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Les Ci (i = 1, 2, ..., 9) sont des nombres enticrs que I'on peut prescrire arbi-
trairement ; les n; doivent toujours &tre entiers.

40. Quelles que soient les valeurs entiéres attribnées & C;, Cy et C3 on pourra
toujours choisir pour r, , n, et ni (donc aussi pour #,) des nombres entiers satisfaisant
aux trois premiéres équations. Les autres conditions ne seront remplies que si les s1x
équations simultanées

ngmg = ky

NaMyg + ngMyg + Ny + Nghyy + Nggay = ks

naity + ngmy + ngimg - nging - ngmy + ny Gy = ke,
NyMgy + nyMy; + Ry + ngMyg + ngimy + nyGg = ky
niy(mg—1myg) T Nagy + N5 8 + Nggs + nsge = kg
—mymyg + nags + Nsgs + Negs + Nag + g = ky,

oitlesky(d = 4,5, ..., 9) sont des nombres entiers arbitraires, peuvent &tre satisfaites
par des valeurs entiéres des n; (t = 3, 4, 5, 6, 8, 9). Résolvons ce systéme d’équations
par rapport aux ne. Il vient, par exemple,

&

&

&

&

kS
cHhoo

Y
@«
&
&
&
o
=
o

Nng =

Mg Mg My M gy 0
m, my mg My my Gy
Mgy May My Mg p}: my, Gy
Mg—=Nt15 &g e 84*:%, gz 0

— Mg B & £ §1 &

Désignant par D le déterminant du 6™ ordre qui figure au dénominateur et
par Ay le mineur du 5% ordre correspondant  I'élément qui est 2 l'intersection
de la t*=¢ ligne et de la k*=° colonne de D, nous pouvons écrire

ng = k‘g“ -+ kﬁg“ + ksg“ + ...+ k“g“ {1ci A_gl =47y = ... =47y =0).
De méme on a _
R P 1.6
E‘ksq-'iﬂiz Z'ka.g.(ﬁrﬁ
N = ete; mp =
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Si 'donc ng, my, ng, ny, ng, n, doivent étre entiers quelles que soient les
valeurs entiéres des ky, il faut que chacun des mineurs Ay soit divisible par D :*
Ay

— = nombre entier, solt msy .

D

Considérons maintenant le déterminant ]A,-k| dont les éléments sont les
mineurs de D. On sait que la valeur de | A, | est égale & la {(n—1)*mipuissance
de D, n étant I'ordre du déterminant D. Donc, dans notre cas’particulier,

| Ay | = Db.

Or, Ay = my . D, de sorte .qu’il vient

d’ott | mu) D® = D® et finalement
|mu,| D =1
Comme le déterminant | mu | est entier (pnisque tous ses éléments le sont) et qu™il
en est de méme de D, la dermére égalité entraine
| | = D=1
La condition D = == 1 est donc nécessaire pour que les n: soient entiers. On voit
de suite qu’elle est aussi suflisante. .

41. Pour calculer la valeur de
mg 0 o 0 0

Mg Myg Mg Mz Eau
D — My Mg my My My

Mgy Mgy Mhg Myy My
mg—Tyg gy B Ba £z
—My g5 - 8 £ &1

il est avantageux de faire quelques transformations.
1¢ Rappelons que

oY OP‘QQQ

B0 Eas 7‘1‘?« — Sobne 84 8a¢
Bofas 4 T¥e, gy, = Se0N, Bada
g2 Ye 1 82 2 82

En soustrayent des él¢ments de la 2" ligne ceux lde la 5%m* muitipliés par

LT

(il
I

g3

o on obtient comme éléments de cette 21™° ligne
2

(11; %:E: 07 Os O: 0

ou, pour abréger, nous avons désigné par g, le premier élément.

* En effet, dans I'expression de ny par exemple, on peut supposer k, = 1 et tous les autres k)
nuls. Alors Aj; doit 8tre divisible par D, Il en est de méme des autres A;, .
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2° En tenant compte des égalités

(81— £2) Gy

my :=: (gE—gﬂ)GI _}_ 55!,'Js; ' my (gﬂ_g‘)G'l; m,

8 g £
on peut transformer la 3% ligne : on fera les différences des éléments correspon-

dants des 5*™® et 6'4m¢ lignes. Ajoutant ensuite ces différences multipliées par E‘

aux éléments de la 3™ ligne, on trouvera

8y, Gy, 5dg, 0, 0, 0.
ay et ag sont des signes abréviatifs pour les deux premiers éléments.
3° Pour transformer la 4™ ligne, rappelons que

.

' G G Gs— 8:G
My = )3 +-gi__°_ £8 834 ‘. " Brlrs— Bualry
882 8
Soustrayons des éléments de la 4'*®° ligne les éléments correspondants de la

derniére ligne multipliés par , puis ajoutons aux nombres obtenus le produit par

%des éléments correspondants de la 5™ ligne. En désignant par a,, ag, G
les trois premiers éléments, on obtient
a,, as, aé, A3, 0, 0.
Dés lors, le déterminant D peut s’écrire en remarquant que my = %&!(5 30),
B9 9 0 0 o0
h

q,%:’ﬁo 0 0
D= a5 a P 0 0

ay Gy -~ 4y .1155

=]
o O o o

Mg— Mg B2 & & &2 l
—My B3 B 83 & g

Ce déterminant a pour valeur le produit des éléments de la diagonale principale,
produit qui n’est jamais nul, les facteurs étant tous différents de zéro (§ 18, théortme
3). Or, pour que les n; soient entiers, il faut que D = 3= 1 (§ 40). Le domaine est donc
maximal quand -

8839 Paxyade’s = = 1 et en méme temps

Y2
A

Théaréme 13. Les conditions nécessaires et suffisantes pour gu'un domaine holoide
de tritettarions rationnels [gi, 3, ..., ;] soit mazimal sont

= nombre entier.

gElpssPaystaly = 1 o _@ = nombre entier.
1 -
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. DomaINEs HOLOIDES MAXIMAUX DE DENOMINATEUR DONNE.

42. Le domaine boloide le plus général de tritettarions a la base (C), (§ 29).
Supposons les coordonnées fractionnaires qui figurent dans les membres dé cette base
réduoites au méme dénominateur. Attribuons 3 ce dénominateur commun une valeur
fixe P 2= 0. Le noinbre des domaines heloides maximaux de dénominateur donné P
est-1] alors fini eun infini ?

Dans les conditions de maximalité exprimées par les formules du théoréme 13,

posons
b c d oy, d
5:1- = - = 3} — ——‘= d - -
. mzfﬁ n’Tl. P, 1= 9 7 g’ 0“‘{’2)’3 gq
La premiére eondition devient
, abed?®
882 L=t 1.

Le théoréme 4, (§18), permet de supposer g positif, puis de remplacer
tg = g16y + gu0 PAr s = tg + mgly = (g + mggley + a5 = gley + gues, 0¥
0 £ gl < g, puisque Yentier my peut &tre choisi tel que g, + mgg 0t COmpI‘lS
entre zéro et g.

Par des tranformations analogues, les membres de la base (C) peuvent teujours
&tre mis sous la forme suivante :

G G . Su L Gu & . G
Yy = “g‘el‘!‘ 8_’§';es+gga ’+gg aae':‘i‘?fserf‘ —<P¢ 3+ ;Ys 5+ %ca"l')nes
G G, G, G L G +g;5 N
lg == —— ¢ — — se — @y & — ¥3€ e
3 g‘ gggs g32° gg'” 5 €4 gga%a g)tss \st
G, 8 8 8,
2 14 G, 16 17
= — eyt — eg+ — Sger + —ezeq+ = gz + xz
f 5 T g T ae Y gs4‘gs%s X265
) _ 1 . ' G;a - 8;1 ) .
(CY: b= gt 86 + —dge; + — ey + qacs
g83 I
&7
= g1t e + Py a6z -+ €564
ty = 8’;"1‘*‘ 81“35 + 35eq
tl,_—"' el + 35"‘3.
ty = 8;51+ 8acs
h= g6
G G
ol g1, &, 8> &> ?‘, -g—? gont compris entre 0 et g > 0; les valeurs absolues
G, G G

-2 sont inférieures a la valeur abselue de gy ; les valeurs de

de g0 & 8 o o 8
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8" 8 8 8 8 8 8’8 8 & 8% 88 88 8 88 8% 88 88
sont comprises entre — 1 et + 1, lirmites exclues.
La hase (C) étant ramenéc a la forme (C’), la condition exprimant que le domaine

envisagé est maximal est encore

abed®
mnpg®

On voit alors que les dénominateurs m, n, p, ¢ qui figurent dans (C') doivent
étre des diviseurs de P et ne sont, par conséquent, susceptibles que d’un nomhbre fini
de valeurs différentes. Partant de ce résultat on arrive facilement au

Théoreme 14, 1l n’existe dans le corps | R} qu'un nombre fini de domaines holoides
maximaux ayant le dénominateur donné P, ¢'est-i-dire tels qu'aucune coordonnée
des tritettarions contenus dans ces domaines, réduite & sa plus simple expression,
n'ait un dénominateur supérieur & P.

Le nomhre de ces domaines augmente trés rapldement avec P, suivant une loi

assez compliquée.

8828

CHAPITRE IV

Des tritettarions pntiers.

43. Nous avons démontré qu’il y a une infinité de domaines holoides maximaux
dans le corps (R} des tritettarions rationnels, Onles ohtient en choisissant les coordon-
nées des tritettarions ¢y, ty, tg, ..., f du théoréme 5, § 31, telles que

8829 esPayaday = = Lot %73 = nombre entieI%.

Si I'on maintient fixes ¢, ¢, .., ty, ]’ensemb]e des tritettarions
t = myty F mgly + ...+ mgly

qu'on obtient en faisant varier les m;, indépendamment les uns des autres, par toutes
les valeurs entitres de — = a4 4 =, forme 'un domaine holoide maximal. Un iel
domaine constitue un systéme de tritettarions «entiers» parce que ses éléments
jouissent de toutes les propriétés qui caractérisent les nombres entiers. Ce sont done
les éléments d’un tel domaine qu'on appellera des tritettarions entiers. Or, il se trouve
que certains iritettarions rationnels penvent appartenir & la fois 4 un domaine holoide
maximal | M] et 4 un domaine holoide non maximal {Hi. 1ls ne pourront étre dits



-
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entters que par rapport aux domaines holoides maximaux auxquels ils appartiennent.
Nous donnerons done, en suivant la terminologie de M. L.-G. Du Pasquier *, la défi-
nition suivante du tritettarion entier : O
Définition. Un tritettarion rationnel ¢ sera dit entier par rapport au domaine
[£:5 %65 - - -y M) ,8'il fart partie de ce domaine et que eelui-ci soit én méme temps holoide
maximal. ‘

44, Certains tritettarions rationnels sont contenus-dans tous les domaines holoi-
des maximaux ; tels les nombres entiers ordinaires envisagés comme tritettarions
réels ; ceux-la sont done toujours des tritsttarions entiers ; on pourrait les nommer
« absolument entiers ». D’autres tritettarions rationnels ne sont contenus dans aucun
domaine holoide maximal ; ceux-1a sont donc toujours des tritettarions non entiers ;
on pourrait les dénommer « absalument non entiers » ou « absolument fractionnaires ».
Enfin, il y a une catégorie de tritettarions rationnels contenus dans tel domaine holoide
maximal [J], mais pas dans les autres ; ceux-la peuvent &tre tantdt entiers, tantdt
non entiers, suivant la maniére dont on sépare cn deux le corps des tritettarions
rationnels. On pourrait nommer « conditionnellement entiers » les tritettarions de
cette 3*™° catégorie.

Au point de vue de 'arithnomie, le corps des nombres rationnels ordinaires et
celui des complexes rationnels de Gauss se partagent chacun en deux groupes seule-
ment, dont V'un contient tous les « nombres entiers » et l'autre tous les « nombres
non entiers ». Par eontre le corps des tritettarions rationnels devrait plutét se partager
en trois groupes : celui des nombres « absolument entiers », celui des nombres « abso-
lument fractionnaires », et enfin celui des nombres « conditionnellement entiers »**.

45. On entend par coordonndes diagonales d’un tritettarion les coefficients des
unités relatives ey, e; et e, On pourrait appeler trace d'un tritettarion la somme de
ses coordonnées diagonales, Cette trace qui joue un réle dans eertaines recherches
jouit d'une propriété remarquable quand le tritettarion fait partic d’un domaine

holoide. En additionnant les égalités 9 et 21, §30, on voit que'g' + —G-i G
_ g 882 88z

= nombre entier. De méme, les relations 25 et 27, § 30, montrent que Go + g_;o
2

G s . .
~2! — nombre entier. Enfin, 2L -+ 89817 . nombre entier [relations G et 18 § 30].
g3t Be 82

Nous avons ainsi &tabli le
Théoréme 15. La trace d’un tritettarion appartenant-a un domaine holoide du
corps (R} est un nombre entier.

46. En choisissant d’une manidre appropriée le tritettarion S, (§ 34), nous avons
pu transformer tout tritettarion rationnel ¢ appartenant 4 un domaine boloide en un

* L. C."Uber holoide Systeme von Diiotsttarionen, Zirich 1909.
** Voir L.-G. Dv Pasquier, dans L’'Enscignement mathématique, t. 18, 1916,
P 233-238.
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_autre tritettarion r = StS—! dont toutes les coordonnées sout entitres. La norme d’un

produit de tritettarions étant égale au produit des nermes de ses facteurs on a
N(S)N() . N(S_'—f)-= N(z) = p = nombre entier,

pmsque toutes les coordonnées de * sont entiéres. D’autre part N{(S) = N(S§—!) = 1§,
e vertu de l’cxpressmn de §, (§34) I s’en suit le

-"Théoréme 16.- La norme -d'un trltettarmn contemu dans‘un domame beleide du
u:orps }Ri est un nombre entler

47, Une .question qui se préée‘ﬁte d’elle-méme & Pesprit est celle de savair si,
et éventuellement jusqu’el, lés notions et méthodes utilisées dans la thécrie des corps
de nombres algébriques' sont applicables au systeme de nombres hypercemplexes
& multiplication nen commutatlve. _

- . Nous basant sur les résultats qui précédent, nous pouvons répondre & cette
questmn dela’ maniére suivante : Tous les tritettarions « entiers par rapport au méme
domaine » constituent un groupe: additif et multiplicatif ou réguent les mémes lois

" arithnomiques que daps le deiaine (g] formé par tous les tritettarions & coordonnées

entiéres. On peut dés lors définir : Un tritettarion est dii entfer, si ses neuf coordonnées
sont des nombres entiers ordmalres L’amthnomle basee sur cette définition est régu-
lxere ' ' '

[

48 Aprés aveir mtrodu]t la notlon de lelSlblllte des tritettarions entiers, on
vmt quil y a deux théories paraIIeles : ine arithnomis & gauche et une arithnomie &
drolte 'Elles s’ ’entrecroiseut d’ailléwrs en plusieurs points. Dans I'une et dans I'autre,
on peut établir l’analogue de I algorlthme d’Euclide et déterminer par un nombre fini
doperatwns ratmnnelles e plus graud commun diviseur 2 dreite {ou A gauche] de
deux ‘ou p]uswurs tntettanons donnés. Cependant, ce procede euclidien est générale-
ment- mapphcable quand il s aglt de d1v1seurs de zére.

- 49, On reuss:t H surmonter les difficultés, en basant la théorie du plus grand
' commun diviseur sur la théorie des idéaux de tritettarions. On peut en effet démeontrer
- que dans le corps {Rg, tout idéal'est idéal principal, méme &l est composé exclusivemeut
de lelse'Lll‘s de zéro. Enfiu, en. tenant compte de ce qu’il y a dans le domaine [g] une
" infinité’ d’unitds (cc sont les tritettarions ¢ dont la norme ="t 1; ils sont & la fois
diviseur 3 dro:te et diviseur 2 gauchc de tout tritettarion eutier), on définit les tritet-
tarlons «premlers 2 ou «u-reductlbles » comme suit : Un tritettarion & qui n’est ni
d1v15&ur de Zéro, ni tritettarion umte ¢, est dit premier ou irréductible, si daus toutes
les decompcsmons possibles de = en deux facteurs, 'un- de.ceux-ci est toujours une
unmité ¢. 1ls’én suit que la condltlon nécessaire et sufﬁsante pour qu'un tritettarion x
so1t -premiet est que sa norme, . N (r), soit un nombre premier ordinaire. Cela établi,
on arrive i demontrer ‘ce theoreme fondamental : tout tritettarion f nen premier et
non dw:seur de zero est decomposahle en un produit de trltettanons premiers, et cela
d une seule manieére, une fois qu ‘on a‘arrété Pordre de succession des facteurs de la

Vo N

norme de |
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Avec des modifications appropriées, on peut ensuite ériger la théorie des congruen-
ces de tritettarions, etc. Les principanx théorémes de cette arithnomie sont développés
dans le mémoire déja cité de M. Dv Pasqourer, Zahlentheorie der Tettarionen, Lirich
1906.

Sua LES NONIONS DE SYLVESTEA.

50. J.-J. SyrLvestea * a construit un systéme de nombres complexes qu’il
appelle nronions. 1] introduit dans ce systéme, comme unités relatives, outre P'unité
principale 1, les huit quantités m, m?, n, n?, m*n, mn?, mn et m*n? Les deux entités
mathématiques ** m et n satisfont & I'équation

nm = pgmn,

oit p représente I'une des deux racines cubiques imaginaires ¢onjuguées de I'ubité,
—1+y—3
2

ce systéme de nombres ennéacomplexes par i;, 7z, ..., ty, de sorte que:

par exemple p = . Pour simplifier, désignons les unités relatives de

LELLBEm EE M S n; =0 g=min; hEmnd; =mn; = mint.

Tout nonion peut alors se mettre sous la forme
@y agly + anly + agig + a5ty + aals + arly T aats + 2ty

od les a;{f =1, 2, ..., 9) sont des nombres réels on complexes gaussiens.

51. Cela posé, envisageons les substitutions suivantes :

n=¢+ e+ e; t, = peg + ey + plen;
iz="v’1+Pes+P2395 le= e3+ €&+ ¢&;
(@) : s = ¢ + pPe; + pey; =t peatope;

i4_=32+Pee+P=97; g
g = pey + pleg + ¢

e+ ples + peq;

11 est clair qu’a chaque nonion donné, ces substitutions font correspondre un
tritettarioun bien détermné (on admettra ici comme coordonnées les nombres complexes
ganssiens). D’auntre part, les substitutions inverses, savoir

Lt ts + pPin 1 pis 87_Pia+’:3+|°2ia,
. 3 b 3 ; - 3 ]

&= € =
. : . . i _ . .
0 a=iEati, s, _pckebdi,
e =p’£5—|—p’i,—|—p”;’,_ _ Pt et . =il+pig+pais_
3 3 3 eg—-—g-—-—’ 9 3 ;

Comptes-rendus de I'Académie des sciences, Paris 1883, t. 97, p. 1336.
Dans la terminologie de Cavcrv, m ¢t n sont doux clefs anastrophiques, ¢’est-a-dire des
symbeles dont le ealeul ost soumis & des régles plus ou moins arbitrairement fixées.
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1.9

s

font. correspondre & tout tritettarion donné, 2 nye;, un nonion bien déterminé, Il
X

§’en suit qu’A tout systéme de nonions, on peut faire correspondre un systéme de tritet-
tarions, et inversement, de telle sorte que cette correspondance soit univoque et réci-
proque. ‘

Par un caleul simple et en appliquant le théoréme de Diricarer (§ 33) on démon-
tre que la substitution sus-indiquée cst une perinutation du systéme des tritettarions:
On peut donc énoncer le .

Théoréme I7. Tout systéme de nonions est une permutation d'un systéme de
tritettarions. '

' Le systéme des nonions' de SyLvEsTER est done, en un certain sens, équivalent
4 un systéeme de tritettarions complexes, c’est-d-dire de tritettarions dont les coor-

données, au lieu d'atre toutes réelles, sont tirées du corps de nombres R (y/ —3).

LAUSANNE. — IMPRIMERIE LA CDNCFO'HDE.



