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SUR LES SYSTEMES HOLOIDES DE 

TRITETTARIONS 

INTRODUCTION 

1. On appelle système de nombres tout ensemble d'éléments sur lesquels on a 
défini regalile et certaines opérations de calcul. On définit en général quatre opéra­
tions qu'on nomme, par analogie avec l'Arithmétique élémentaire, addition, soustrac­
tion, multiplication et division. Les définitions de l'égalité et de ces opérations doivent 
satisfaire à certaines conditions qu'on trouvera développées dans des ouvrages spéciaux 
auxquels je renvoie le lecteur pour ce qui concerne ce point1 . 

Considérons un système de nombres dont les éléments, nous le supposons, 
se reproduisent par addition, soustraction, multiplication et division. Pour ériger 
l'arithnomie de ce corps de nombres donné, on est obligé tout d'abord d'en séparer 
les éléments en entiers et non entiers, puisque l'objet essentiel de toute théorie des 
nombres est l'étude des relations entre nombres entiers. HURWITZ

 2 a découvert que 
cette définition est importante, car suivant la manière dont elle est posée, l'arithnomie 
qui en résulte peut être simple ou compliquée. Il a montré que les lois arithnomiques 
qui régissent le corps des quaternions rationnels deviennent semblables à celles de 
l'Arithmétique élémentaire, si la définition du quaternion entier est judicieusement 
choisie. LIPSCHITZ était arrivé à une arithnomie sensiblement plus compliquée3. 

1 Voir par exemple : H. H A N K E L , Theorie der komplexen Zahlensysteme, Leipzig 1867 ; Encyclo­
pédie des sciences mathématiques pures et appliquées, éd. française rédigée sous la direction de J . M O L K , 
Tome I, vol. 1, fascicule 3, Paris et Leipzig 1906. 

2 A. H U R W I T Z , Über die Zahlentheorie der Qualernionen, N a c h r i c h t e n d e r k ö n i g l . 
G e s e l l s c h a f t d e r W i s s e n s c h a f t e n zu G ö t t i n g e n , Math.-phvsik. Klasse, Hef t4 , Göttingen 
1896. * . 

H U R W I T Z a développé les idées exposées dans ce mémoire et donné les démonstrations 
dans son dernier livre, Vorlesungen über die Zahlentheorie der Qualernionen, Berlin 1919. 

8 R. LIPSCHITZ, Untersuchungen über die Summen von Quadraten, Bonn 1886. Trad, française 
par J . MOLK dans le J o u r n a l d e m a t h é m a t i q u e s p u r e s e t a p p l i q u é e s fondé p a r L I O U V I L L E , 
iv e série, tome 2 (année 1886), p . 373-439 : Recherches sur la transformation, par des substitutions 
réelles, d'une somme dé deux ou de trois carrés en elle-même. 
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Les travaux de HURWITZ ont attiré l'attention générale des mathématiciens. On 
s'est demandé si, étant donné un corps quelconque de nombres complexes, on ne 
pourrait pas définir le nombre entier d'une façon telle que l'arithnomie basée sur cette 
définition soit d'une simplicité analogue à celle de la théorie classique des nombres. 
On a reconnu qu'il en est effectivement ainsi dans un grand nombre de cas ; mais 
la- définition appropriée de ce qu'il faut entendre par nombre « entier » demande une 
étude préalable quelquefois assez longue. 

M. le professeur L.-G. Du PASQUIER m'a proposé d'étudier à ce point de vue les 
tritettarions 1. II a lui-même traité les duotettarions 2 et indiqué le cas le plus simple 
possible où peut se montrer l'influence de la définition du nombre « entier » sur la 
nature de l'arithnomie qui en résulte 3. 

2. Le but de la présente étude est donc la recherche de la définition appropriée 
du tritettarion entier. Pour y arriver, je me suis basé principalement sur la théorie 
des nombres de P . - L E J E U N E DIRICHLET 4 et sur les travaux de M. L.-G. Du PASQUIEH 

dans le domaine des nombres complexes généraux 5. 

Après avoir rappelé quelques définitions et propriétés générales, je recherche 
le domaine holoïde général, puis le domaine holoïde maximal de tritettarions (on verra 
plus loin les définitions de ces termes). Je parviens ensuite à la définition cherchée'du 
tritettarion entier. J 'ai réussi à démontrer qu'on peut séparer Ie corps des tritetta­
rions rationnels d'une infinité de manières en tritettarions « entiers » et « non entiers », 
de façon à rendre l'arithnomie de ce système de nombres ennéacomplexes 6 semblable 
à l'Arithmétique classique, abstraction faite des différences, d'ailleurs très profondes, 
inhérentes à Ia nature même des tettarions et provenant d'une part de la non-commu-
tativité de la multiplication, d'autre part du fait qu'un produit de tettarions peut 
s'annuler sans qu'aucun de ses facteurs ne soit nul. En terminant, je démontre que 
les nonions de SYLVESTER sont un cas particulier des tettarions, ce qui confirme 
une proposition énoncée par M. Du PASQUIER, que tous les systèmes de nombres 
complexes à multiplication associative et liée à l'addition par la loi de distributivité, 
sont des cas particuliers des polytettarions. 

1 La définition générale des tettarions (duotettarions, tri tettarions, etc., en général v-tetta-
rîons) est donnée dans le travail de 5T. L.-G. Du PASQUIER, Zahlentheorie der Tettarionen, V i e r t e l ­
j a h r s s c h r i f t d . N a t u r f . G e s . in Z ü r i c h , Jahrgang 51, p . 55-130, Zürich 1906. 

* L.-G. Du PASQUIER, Über holoide-Systeme von Düoteüarioncn, V i e r t c l j a h r s s c h r i f t d . 
N a t u r f o r s c h . G e s . in Z ü r i c h , Jahrg. 54, p . 116-148, Zürich 1909. 

3 L.-G. Du PASQUIER, Sur les nombres complexes de deuxième et de troisième espèce, N o u v . 
A n n a l e s d e m a t h . {4e série) tome 18 (année 1918), p . 448-461. 

* P . - L E J E U N E DIRICHLET, Vorlesungen über Zahlentheorie, herausg. von R. D E D E K I N D , 
Braunschweig 1894. 

6 L.-G. Du PASQUIER, Sur l'arithmétique des nombres hyper complexes, L ' E n s e i g n e m e n t 
m a t h é m a t i q u e t. 18 (1916), p . 201-259. 

— Sur la théorie des nombres hypercomplexes à coordonnées rationnelles, B u l l e t i n d e la 
S o c . m a t h , d e F r a n c e , t. 48 (1920) p. 109-132. 

— Sur les nombres complexes gênérawr, C o m p t e s - r e n d u s d u C o n g r è s i n t e r n a t , dea 
m a t h , à S t r a s b o u r g 1920, Toulouse 1920, p . 164-175. 

6 Du grec èvve« qui signifie 9. 
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Comme le corps des duotettarîons rationnels peut aussi être scindé d'une infinité 
de manières en « entiers » et « non entiers », le résultat obtenu permet de penser qu'il 
en sera de même des polytettarions quelconques. Et comme ceux-ci comprennent, 
ainsi que je viens de le rappeler, tous les systèmes de nombres complexes à multi­
plication associative et distributive, ce résultat n'est pas dénué d'intérêt. 

CHAPITRE PREMIER 

Définitions préliminaires. 

3. Définition des tritettarions. Un tritettarion ( est un nombre ennéacomplexe 
de la forme 

i.-.j 

V 
t = Of1Ci + <*2ß2 + «3e3 + «4«* -f <*•& -{- aee5 + a7e7 + a8e8 + «9^9 = ^J «X^, 

1 
où les <x\ sont des nombres réels quelconques dits coordonnées du tritettarion. Les neuf 
symboles ey sont dits les unités relatives du système. 

On peut représenter le tritettarion t symboliquement par un tableau carré, où 
la place occupée par chacun des nombres réels n'est pas indifférente, 

leti, CC2, a a "J 

Si les neuf coordonnées ay sont des nombres rationnels, le tritettarion lui-même 
est dit rationnel. Dans la suite, sauf indication contraire, nous ne nous occuperons 
que de tritettarions rationnels. 

Le tritettarion dont toutes les coordonnées sont nulles est appelé tritettarion 
nul; on le représente par O. 11 joue dans la théorie des tettarions un rôle analogue à 
celui du zéro dans l'arithmétique classique. C'est le module de l'addition, ( - ) - 0 = = ' 
quel que soit le tritettarion t. 

EGALITÉ ET ADDITION DES TRITETTARIONS. 

4. Egalité des tritettarions. Deux trittetarions J1 et Z2 sont dits égaux, quand 
leurs coordonnées correspondantes sont égales. Par coordonnées correspondantes 
nous entendons celles qui, dans tx et t2, sont affectées de la même unité relative, ou 
qui dans les tableaux carrés, occupent des places homologues. 

Dès lors, une égalité entre tritettarions entraîne neuf égalités entre nombres réels. 
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5. Addition. L'addition de deux tritettarions * I1 = ZJ aye^ et I2 = ZJ ß\e\ 

est définie par l'addition des coordonnées correspondantes. 

( ax, a2, ccs J ißii ßa ßzi ( ai + ßi » <*2 + ßz > «3 + ßs J 
h + h = j «4 » «5 > «i J + j & J /¾ » ßfl J = J a4 + ft » <*5 + ßö » «6 + ft f 

f a7 , a 8 , O8 ) ( & , ft, ß9 J ( a7 + ß7 , a8 + ft . aa + /¾ ) 
l . . . » 

L'addition des tritettarions est commutative et associative. On voit, en effet, 
en ae reportant aux définitions, que 

h + (h + h) = ih + h) + h> 
propriétés qui s'étendent à des sommes d'un nombre fini quelconque de termes. 

6. Soustraction. Etant- donnés deux tritettarions I1 et tz, on peut déterminer 
d'une façon univoque un tritettarion x tel que Z2 + a; = 1̂ ; par analogie avec l'arith" 
métique ordinaire, on écrit x ~ I1 — t2 et l'on appelle x une différence de deux tritet­
tarions. Soustraire Ie tritettarion t2 du tritettarion ^1, c'est trouver x tel que l'égalité 
ci-dessus soit satisfaite. On obtient les coordonnées de x, en soustrayant des coor­
données de J1 les coordonnées correspondantes de t2. 

Il résulte de là que Ia soustraction est l'opération inverse de l'addition. 

MULTIPLICATION DANS LE DOMAINE DES THITETTAFIONS. 

7. Multiplication des unités relatives. Formons le produit des deux tritettarions 
Ì...I !...S 

' i ^ ZJ o>tet et t2 = ZJ ft«*, d'après les règles de la multiplication algébrique ordi-
î k 

naire. Il vient 
I...» 1...I !...» 4...9 

txh — ZjatCi . Zjßkßk = ZJ ZJ <Xiß)tetek. 
i k i k 

Or, dire que les tritettarions doivent se reproduire par multiplication, c'est dire que 
Ie produit de deux tritettarions doit être de nouveau un tritettarion. Pour qu'il en 
soit ainsi, il faut et il suffit que le produit 6iek des deux unités relatives e; et e* (i, k = 
i , 2, ..., 9) s'exprime en fonction linéaire des mômes neuf unités relatives, 

par exemple : eiek = T1C1 + r2e2 + . . . + r9e9 , 

où les r„ sont 9 nombres réels. S'il n'en était pas ainsi, eiek constituerait un nouveau 

" Le wgne = (doublement égal) signifie égal par définition. 
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symbole que l'on pourrait envisager comme une nouvelle unité relative, et l'on n'au­
rait plus un système de nombres ennéacomplexes. Il faut donc définir les 81 produits 
etfh comme autant de fonctions linéaires des unités relatives e^ ; en d'autres termes, 
il faut donner 9 . 81 = 729 nombres réels cihn, de façon qu'on ait 81 égalités de défi­
nition : 

1...! 

CiBit = CJhIe1 H- CfMe* 4~ C(MC» + • • • + Cifcjßj = 2jCihnen. 

Dans le cas des tritettarions, les 729 nombres réels c t tn ont des valeurs parti­
culièrement simples : 27 d'entre eux sont égaux à 1 et les 702 autres sont nuls. 

Les 81 produits des unités relatives sont indiqués dans Ie tableau de définition 
suivant : 

«1 

H 

H 

H 

H 

H 

«7 

«8 

H 

H 

ei 

0 

0 

H 

0 

0 

«7 

0 

0 

H 

H 

0 

0 

H 

0 

0 

e8 

0 

0 

e 3 

<% 

0 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

0 

e7 

0 

H 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

H 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

e7 

0 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

0 

e7 

es 

0 

0 

e2 

0 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

0 

H 

0 

0 

ŝ 

Dans ce tableau, le produit eiek se trouve à l'intersection de la ligne por­
tant à gauche ej et de la colonne portant au haut eu ; par exemple ; e2e4 = ex ; 
«4e2 = H ; ^I — H \ e\ — 0 ; etc. 

8. Multiplication des tritettarions entre eux. Cela posé, le produit des deux tritet­
tarions Z1 et 2̂ se forme selon les règles de l'algèbre ordinaire, mais en tenant compte 
du tableau ci-dessus. On a donc 

«101 + «204 + «307 , 
tt h = ^ 0 ^ 1 H- a504 H- a6ft , 

«701 + «8& H" CC907 J 

01*1 + 02«a + 03«? » 
Ml = Ì 04«1 4- 05*4 + 06«7 , 

ft«i 4- /V* 4- A»«?, 

«102 + «205 + «308 » 
«402 + «505 + «608 , 
«702 + «805 + «908 * 

0iaa + 02«5 + 03*8 > 
04*2 4" 05«5 + 06«8 > 
07«2 + 08*5 + 09«8 > 

«103 + «20« + «309 
«403 H" «506 + Ä609 
«703 4" «806 + «9^9 

0!A3 H- 02ae + 03O9 

04«3 H" 05«6 + 06«9 
07«3 H" 08«6 4" 08«9 -
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On voit par là que la multiplication des tritettarions se fait d'après la même 
règle que la composition des substitutions linéaires à trois variables homogènes. 

Corollaires. 1° La multiplication des tritettarions n'est pas toujours commu­
tative, en général Utk 7^ tkU. Si tttk = tktif on dit que tt et tH sont permutables. 

2° La multiplication des tritettarions est associative. On a 

U{hU) = [Ut11)I1. 
3° La multiplication est liée à l'addition par les deux lois de distributivité 

exprimées par les formules 
ti{t„ + U) = tttk + Ut1 

{U + U)U = tku + (,fi 

9. Nombres réels. Le tritettarion 

( 1, 0 , 0 j 
P = JO, 1, 0 I = C1 + e5 + e„ 

( O1 O1 1 ) 

est appelé tritettarion principal. On vérifie qu'il joue dans le système des tritettarions 
le même rôle que le nombre 1 en arithmétique. C'est le module de la multiplication. 
On a 

txp ~ pa = a, 

quel que soit le tritettarion a. On peut donc identifier p avec 1 et écrire 

«i + ¢5 + e9 = i . 

Il suit de là que les tritettarions contiennent comme sous-groupe les nombres 
réels. Tout nombre réel r peut se mettre sous forme de tritettarion : 

( r, 0, 0 ) 
r = r(e1 -f e5 + «») = re1 -f res + reg = l 0, r, 0 > 

f 0, 0, r) 
10. Produit d'un tritettarion par un nombre réel. En appliquant la définition de 

l'addition à la Bomme t + ( + t + + ' formée de n tritettarions tous égaux à t, 
on remarque que pour multiplier un tritettarion ( par un nombre entier positif n, il 
faut multiplier chacune de ses coordonnées par n. En cherchant à généraliser ce théo­
rème au cas où n cesse de représenter un nombre entier positif, on est amené à poser 
la définition suivante : Pour multiplier un tritettarion t par un nombre réel r , il faut 
multiplier chaque coordonnée de t par r. Or, il se trouve que ce n'est pas là une 
définition nouvelle, mais un cas particulier de la multiplication définie au § 8 ; en 
effet, 

(r , 0, 0 J I Sr1, Ot2 > <*3 ) ( ral y r<*2 > r « 3 ) 
r . t = l 0 , r, 0 j J O4, «5 , O6 j = J rax, raò, ro« j 

l 0, 0, r ) [ O7, ofe^ctg ) ( rz7, To9, ra9 J 

Il s'en suit que rt — tr ; tout tritettarion t est permutable avec tout nombre 
réel r. 
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t i . Tritettarions transposés, adjoints, conjugués. Norme. A tout tritettarion (, 

on peut faire correspondre un tritettarion transposé (que nous désignons par . t ' ) en 

remplaçant, dans le tableau des coordonnées de t, la itème ligne par la iieme colonne. 

Au tritettarion 

correspond donc comme transposé 

t'=B 

a l » a 2 » *3 

a 7 > œ 8 ) <** 

a l i <*4> a 7 

a 3 i a 6> *9 

Nous appellerons adjoint de t le tritettarion T dont les coordonnées 
a i » a2 » aa ' • • * » a9 s o n t ^es m m e u r s correspondant à a j , a2, « 3 , . . . , a9, 'dans le déter­
minant A dont les éléments sont les coordonnées de t. En posant 

où 

A = 

'1 = 

a 1 1 

A 4 , 

«7 » 

«5» 

«8» 

«8> «a 
a 5 » Ä 6 

O 8 , Ot9 

*•' 

a9 

} 

on a 

«2 = — 

T = 
4. 

«4: 

«7 j 0¾ 
etc. » , = 

X1, ci% 

Le tritettarion T1' transposé de T est dit le conjugué de t. 

T == «5 1 aS 

a 6 > «9 

Théorème, Le produit d'un tritettarion t par son conjugué T ' est un tritetta­
rion réel. En effet, on trouve (§ 8) 

«l* | 4- O2Ct^ + a3aj , 0 , 0 

«.r « J 0 , «x + «vi + v i > ° 
0 , 0 , a7a!j + a8ocg + a9o4 

Comme les coordonnées de la diagonale principale sont toutes égales à la valeur 
du déterminant A ci-dessus défini, il vient 

( A , 0 , 0 ) ( 1, 0 , 0 j 
t . T'= 0, A, 0 = A. J O , I 1 0 ! = A. 

( 0, 0 , A ) ( 0 , 0 , 1 ) 

On vérifie que tout tritettarion est permutable avec son conjugué. Ce produit 
est donc univoque ; on l'appelle la norme du tritettarion t , en formule 

N{t) mt. T' = T'.t = A. 
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La norme d'un produit de tritettarions est égale au produit des normes des 
iflctßurs * 

N(a.. b .c m) = N{a) . N{b) . N(c) N(m). 

Un tritettarion dont Ia norme est nulle est appelé diviseur de zéro *. 

12. FROBENIUS ** a démontré un théorème général dont on peut tirer comme 
1...) 

cas particulier l'importante proposition que voici : Tout tritettarion t = 2J riei 

satisfait à une équation du 3W m e degré à coefficients réels, dite équation caractéristique. 
On peut lui donner la forme 

ri — ' » p2 > r 3 

= 0 

Grâce à cette propriété, on peut réduire à une fonction quadratique de t toute 
fonction rationnelle entière du tritettarion t, dès que son degré n > 2. 

DIVISION DANS LE DOMAINE DES TRITETTARIONS. 

13. Définition générale. Soient deux tritettarions I1 et t2- Par suite de la non-
commutativité de la multiplication, on peut définir deux tritettarions, x et y, en 
général différents l'un de l'autre, tels que 

I1 = at2 ; tlt~ t2y. 

x est appelé le quotient à gauche de ^1 par t2, et y Ie quotient à droite de E1 par £2. Il 
faut donc distinguer dans Ie domaine des tritettarions une division à droite et une 
division à gauche. On ne peut supprimer les mots « à gauche » et « à droite » que si 
les tritettarions x et y sont égaux. La division qu'on vient de définir est l'opération 
inverse de la multiplication. 

14. Tritettarions réciproques. Pour arriver pratiquement à déterminer x et y, 
quotients à gauche et à droite d'un tritettarion t par un autre, commençons par intro­
duire la notion du tritettarion réciproque. La théorie des nombres complexes ordi-

1 
naires suggère l'idée de rendre réel le dénominateur de la fraction - = t~l en Tarn-
pJifiant par T't conjugué de f, et de poser la définition suivante : 

* L'expression a diviseur de zéro» est duc à WEIERSTRASS, voir N a c h r i c h t e n G e s . W i s s . 
G ö t t i n g e n , 1884 p . 396 ; W e r k e 2, Berlin 1895, p . 311. — Lorsque ab = c et que les nombres 
a,'b et c sont entiers, on dît que a est diviseur de c. On étend cette définition au cas où c = 0 (car 
il peut arriver que ab —. 0, avec a ^ 0 et 6 & Q). Il est naturel de dire dans ce cas que a est diviseur 
de zéro. 

** FROBENIUS, Über lineare Substitutionen u. bilineare Formen, J o u r n a l de C r e i l e , t. 84^ 
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Lorsque ( n'est pas diviseur de zéro, on entend par tritettarion réciproque de t 
le tritettarion 

^ = IL 
Il satisfait à l'équation tf~l = t~l . t — 1. 

15. Division d'un tritettarion par un autre. Reprenons l'équation tx — Xt2. 
Multiplions à droite les deux membres de cette équation par t " 1 ; il vient. 

I1C-1 = xt2t-i = x. 

O n . d o n c *~Hfo' 

Le même procédé permet de déterminer y , quotient à droite de ^1 par (¾. L'équa­
tion de définition 1̂ = t%y devient 

Tt 
lTlli = Ç"V = y> d'où y = = j v ^ ) ' 

Les deux quotients x et y sont bien déterminés quand I2 n'est pas diviseur de 
zéro. Si t2 est diviseur de zéro, la division est en général impossible ; elle est indéter­
minée quand les produits Z1 T! ou T' tx sont nuls. 

On ne peut supprimer les mots « à gauche » et « à droite» et parler du «quotient 
de ïj par (2 » que lorsque ^1 est permutable avec T' ; c'est aussi dans ce cas seulement 

que le symbole ordinaire de la-division, -1, a u n sens déterminé. 

16. Corps, module, domaine d'intégrité. Un ensemble constitué par une infinité 
de tritettarions est dit un corps de tritettarions, quand les sommes, différences, pro­
duits et quotients de deux tritettarions quelconques de cet ensemble appartiennent 
au même ensemble. 

Deux ensembles de tritettarions sont dits égaux, s'ils contiennent les mêmes 
tritettarions. 

D'après ces définitions, l'ensemble des tritettarions rationnels forme un corps 
de tritettarions ; nous le désignerons par \R\. Pour construire l'arithnomie de ce corps 
il faut d'abord en séparer les éléments en « entiers » et « non entiers » (v. Introduc­
tion). A cet effet, procédons par analogie avec l'arithnomie classique. Les nombres 
entiers ordinaires sont caractérisés par les quatre propriétés suivantes : 

1° ils se reproduisent par addition et soustraction ; 
2° ils se déduisent tous du nombre 1 par l'application illimitée de la soustraction. 
3° ils se reproduisent par multiplication ; 
4° on ne peut pas, dans le corps de nombres considéré, élargir le système des 

nombres entiers sans abandonner l'une ou l'autre de ces propriétés. 
Nous rechercherons donc les systèmes de tritettarions satisfaisant à quatre 
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conditions analogues. A cet effet, nous nous baserons sur les définitions suivantes * : 
a) Un ensemble d'un nombre infini de tritettarions est dit un module de tritet-

tarions, quand toute somme et toute difference de deux tritettarions de cet ensemble 
appartiennent au même ensemble. 

b) On appelle domaine d'intégrité un ensemble [J] d'un nombre infini de tritet­
tarions tel que toute somme, différence et produit de deux quelconques d'entre eux. 
appartiennent à ce même ensemble [J] . 

c) Un ensemble E, module ou domaine d'intégrité, est dit fini, quand il est 
possible d?y choisir un nombre fini de tritettarions V1, t2, ..., tn , tels que l'ensemble 
des tritettarions 

TnxI1 + m2Î2 + + nint* 

qu'on obtient en faisant parcourir aux mi(i = 1, 2, . . . , 9) indépendamment les uns 
des autres, la suite des nombres entiers de — co à + » , soit égal précisément au 
module ou domaine E en question. Les tritettarions I1, t2, ..., tn forment alors une 
base du module ou du domaine d'intégrité E. Chaque terme ^1, I2, . . . , / „ est un 
membre de la base. 

d) Un domaine d'intégrité [J] à base finie est dit maximal, quand il n'existe 
dans le corps \R[, aucun autre domaine d'intégrité fini renfermant tous les tritettarions 
de [J] et, en plus, des tritettarions non compris dans [J] . * 

Exemples. Dans le corps des nombres rationnels, les nombres entiers forment 
un domaine d'intégrité fini et maximal, de base 1, le seul maximal de ce corps. De 
même, les nombres complexes ordinaires a + hi, à coordonnées a et b entières forment 
le seul domaine d'intégrité fini et maximal du corps constitué par tous les nombres 
complexes gaussiens a + ßi à coordonnées a. et ß rationnelles. 

Il résulte des considérations précédentes que les tritettarions faisant partie du 
domaine d'intégrité fini et maximal du corps \R\ seront à envisager comme « entiers ». 
Ils possèdent en effet les propriétés caractéristiques : 1° de se reproduire par addition, 
soustraction et multiplication ; 2° de constituer un domaine d'intégrité \M{ fini et 
maximal. 

e) Dernière condition : le domaine d'intégrité cherché devra renfermer le trit-
tettarion principal, c'est-à-dire Ie nombre 1 (§9). Pour arriver à une définition avan­
tageuse des tritettarions entiers, nous avons donc 1° à rechercher quels sont les domai­
nes d'intégrité finis de tritettarions rationnels ; 2° à déterminer lequel d'entre eux est 
maximal, éventuellement lesquels jouissent de la propriété de maximalité. 

* Les définitions a), b) etc) sont les analogues de celles posées p a r D I R I C H L E T dans sa théorie des 
corps algébriques. Voir D I H I C H L E T - D E D E K I N D , Vorlesungen über Zahlentkeorie, Braunschweig 1894, 
p . 435-457. La notion du domaine maximal, définition d), est due à HUBWITZ. 
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CHAPITRE II 

Du domaine holoïde le plus général de tritettarions. 

17. Définition. Un ensemble composé d'une infinité de tritettarions est dit un 
domaine koloide, quand il contient le tritettarion principal, qu'il a une base finie et 
que ses éléments se reproduisent par addition, soustraction et multiplication. 

Il est toujours possible de choisir dans un domaine holoïde de tritettarions un 
nombre fini de tritettarions, ^1, 2̂ > • *•>*!* > tels que le domaine considéré contienne 
les seuls tritettarions 

"Mi + M2L6 + . . . . . + rrintn 

qu'on obtient en faisant parcourir aux mi (t = 1, 2, . . . , n), indépendamment les 

uns des autres la suite des nombres entiers de — oo à + co. 

18. Théorèmes généraux. Commençons par rechercher tous les domaines holoïdes 
de tritettarions du corps \H\. 

Définition. On dit que r tritettarions I1, tz , . . . , tr, rationnels ou non, sont 
{linéairement) indépendants, lorsqu'il n'est pas possible de satisfaire à l'équation 

^ + ¾¾+ • • • + Mr = 0 (1) 
par des nombres réels X11 X2, . . . , xP non tous nuls. Si, au contraire, il existe r 
nombres réels ^ 1 , X2, . . . , xr non tous nuls et tels que l'égalité (1) soit satisfaite, 
l'un au moins des tritettarions (j peut s'exprimer linéairement en fonction des autres ; 
on dit alors que les tritettarions sont (linéairement) dépendants. 

Tout module fini possède une infinité de bases. Soit [6] l'une d'elles, composée 
des membres I1, Z 2 , . . . , tr . Quand ceux-ci ne sont pas indépendants, on peut réduire 
la base [b], c'est-à-dire qu'on peut trouver, pour le même module, une autre base 
ayant au moins un membre de moins que [b]. Si les membres de la base sont indé­
pendants, elle est dite irréductible. Dans ce cas; toute autre base du même module 
comprend au moins r membres. 

Théorème 1.* Dans tout module fini du corps de tritettarions \R\, on peut 
choisir r é 9 tritettarions, I1, I2 , . . . , tr, de telle manière que tous les tritettarions t 
du module soient contenus dans l'expression 

( = Jn1I1 -f Tn2I2 + . . . + mrtr , 

où les mi sont des nombres entiers (positifs, nuls ou négatifs). Ces tritettarions tx, 
t g, . . . , tr peuvent ótre choisis linéairement indépendants. 

Théorème 2. Il est toujours possible de choisir les r é 9 membres d'une base 

* Pour la démonstration de ce théorème et des suivants voir page IS, dernier alinéa. 

2 
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[I1, t2 , ..., tr] d'un module fini de tritettarions de telle façon que l'un de ces mem­
bres ne contienne qu'une seule unité relative, un autre seulement deux unités relatives, 
un3 i è m c au plus trois unités relatives, un 4iÈme au plus 4 et ainsi de suite. D'après ce 
théorème, les membres d'une base irréductible d'un module fini de tritettarions 
pourront toujours se mettre sous la forme suivante : 

' l = <*iel + ßle& + 7lß9 + SlC7 4- E1̂ 4 H" Ip1C8 -f- ^1S6 + IJZ1O2 + X1C3 * 
tz — Ct2C1 + ßie5 + Ï2e9 + ^2C7 + £2

e4 + <?2e8 + X2C6 + $zH 
h ^ «3el + rVô + /3ß9 + ^3C7 + Ê3

e4 + ^H + 7.3eG 
h = «4*1 + ^H + 'Ae9 "K^e 7 + ^C4 + ?4«8 

(B) ; t5 = Ct6C1 + 06e5 + y6e9 + S5e7 + %e4 

*Q — a6£i + fV& + ye«9 + \ e i 
t7 = ^e1 -F^7C5 + y7e9 

h = «8^1 + ßfle6 
£9 = Oc^e1 

où A1, /¾ , . . . , X1, a2 , . . . , a9 sont 45 nombres rationnels. 

En supposant r = 9, nous avons pris d'emblée le cas le plus général. 
Théorème 3. Des 45 coordonnées Ct1 , JS1, . . . , a9 qui figurent dans les membres 

d'une base irréductible (B). les 9 nombres a9 , /3a , */7 , 5f l, £5 , <p4 , ^3 , ^2 , A1 sont 
difTérents^de zéro. On peut en effet démontrer que si l'un de ces nombres était nul, 
la base serait réductible, contrairement à l'hypothèse. 

Théorème 4. Soit [T] un module fini de tritettarions du corps )R\, ayant la base 
(B). Toute base (B') du même module [T], pourra s'écrire : 

t[ = ± Z1 + Tn1I2 + K1I3 H- P1I4 + qxlh + n 'e + Hh + "i*s + "i(9 
t'z = àz t2 H- Wi2E3 + W2J4 H- p2f5 H- g2*6 H- r2(7 + £2t8 H- «2 's 
*J = ± J8 + m3f4 H- M s + P3^e H" 9sh + ^ 8 + V s 
t\ = ± *4 H- m4/5 H" «4*6 + /»4*7 + ?4*8 + 4̂̂ 9 

(B') : t'5 = =t J5 + m6lfl + n5(7 H- p5'a + fc«9 
«g — zfc ï6 H- m6î7 H- nGt8 + p6(9 

/J = ± t 7 H- m7(8 + n7(9 

où Bi1, Ti1, . . . , C1, . . ., m8 sont 36 nombres entiers qui peuvent être^choisis arbi­
trairement. 

On peut démontrer ces quatre théorèmes en se basant sur les méthodes déve-

* C'est à dessein que nous n'avons pas pris les unités relatives dans l'ordre elt eä, es , et, 
mais d'abord les unités O1, eB, e9 dont la somme donne le tr i tet tarion principal, puis les six autres 
dans l'ordre e7, et, e8, ee, ez, es. Après de nombreux essais, nous avons constaté que les calculs deviennent 
plus simples si l'on choisit cet ordre de succession-là. II va de soi que l'on pourrait, en prenant un 
autre ordre de succession, conduire les calculs de 9 ! — 362 880 manières différentes et que le résultat 
final devrait être essentiellement Io même. Mais en adoptant l'ordre de succession elt c£, et, le 
chemin à parcourir serait incomparablement plus long et les calculs plus laborieux. 
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loppées dans le mémoire déjà cité de M. Du PASQUIER *. On y trouvera démontrés 
les théorèmes analogues dans le domaine des duotettarions. Il est facile de les étendre 
au cas des tritettarions. 

D u DOMAINE HOLOÏDE. 

19. Les théorèmes énoncés ci-dessus sont valables pour tout module fini de tri­
tettarions. Or, nous recherchons les domaines holoïdes, c'est-à-dire certains domaines 
d'intégrité. Pour qu'un module soit en même temps un domaine d'intégrité, il faut 
que non seulement la somme et Ia différence, mais encore le produit de deux quel­
conques de ses éléments fasse partie du même module. 

En d'autres termes : le module [T], de base finie (B), sera un domaine d'inté­
grité, si les produits Ut1, de deux tritettarions quelconques du module s'expriment 
linéairement en fonction des membres de la base, de sorte que 

Utk = Tn1Ix + /Ti2J2 + . . . + Tn9I9 (i) 

où les mt sont des nombres entiers ordinaires, positifs, nuls ou négatifs. 
Enfin, pour que le domaine d'intégrité soit holoïde, il faut encore qu'il renferme 

le tritettarion principal E1 + e5 + efl. 
Les 81 produits tttk (i, k = 1, 2, . . . , 9) des membres de la base doivent donc 

pouvoir s'exprimer en fonction des U eux-mêmes, conformément à l'équation (1). 
Cette propriété. implique des conditions qu'il s'agit d'établir. A cet effet, formons 
ces produits. 

20. Calcul de t9 et de t8. 

1° û = 0^e1 doit s'exprimer linéairement en fonction des U (i — 1, 2, . . . , 9), 
d'où l'équation 

4ei = Pi1I + P^ + - • • + Po*9 > 

où les pi sont des nombres entiers. La définition de l'égalité (§4) entraîne 
Pi ~ Pz — • • • ~ Pa — 0, puisque les coefficients correspondants doivent être 
égaux. Dès lors, il reste 

O9 = p9 = nombre entier, soit g. Ce g doit être différent de zéro (Théorème 3). 
On a donc 

2° Formons les produits ^ t 8 , tBtg et ( | . 

Ms = S6A01B6I + ß&es) = £ a8 e i 

Ce produit devant s'exprimer linéairement en fonction des Ui il vient 

£*8el = P^ 1 + P',h + • • • + P^ 9 • 

* L.-G. Du PASQUIER, Über holoide Systeme von Düotettarionen, V i e r t e l j a h r s s c h r i f t d e r 
N a t u r i . C e s : i n Z u r i c h , Jahrgang 54, p . 116-148, Zurich 1909. 
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L'égalité des coefficients correspondants entraîne (§4) 

p[ = p'2= . . . = ^ = 0 ; 

dès lors, ga8ex = pfa = p'agex , d'où 

o8 = Pa = nombre entier, soit gl . 

t\ = (gi«i + r W = g\e, + j9je5 - P1I1 + . . . + A . 

mais p* — p" = . . . = p* = 0, par suite de l'égalité des coefficients correspon­

dants ; donc 

fi?ei + / ¾ = Ps(8 + A = Ps(^i6X + / V B ) + M c i • 

Cette égalité entraîne 

«î = P\S\ + P»i 
ßi — plßa'i cette dernière égalité montre que 

/3g = Pg = nombre entier, soit g2 ^ 0 (Théorème 3). 

pÓ étant un nombre entier, la première égalité exige que (g? — giga) soit un 
multiple de g. C'est une première condition à laquelle doivent satisfaire g, g1 et g a . 

^ i^ î—EU _ n o m b r e entier, soit m, . 
ë 

Le produit (8(9 ne donne aucune condition nouvelle, puisque tst9 — gigßx 
- h t . Oa a Ame . (8 = ^ 1 + ^ 6 . 

Formons les autres produits Utk , puis appliquons toujours l'équation (1), (§ 19) 
et le principe de la comparaison des coefficients correspondants (§ 4). 

21. Calcul de t7. 

io J9E7 = ^e1(O7Cj + 0 , ¾ + ^jC9) = Co7C1. = Afli9 = g/c^j. 
Donc.a7 = A9 = nombre entier. 

2° ï8i7 = ' ( g ^ + g3e5) (O7C1 + 1¾¾ + Y7?t\ ' = gi«7ei + && es = ÎS'B + Çe*8, 
donc- S1O7C1 +-$20,¾ = V8(Si6I+ g2e5) + ' fcgei , 
•d'où q6g2 = g2ft ; J1O7 = q8gi + ? 9 g . •• ' 

,On tire de la première égalité ß7 = ^8 = n. entier, soit A8. 
'Nous avons ensuite . . . 

3°. (« = ^e7C1 + 1¾¾ + y7e9)2 = af«i + |3fcB + ^ e 9 = r,(, + r8*8 + r9t9 , 

ce qui donne entre autres la condition, •' . 
ri7r— $> ^'où -/T = T1- nombre entier, soit Zf7. 

(7 pourra donc s'écrire I1 •— A9C1-!+ 'Zr8C5>" + A7e9. 
^- , > , ' " • • . • , • • . " . 

, -Le tritettarion. principal devant être, contenu dans notre domaine, il faut que 

^i + ß6 + ea = Xih + . ¾ ¾ " + ••• + s»*s> 

mais' Xx ^=X2 = = #6 = O (§4), donc 

.' ei "+ c5 + e9 = ^ J 7 + 38tß + . ¾ ¾ ; 
, , , ; — (Z7A9 + xsgx + s 9 g)ei ,+ (S7A8 + x6gz)e& + a;7A7«9 -
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En vertu du § 4, cette égalité ne peut avoir lieu que si 

x,kQ + ^ g 1 + i 9 g = 1 
^k8 + x8g2 = 1 
x7k7 — 1 

On en tire successivement 

k7 = X7 = ± 1 ; Jc8 = =b (1 — xeg2) ; k9 = dz (1 — ^ g 1 — ^ g ) , 
et X7 devient 

I7 = ± (1 — ^ g 1 — s9g) E1 ± (1 —.s8g2)e5 =h C9 

Le théorème 4, § 18, permet de remplacer, dans la base, t7 par 

tj — ± E7 -J- :r8i8 -J- x9ï9. 

Dès lors, t7 devient, si l'on supprime l'accent prime, 

«7 = «i + «6 + «9 = l (§9). 

22. Calcul de t6. Formons les produits t9tBi (8(6, / | , Z6(9 et (6(g. 

1° Me = S0I(Oe0I + (Vs + /ee9 + 36e7) — £««ei = Pi *i + P2(2 + • • • + Pth 
= p9ts , car /J1, p2, . . . , p8 sont nuls (§ 4). 

L'égalité gac^ = p^g^i entraîne a6 = p9 = nombre entier. 
2 ° hh = (Siei + &«B) (*e«i 4- /¾¾ + 7eeô + V ? ) = Si<*6ei + ßttgtH = rs's + r9(9. 
En égalant les coefficients correspondants, on trouve j36 = r8 = nombre entier 

et, en plus, la condition 

r - g i ( P o ~ rs) 

3° t\ = (OSe1 + ß6e5 -f y6e9 + V ? ) 2 = 4ei + $ c s + ^ ¾ + K 4- "Ze)V? 
= ^ e + • - • + *V9 • 

Par la comparaison des coefficients correspondants, on obtient Ot6 + % = f« 
= n. entier ; or6 étant entier, yG Ë== k l'est aussi ; (8 s'écrira 

h = Pa ^i + rse5 + fces + 53e7 . 

Le théorème 4 permet de remplacer (fl par 

En désignant par g3 et g4 deux entiers, puis supprimant l'accent prime, on peut 
donc écrire 

h = Ssei 4" BiH + 5e
e7 • 

Exprimons derechef que (| doit se trouver dans le module envisagé : 

(&»ei + 8tH + V T ) 2 = Spi + 4 ¾ + SaV? = neh + «7*7 + "8¾ + «9*9 • 

La comparaison des coefficients correspondants fourmt deux nouvelles condi­
tions : 

ftfo-ft) = n. en t i er ftft(ft-ft) = n. entier, (fl) 
82 gg* 
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4° De tat9 = Ig3B1 -f g4e5 + 58e7)gex = ggg^ + g56e7 = q^tn + . . . + . g9(fl, 
on déduit les conditions : 

^ = n. entier = ^1 ;
 ë-^ = n. entier = ru (b) 

5 0 «6*8 = (g8«i + g*e5 + ô6e7) Cg1O1 + g2e5) = gjggej + gigleb + g A « , 
— *«<6 + • • • + s$h entraîne 

g l g ^ ( g 2 ~ g l ) = n. entier. (c) 

6° (6(7 = £7t0 = (6 ne donne aucune condition nouvelle. 

23. Noue avons ainsi déterminé les formes que doivent avoir ta , tBl I7 et I6 , 
savoir 

h = ësH + giH + §6*7 

's = gi«i + gae5 
'9 = g H 

Dans ces expressions, g et les gj {r = 1, 2, 3, 4) représentent des nombres entiers 
et S6 un nombre rationnel non nul ; g et les g* sont liés par les conditions sus-indiquées. 
Si elles sont remplies, tous les produits titk étudiés jusqu'ici feront partie du module 
envisagé. On aura par exemple 

Mo = Sh "l(8 + rt2(9 ' 

où /I1 et H2 sont les nombres entiers définis par les relations (b) ci-dessus. Et ainsi 
de suite pour les autres produits. 

Les développements précédents montrent suffisamment de quelle manière il 
faut procéder pour trouver les conditions auxquelles doivent être soumises les coor­
données des tritettarions tt et tj, (i , k = 1, 2, . . . , 9) pour que le produit tttk fasse 
partie du module envisagé (§ 19). Nous allons continuer cette analyse, en supprimant 
toutefois les détails et en nous bornant à indiquer, parmi les conditions trouvées, 
celles que nous utiliserons dans les démonstrations subséquentes. 

24. Calcul de t5. Formons les produits t9t5, (6(6, i*, tst5. 

1 0 '9£5 = g«l(«G«l + ßsH + ?6«9 + 55e7 + heÙ ~ g«%«t = Vh • 
On en tire a5 = p = n. entier. 

2o t5t6 = CCSg3C1 + /35g4e5 + ftV? + ôsg3e7 + ^g3e4 = vsh + • • • + M 9 . 
entraîne ys = t>6 = n. entier. 

3° t~ = C^e1 + ß|e5 + y|:e9 + /¾¾¾ + -/555e7 + «fi55e7 -f a6%*4 
— ^5^5 ~r • • • ~r 3¾¾ ) 

entraîne ß6 = n. entier = ft. 
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= r5t5 + . . . -f rstg , entraîne 

55 = 5-5 ; (5 devient 
#2 

(5 = pet -f ke5 -f v6e9 — — e7 + £5e4 . 

En vertu du théorème 4, on peut remplacer (5 comme membre de la base, par 

Supprimant ensuite l'accent prime, il vient 

$1 

°ù gs ) Ss e* £7 représentent des nombres entiers. 

h = gsei + ge«6 + - 2 5«e, + £5e4 , 
62 

25.^CaJcui. de tà . 1° Le produit 

hh = gel(a4el + A«5 + 74e0 +'$4e7 + *4e4 + 4̂*¾) = 8 «4el = P(9 
entraîne a4 = p = n. entier. 

2° ^t9 = Ot^e1 + Sage, + S4^e4 = C5J5 -f- . . . + q^ , • 
donne les relations 

¢5¾ . s / î e . 9bëi 

g Vg ëëiJ 

3° Du produit (8*4 = g1aie1 -f g2ß4e5 + g2e4e4 = rsf5 + • • • + Ms , 
nous déduisons 

a —, A 9s£e gsg4g? 
P 4 - r 8 + l"~^g7 ' 

4° De *6(4 — g3a4e! + g4ß4e5 + g4£4
e4 4" 36«4e7 = U6*6 + . . . - { - w9*fl , 

il découle 

a — ^Si67 _ e t étant entiers, le produit q&gig7 doit être divisible par gg2 . 
gg2 

5° «5«« — g5«4el + geiVs + ge^4e4 + "T $6*4e7 + £5«4e4 
g2 

— ^6¾ + • • • + &sh s entraîne 

a4 + ^ 5 = #fi ; comme «4 et #fi représentent des nombres entiers, il faut que 
O 

?sg6 s o ^ divisible par g ; donc (34 est un nombre entier, A1 . 
6° t\ = C^e1 + ]3~e6 + ' / J e 9 + j34e4e4 + y434e7 + y4<p4ca + 54«4e7 + £4*4^4 

+ <p4&e8 + ?4E4e7 = 24(4 + • • • + Hh i entraîne /34 + -/4 = z4 . 

Il s'en suit que y4 = n. entier = k2, de sorte que 

U = VH + *1* + KH + (¾ + ^ ) V 7 + ^ <4 + ?•«. -
\ 6 6&2/ S 
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Le théorème 4 permet de prendre, à la place de £4 , comme nouveau membre de 
la base 

(4 = t4 kzt7 . 

G1 

Ecrivons g8 , g6 , gio, fin» — 
gg2 

au lieu de p — Jr2, ^ 1 - Z r 2 , fc , ?6 , ^ + ^ , 
g 652 

il vient 

h = &«i + g9*s + —f V ? ' + ~ £ôe4 + ?4e6 • 
eea s 

26. Calcul de I3. 

1° Le produit M 3 = gc i (a 3
e i + & e 5 + 7te9 + V 7 + e3 H + ?sc8 + Xace) 

mont re que a s = /J9 = n. entier. 

2° De tzt9 — AJgC1 + 33gc7 + «sa6« = ¢6¾ + . . . + ?9(9 > o n dédui t 

' 3° tBt3 = ^0¾¾ + g2&Ê5 + g2«se4 + g2X3ee = r3(3 + * • • + r9*9 > entraîne 

m _ r4?4 . _ r7 

I*"-to' Ï3--J2-
4° I4(8 = geag«! -{- g9/3ae5 + g^s* ! + g9X3e6 + ~ $6*3^7 + ~ *5<*3«4 + <p4^ae8 

662 g 
+ ?4*3e7 + T4X3e» — hh + • • • + V 9 » mon t re que 

-; ?4 g2 

Le théorème 4 permet- de prendre , à la place de ( 3 , 

, ^3 = I3 pBt7 

Désignons par g13 e t g14 des nombres entiers e t 

écrivons g15 , gl6, • g „ , —2 , -j 
62 662 

T J . £e gl 7 gl6 I 6*7 gl« 
au heu de qt , ? 6 , — r4 , g13 + — ± - , -±- + —^- . 

62 6 6 62 
La forme définitive de I5 sera 

* _ ^2 „ 1 fil4fl 1 "8 * a _|_ 6*16 , „ I 6*17 Ä „ _|_ ,, „ 
*3 = —- H + T - e9 + — °6e7 + — e6e4 + ~ ?4e8 + Xse8 • 

g2 62 662 6 62 

27. Calcul de I2 -

1° *2Î„ = (O2C1 + /Vfi + /2e» + 52e7 + HH + ?2e8 + X2e6 + +2%)g«l 

— «sg e i + 32ëc7 + hëet = ^h + • • • + ?9<9 » mont re que 

îeE5 s - / ï « _L îfifiAs . _ „ 1 gsgs + gegs + gsgi 



On en tire de plus la condition 

M i i M ? = n. entier. (I) 
SÌ 

2° tet2 — ga2e1 + gt|/2e8 — p2t2 + . . . + ftf» entraîne 

a _ Pa G2 I Ss / , Pagie + PigiA i Si / „ , Pigiò + P«gio\ 

^ - _ i i 7 + 7 l ? 6 + . — Ï — J + I r + — — ; 

et l'on a entre autres les conditions 

frgu + P»*» = n . entier; M w + P a g l t i = n. entier. (II) 
g g 

Ecrivons g 1 9 , ^20 , g21 , g 2 2 , g2S , g M , g2B 

au lieu de q9 , p s , p7 , q& , ç5 , /J4 , — />3 ; 

il v ient x2 = g16 + g! — • 
g 662 

La condition (I) montre que g4g22 + gagaa e s t divisible par g a . Nous pouvons 

donc poser aa =§ — , où G4 est un nombre entier. On démontrerait de même à 
s 

l'aide des conditions (II), que : 

Q = 9l . y = _ ^ J _ g» g« _ Ç$ . 
• ggz ' /2 g "*" gga g g B ' 

3 , - g22 I g7g2a\ Ä _ G 7 S , r _ g23 . . 

g gU J gg2 g ' 

— ( S** _I_ gi?g2s\ m _ ^s m . „ _ gas v 

où les G/ représentent des nombres entiers. La forme définitive de t2 est ainsi 

28. Calcul de Ix. 

1° De tjfB = ((X1S1 -f ^1O4 -(- ̂ e 8 + 3je7 + ^ e 4 + ^e8 + Xiee + <h«i + >.i«*)g«i 
= O1Se1 + ^gC7 + £!ge4 

= ?sî6 + • • * + <lih ü découle 

n. entier. (III) 

avec la condition 
g«4e + ge?5 _ 
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2° hh ~ g*iei + gtyiH + B\H = P1I1 + . . . + p9t9 entraîne 

v - _ P » X s . _ _ (P* I PsSiA1n . „ _ PJ Psg» , 

Q — _ Pag2 -4- g s (V + P s g l 6 + P4gu\ , g_4 / , /7S^i5 + P4gio 
BB* B \ g / g \ g 

P4gg + P? + P8gg 
g 

et les conditions 

g " P * + g l*P a = n. entier ; g l o P * + g l s P 3 = n. entier. (IV) 
g g 

3° Ms = <*igiei + ftftcs + ^g1C7 + ^g1O4 + ^g2e8 + ^g2C2 

= «2*2 + • • • + S9I9 entraîne 

(Jz1 -= -JLL? ; ^1(X1 — s 2 —= = n. entier. 
Bz g • 

Ecrivons g„ , g2S, g2B, g a o , g3 1 , g32 , g33 , g34 

au lieu de qB , pB , p7 , q6 , q6 , pt , — p2 , S2 . 

Il vient «, = g27 + g 6 g 3 1 + g3g3ft - Bi g 4 g 3° + g 6 g 3 1 E= - 9 , 
g ggs g 

grâce à la condition (III). On démontrerait de même que : 
/-> 

^1 = —— , en tenant compte des conditions (IV) ; 
662 

yi Œ _ «S + «»&? = 5« ; 3, = ^ + ^ A S6 - -^ S6 ; 
g gg2 g#2 \ g gg2 / gg2 

gSS 1 g3d 1 

La forme définitive de I1 est ainsi : 

/ — ^ 9 * _L ^1° - J_ ^U „ 1 ^12 * a 1 gsi , 0 r . ^ 1 3 m _ 1 g33 „ 0 1 & 4 . I , - I ) -
tx = _- e + _-_e 6 + —- <?9 -f —- 6Be7 + -— ^e 4 + —- <p4e8 -+- --- y3eB + —'-1¾¾ + Hes 

g 8B2 Bg* ggz g ggz g B* 

La condition g ^ — S2 — = n. entier, s'écrit 

g i f i , - g M G 4 = n. entier. 

29. Les développements précédents montrent que, si le module [T] doit être en 
même temps un domaine holoïde, les 9 membres de sa base auront respectivement 
Ia forme suivante : 
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u — Zu eu en e» + T7 ^ + ~ W* + *T <P«ee + » 
Bei ë 82 

h ~ 8sei + &H 
+ ä5-e' + 7^+ 

'6 = 

*« = 

(, = 

<8 = 

§5^1 + 

g3el + 

«1 + 
g l e l 4 " 

g«ß6 

2*¾ 

6̂ + e„ 

& « S 

+ ^ V7 + 
£2 

4- 36c7 

es e 5 e « 

io = g«l 

Dans ces expressions, les coefficients, savoir g , les gt (î = 1, 2, . . . , 35) et les 
Gh (k — 1, 2, . . . , 13) sont des nombres entiers dont g y^ 0 et g2 7e 0 ; S6, C5, ip4, 
Xa » 1J^i ^i représentent six nombres rationnels non nuls. 

30. Si Ton exprime les 81 produits tyt„ linéairement en fonction des (j (v. § 19) 
comme nous l'avons fait pour quelques-uns dans les §§ 20-28, on trouve que ces 
coefficients doivent satisfaire à 280 équations de condition. Il est à remarquer qu'elles 
peuvent être mises sous forme de congruences et, chose essentielle, qu'elles sont 
compatibles entre elles. Nous n'en reproduirons qu'une partie dans le tableau sui­
vant : celles que nous utiliserons dans la suite. 

SnI n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

On déduit 

prtdilt 

V« 

•a 

)) 

que l'expression suivante doit Être un nombre entier 3 m-, 

<gi-g3)v4 • 

<f t - f t )£ 
Q 

(ft'— go) -~ + ««+« 

( f t - f t Ï T + T * ^ • • 
S e 

hx» 
h 

Gz g« hyji 
ga ga h 
(eu G4 G*] hXo GtG* , gi« 1 

i n « / 1, «*;+ e "^ 

HTitr 

Tn1 

TTIj 

m, 

m« 

TTI7 



imi» 
Oil! KnH 

di 
tTtMt 

que l'expression suivante doit Être un nombre entier = m mofr 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

Vs 

'1¾ 

V« 

V i 

'1¾ 

Va 

V i 

gas ^g Xs 

g >i 

Çé , _^5 gas gai YaXs 
g gga gga ^i 

£23 , • gas gai G4 Wbtt 
— H'h i — ; a ~ i r ~ 

gi G8 — S84G4 

g« G9 Y2X3 

êa i i g2ga 

g 

0¾ 

1IO 

*u 

g<gM 

gl 
m 

gs^g g* g« G4 

gag« 
ga 

4- til* 
Ya 

ëët 

g« gai G, 

a 

*i« 

« * + ?** gga ga 

ga 

gga g ëë% g W i to' 
gj4 i g_M ^aXs 

ga g« >i 

S« 
g; 

gga 

gas g« YaXa 

^ ? . ênkft __ eu (eu , est ViXa] 
l gaYa ëz^ët ga il / 

i _L G3 > s ëuG2G4 g17G4 I1n jgu ^2X3 g I 4Wg3 4C4 __ 

^ a + - i , 5 8 ^ - — — + j - - ^ - + - ^ — 
G1X • 

+ ^ 
gga il esa 

^ r Gs_h?t i g a i ( G 5 - G8) 
g gga 4¾ gg' 

gaags4 , , I G7 -

IiT "5^ + m*s' 
G« , gja ^aX? 

g g i i 

ëël ii 
g a i G 4 G 6 _ C 4 G 8 yy 4 /gjsggj YaXs i G„\ /g 3 4 G 4 Ga' 

g7 g ' g2ga Yi * ëëz + 
Wg3* G4 Ga\ 

J\ gga g / 

gssga« VaXa 
ëët ii 

" 1 0 

gga 
gsi , G1G10 

ë2ë2 

, gj? ] t a ^gM G4 _ Gg\ 

g ii \ gga g ' 

G g . G y gaag34 YaXs 
J1 g 

gu 

ëët 
Gn—G 

ëë\ 

ëë% 

w) i Gw hn 
ëëz va 

gS8gn VaXa 
ggï >i 

g3lg34 

ggt 

, , G12 g34G4'G10 G4G13 ii?4 ,'(BjaBu VaXa . G n Wg 3 4 G 4 G8\ 

«.+»+—M. p g r l ^ T l T + l 'ig7 ii +gftA gg, gi 

m i e 

m„ 

m 1 8 

m 1 8 

m«, 

"Hi 

m23 

m 2 3 

m 2 4 

m Ï S 

'26 

m t » 
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31* Supposons maintenant qu'une base de notre module [T] ait la forme (C) 
(§ 29) et que les g, gt, S6, . . . , I1 satisfassent aux 280 conditions mentionnées au 
§ 30. Tous les produits Utu (i, k = 1, 2, . . . , 9) seront des fonctions linéaires, à coef­
ficients entiers, des U et par conséquent contenus dans [T]. Il en sera de même de 
toutes les puissances ^ et dès lors de toutes les sommes ou différences de produits 
quelconques des U. Le module considéré [T] sera donc en même temps un domaine 
d'intégrité, puisque ses éléments se reproduiront aussi par multiplication. Ce domaine 
sera hololde puisqu'il renfermera Ie tritettarion principal. Ge sera enfin le domaine 
holoïde le plus général, car, en Ie recherchant, nous n'avons tiré que des conclusions 
nécessaires. 

Tout domaine holoïde du corps \R\ a donc une base de la forme (C). Inverse­
ment, on obtient tous les domaines holoïdes de \R\ en attribuant, dans la base (C), 
aux 42 nombres g) , S6 , . . . , X1 toutes les valeurs compatibles avec les 280 condii 
tions mentionnées au § 30. Nous pouvons donc énoncer le , , 

Théorème 5. Le domaine holoïde le plus général du corps de tritettarions \R\ à 
comme base [J1, t2 , . . . , ^ ] , où 

U = 

( 9î I** 
g ' gì 

£SIE ^w 

g 6 ' ëgi 

'h > h 

ëta 

tA = < 

g» 

«S . 
g 

G1 

5» 

U = 

o, 

t?9> 

h> ft 

Xs 

A« * Gis m G11 

8St ëë2T ëëi 

1, 

o, 
\Q> 

o, 
i , 

• . o , . 

0 

0 

1 

• ; . t2 — • 

U — < 

U = < 

(G4 

g ' 

#23 

T £ 6 ' 

ëëz 

&> 

• Hi 

ëlj. 

S 5 " 

g l . 

0, 

: .P, 

4¾. 

g g 2 ' 

G** 

o, 

g«> 

o, 

o, 
ë2> 

o, 

0 

ê A 

G1 

ëë& 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

; h = 

u= < 

to — 

o, 

g l 6 e 

T £ 6 ' 

ggi 

A> 

o;, 

5«. 

g. 
0, 

o, . 

°> 
G, :, 
g2 '-'. 

o, 

gd> 

o, 

o, 
o, 

• o , , 

0 

0 

0 

:'0 

0 

0 

0 

f .'..-.' "Le nombre dès conditions, auxquelles les coordonnées des membres de là base, 
sont assujetties est élevé, .11 fallait s'y attendre *. 

. }.-' 

• * Les 81'produits Utk (i,"k — 1,.2, ..., 9) devant s'exprimer linéairement en fonction des U1 

(v. ;•§ 19) donnent ; naissance à' 81 égalités de Ia forme Utk = C^e1 +'• cifcîe„ + ciktes + 
.... -f- cifcSe9 = Pffci.fji"+ pifciij +• piss's -+••'--•• + jifts'g où les plkn représentent des nombres entiers. 
La déterminat ion 'des ' C1^n' satisfaisants à ces égalités conduit ,théoriquement à la résolution de 
9.81 = 729 équa t ions . ' : . 
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32. Un domaine holoïde est déterminé par sa base [I1, t%, . . . , t9] qui est 
elle-même fixée, lorsque les nombres g, gi, S6 , . . . , X1 le sont. Supposons ces nom­
bres choisis conformément aux conditions du § 30. L'ensemble de tous les tritetta-
rions 

t = W1J1 + Ti2 h + • • * + n9 h 

qu'on obtient alors en faisant parcourir aux nP (r — 1, 2, . . . , 9), indépendamment 
les uns des autres, la suite des nombres entiers de — oo à + « , forme un domaine 
holoïde de tritettarions. Comme g , gi, S6, . . . , Z1 peuvent être choisis d'une infinité 
de façons différentes, on a le 

Théorème 6. Il existe une infinité de domaines holoïdes dans le corps des tritet­
tarions rationnels. 

Pour désigner un domaine holoïde, nous emploierons le symbole [gj, 3«, . • -, / J 
qui représentera l'ensemble de tous les tritettarions 

( H» H » H\ 
[K1) : t = J V4 , v 5 , v6 j , o ù 

( v7 > y 8 > v9 J 

C C 
V1 = B1"-^ + n2 -± + n4g8 + n5g5 + n„g8 + n, + ^ g 1 + n9g ; 

O O 

v2 = Ti1 ^ ifc + ^ 2 ; 
62 

V8 = Tt1I1 ; 

V4 = \ Tl1 —- + H2 — + Tl3 — + rt4 —- + H5 I £fi ; 

V6 = /I1 ~ -f /I2 —- + /¼ — + n 4g 9 + n 6 g 6 + n f lg4 + "7 + "sga; 
££2 882 82 

\ g a gg« gg2 gft g2 / 

V g& gga §2 / . 

88* gg2 g2 

où g, g;, O6 , . . . , Z1 sont supposés fixes, tandis que les nr (r = 1, 2, . . . , 9) passent, 
i ndépendamment les uns des autres, par toutes les valeurs entières de — » à + » . 
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CHAPITRE III 

Du domaine holoïde maximal. 

33. Permutations de tritettarions. Nous avons établi, au chapitre précédent, 
l'existence d'une infinité de domaines holoïdes du corps \R\ et en avons indiqué la 
forme générale. Il nous reste à chercher lequel de ces domaines est maximal (v. § 2). 
Nous baserons cette recherche sur les considérations suivantes : 

a) Substitutions. Supposons que par une loi déterminée, d'ailleurs arbitraire, 
on fasse correspondre à chaque tritettarion ( du corps \R\ un tritettarion T = /((), 
qui peut ne pas être rationnel. Ce z sera dit image de t et l'opération qui l'a donné est 
une substitution. La substitution fait correspondre au corps \R\, un ensemble déter­
miné, dit image de \R\, qui peut être un corps de nombres ou non ; cela dépend de 
la nature de la substitution symbolisée par [t, /C)]-

b) Permutations. La substitution [t, /((}] est appelée une permutation dans le 
cas où toute relation algébrique entre les t reste exacte, si l'on remplace chaque t 
par son image r. * 

On démontre que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit 
ainsi sont 1° que les tritettarions T = f(t) ne soient pas tous nuls ; 2° que les deux 
équations 

/ C i + ' y - / C i ) + /Ci) 
/Ci • «>) = /Ciï • /C2) 

soient satisfaites à la fois, quels que soient E1 et t2. 
Considérons maintenant un tritettarion S soumis à la seule condition de ne pas 

être diviseur de zéro : N(S) ^ 0. 
Si à chaque tritettarion 

/ A A' A \ 

t == j A 4 , A 5 , Aa } y 
I A A A l 

nous faisons correspondre le tritettarion r — StS-*, nous définissons par là une permu­
tation du corps \R\. Les formules suivantes le montrent en effet : 

S(I1 + Z2)S-1 = St1S-* + St2S-', soit /(Z1 4- I8) = /(Z1) + /C2) 
S(Z1 . I2)S^ = St1S-1 . St2S-I, SoHf[I1 . Z2J = ZC1) • /C2) 

34. Transformation du domaine iioloïde. Le théorème suivant est fondamental : 
Théorèjne 7. Tout domaine holoïde de tritettarions rationnels peut, à l'aide d'une 

permutation, être transformé en un autre domaine holoïde dont les tritettarions sont tous 
à coordonnées entières. 

* Voir l'ouvrage déjà cité de D I I U C H L E T - D E D E K I N D . 
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Démonstration. Désignons par 

A i , A8 , A3 

t = j A4 , A6 , A9 

A7 , A8 , A9 

un tritettarion rationnel variable, et par S Ie tritettarion suivant 

0 

S = Ç±lfJL 
g V M * ' 

r 
M* 

G 9 ' 

* /T* 

» /t* 

Le tritettarion f — StS~l est variable avec (, puisque 5 reste fixe. La substitu­
tion (t, r) est, comme il vient d'être démontré, une permutation du corps \R\. Camu­

s ' 5 ' 
Ions cette permutation, en tenant compte de ce que S~1 = 

N(S) 
= ~ = S'. On a 

A i , 

A«, 

A7, 

A8, 

A6, 

Ag, 

As 

A6 

A9 

• -

gS4GA 

88% 
9* 
g ir K ' V *; 

On trouve, en effectuant les calculs, 

^ = A 1 - S * ! + ffeiC 

O)1 , W2 , W3 

r = { w4 , W5, wfl ^ , 

W 7 , W 8 , Wg 

C. \A, 

ou 

g 4*2 l \ ggt g Ì h ' 

(Ut = 
= '*!__*" A3 -

fa & ̂ i ' 

- A 5 
W3 = T - ; 

A 1 

= " 4 
G4ZG4Aj 

- = 7^+^-7^¾+** 
" f i 

+ 
fga^j C 4 A 3 A6 ^2 

g / i / i 
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g e» g \ g «k gì w W g 2 B A g Xi g8 X1 / 

— G»A2j_A8? 'lj_g34/'.A G » A 3 g3*A6^2' A \ . 

g ^2 ta g2 V g X1 ga X1 , / 

g X1 g2 X1 

Le tritettarion t étant variable, nous pouvons le prendre égal successivement à 
chaque tritettarion d'un domaine holoïde [gi, S6, . . . , X1]. Ses coordonnées sont alors 
celles données au chapitre II (sous la formule K1, § 32). En introduisant dans l'expres­
sion de T, à la place des A(, les valeurs de ces coordonnées-là, on trouve ce qui suit: 

( Pi » Pa > P3 ) 
(^s) •• ? = p4 > Pe > Pe J » où 

[f*7i Pa» H) 

PI H§ "*& + n*g& + n«g3 + "7 + »«gi + "sg ; 
Pa HË "a ; 

Ps iÊ " i ; 

+ l7^2~7g7+Vlgga J M f ^ + g G4Jn4+^2+ g Jn. 

+ fcj^+(-^=^«s+ G4n9 ; 
G5 g25g34^aXa\„ , / C 2 g s 4 t e 

0, = ( ^ - ^ ^ ^ + ( - ^ 
^ V gga gga \ J \ g gg2 gg2 X1 / \ g a g2 X1 ' 

+ i sge + n s g i + n T + iâga ; 

-~(G*A_E3ate\ „ ' 1 g ^ t e » . t e , . 

^H7+7~Vr i + ̂ xT a+ ^i % ' 
^ j g3ig84 • 1 G ia? s g34G4^io ^GiaXif i , fgngufax*.t. Gn\ (ë2iG* <V 

^ ~ I gga ^ êëz * * g"«î g2ga ^a \ ëë2 X1 ggj \ gga g j 

Ì gga Y gga g g, g2g2 ta V gga X1 ggj \ gga g J) 

_I_ Ul«g34 , , G3 -J > 8MG*GA gl7^4 X^4 « / &»4 te , gl*\ /^34^4 <V\ ? „ 

( gga Y ëë2 gga g ^2 g ) 

, S g34 - , ft n | 6 ^ i 5 4 - l _ g 5 G s L J- i*»6» J_ Ì ft _ 1*^*5* J n 
+ ? I i *+•+ S ^ — 5 T + T r + I T + ^ gft i fl 

+ 6S=M^n- +G.»,; 

3 



— 34 — 

= (334(^10-G l l) , G13>-1?4 g33g|«4,2X3L . ( G» . gSdt̂ R — fii) , fi^lfe giS g ^ f a a ? 
I ëëx gga ^2 ggs h ) ( g gga gg2^2 gg, h ) 

, \ SM(G2- g14) , gl7?>i<p4 g L & X s L - U a g s a , *i<P«L _L gega4„ j .g«g»4M , „ „ 

V g gg2 / l gg2/ \gg2 . gg2 *1 / \fg2 g2 ?•! J 

Nous allons en déduire que les neuf coordonnées de r, savoir ^ 1 , p.2 , ^ 3 , . . . , 
jus , sont des nombres entiers. 

1° Les g , g((î = 1, 2, .."., 35) ainsi que les nr (r — 1, 2, ...-, 9) étant tous 
entiers, les trois premières coordonnées de r sont des nombres entiers. 

2° En comparant le coefficient de nx dans la 4ième coordonnée, ^4 , avec la condi­
tion numéro 26, § 30, on voit que ce coefficient est un nombre entier. ,De même en 
comparant le coefficient de Ti2 avec Ia condition numéro 10, § 30, on voit qu'il est 
aussi entier. Les conditions numéros 7, 4, 3, 2, 1 du dit § 30, montrent que les coeffi­
cients de n3 , n 4 , n5, ne , n8 sont également des nombres entiers. La 4îème coordonnée 
de T est donc un nombre entier. 

3° La comparaison des coefficients de Ti1 , n2 et n3 dans Ia.coordonnée ^5 avec 
les conditions numéros 25, 9 et 6, § 30, montre que ces coefficients sont entiers. La 
5i6me coordonnée de r est donc un nombre entier. 

4° La 6ième coordonnée, ^t6, est aussi entière. Les relations numéros 24, 8 et 5" 
du § 30 établissent en effet que les coefficients de H1, n2 et Ti3 sont des nombres 
entiers. 

5° En comparant les coefficients de Ti1, n2, Ti3 , n4 , n5 , n6 et nB dans la 
7ièrae coordonnée, ^ 7 , avec les relations numéros 29, 23, 20, 17, 15, 13 et 11 du §30' 
on s'assure que cette coordonnée est à son tour un nombre entier. 

6° Les relations numéros 28, 22, 19, 16, 14 et 12 du §30 montrent que la 8iém<1 

coordonnée, fj.8 , est également un nombre entier. 
7° Enfin, la 9iènie coordonnée, p.9, est entière. On s'en convainc en compa­

rant les coefficients de /I1 , Ti2 et n3 avec les conditions numéros 27, 21 et 18 
du § 30. 

Il découle donc bien de cette analyse que toutes les coordonnées de T sont des 
nombres entiers. On peut mettre r sous la forme 

(K,): 
"4gs + "sge + "ega 
+ «7 + "agi + "f lg » "s 

n l m 2 6 "T* ^2m10 + ^3°1? "1^25 H" n 2 m 9 H~ Tl^m6 «im24 + Tl2Tn23 

_ j -h n 4 m 4 + n5m3 + n 6 m 2 , -f- rc4g9 + n 5 g 6 + n 6g 4 , •+- ^ m 5 

+ « 8 m l + nG £4 -f n7 + nsSz 

«1^29 + Tl2TU25 + Tl3TU20 Tl1TH28 + «2
m22 + «3m19 " l m 27 + »2m21 

+ «4m i7 + n 5 m i 6 + «6 m i s » + nàmlfi -f n 5m 1 4 + n 6m 1 2 , + Ti3Tn19 + U1 

-f namn -f Ti9G9 -f /igg„ 



— 35 — 

Nous avons représenté dans cette expression par m-t le nombre entier défini* 
par la condition numéro ). du tableau du § 30, par exemple, 

(ft-ftKV i^-êùGt etc 
g ' 8 

Si Ton fait parcourir à ( tous les tritettarions d'un domaine holoïde [F], l'en­
semble de tous les r correspondants formera de nouveau un domaine holoïde [$], 
puisqu'il s'agit d'une permutation (§ 33). Chaque élément de ce nouveau domaine 
[4>] aura des coordonnées entières. Le théorème fondamental 7 énoncé au début de 
ce paragraphe est donc établie 

D u DOMAINE HOLOÏDE MAXIMAL. 

35. Théorème 8. Tout domaine déduit d'un domaine holoïde maximal de tritet­
tarions rationnels par une permutation (t, StS-*) est lui-même maximal. 

Commençons par démontrer le lemme suivant: Les permutations (t, StS~l) 
établissent entre un ensemble et son image une relation uni-univoque, c'est-à-dire, à 
chaque ( correspond toujours un et un seul r et vice-versa. 

En effet, deux tritettarions I1 et tz auxquels on applique la même permutation 
ne peuvent donner la même image T que s'ils sont égaux. Les égalités 

St1S-1 = t ; St2S-1 = r 

entraînent bien ^1 — t2- Cette relation est réciproque, car à chaque T, la permuta­
tion inverse fait correspondre un seul t = S~ÎTS. 

Démonstration du théorème 8. Soit 5 Ie tritettarion dé6ni au commencement du 
§ 34. L'application de la permutation (£, S(S -1) aux tritettarions d'un domaine 
holoïde / / = [g;, S6, . . . , I1] produit un nouveau domaine S(II) du corps ji?j. A 
chaque tritettarion de H correspond donc un tritettarion bien déterminé de S(H) et 
inversement. Si le domaine H n'est pas maximal, on peut l'élargir en lui adjoignant 
certains tritettarions th du corps )R\. L'application de la permutation au domaine 
élargi donne un nouveau domaine qui renferme tous les tritettarions de S(H) et, en 
outre, d'autres tritettarions rationnels, savoir les tritettarions StkS~i. Donc, si le 
domaine original H n'est pas maximal, son image S(H), ne l'est pas non plus. Un rai­
sonnement analogue montrerait que si l'image S(H) n'est pas maximale, le domaine 
original H ne l'est pas non plus. Dès lors, si le domaine original est supposé maximal, 
son image l'est aussi. 

36. Théorème 9. Le domaine holoïde [g] composé de tous les tritettarions à coordon­
nées entières est maximal. 

Si ce n'était pas le cas, il existerait un domaine [J] renfermant tous les tritetta­
rions à coordonnées entières et, en plus, d'autres tritettarions rationnels. Par une 
permutation convenablement choisie (t, StS-*), on pourrait alors transformer ce 
nouveau domaine [J] en un autre dont tous.les tritettarions auraient leurs coordon­
nées entières (§ 34). Il faudrait donc qu'au moins deux tritettarions tt,et t3 de [J], 



différents l'un de l'autre, fournissent le même r par application de la même permu­
tation. Ceci est impossible en vertu du lemme précédent (§ 35). 

Théorème 10. II existe une infinité de domaines holoïdes maximaux. Chacun 
d'eux est une permutation du domaine [g] constitué par tous les'tritettarions à coor­
données entières. 

Ce théorème découle de ceux établis ci-dessus. 

\f . 37. En vertu des théorèmes précédents on trouvera tous les domaines holoïdes 
' maximaux du corps \R\, en appliquant au-dprnaine [,g] toutes.les permutations S, 

telles que, les tritettarions transformés, r, fassent encore partie du corps \R\: Ceci 
• conduit au problème suivant : A quelles restrictions doivent être soumis les 9 nombres 

réels p, q, r, s, u, v, x, y, z, pour que le tritettarion r == StS^1 soit rationnel, t étant 
un tritettarion rationnel quelconque et ,5 le tritettarion 

P» ?» r 

s] u, v 

* , y, 2 

• - * 

Soient n l f Fi3-, ..-., n9 les coordonnées, par hypothèse rationnelles de t ; la 
permutation T == StS^1 devient , 

P, ?» T 
T = { s , u, v 

z.» y, z 

ni> "2» "s 
n 4 > " 5 » n 6 

*7 t " B J 

où À représente le déterminant 

uz — vy, yr—qz, qv~ 
xv -—. sz , pz~xr, sr .-
sy~xu, xq—py, pu-

-ur 
-pv 
-sq 

l 

A , = 

Le développement de.r donne' 

P 
•S' 

X 

•? 
U 

y 

r' 
V 

Z 

.<*«) Pi » Pa j- Ps 

T = { PA » P.S., Pe '} 

Pi » Ps » Pa 

ou 

Pi = (pni+'qnt + rru}){uz-

Pz = (Pni + ?«4'4- Tn7)(^ -
P3 = ( P i i + . î " * + " I 7 ) ( ^ -
p4 ^ (^n1 + 'un 4 + en7)(iw-
PB M(Sn1 + wn4 4- vn7)(yr-
Ps = (s , li + .Mn 4 + ^n7)(CC-
Pt = (^n1 + !/% + '*rh){ù* ' 
P8 = (xni + ï/«4 + zn^)(yr-
Pe = (^n1 + !/"« + zn-,)(qv-

^ y ) + (Pn2+.?«6 
-?z) + ( P n a + ? % 
:"' ')+"(P"2 + ?»6 
• cy) + (^n2 + "«s 
-^r-) + (s/ij + Uw5 

-UT) + (s»2 + " n5 

-vy) + ( ^ 2 + î / " 5 

-?z) + (a;«2 + ï/«5 

+ rn8)(xv-

+ ,™s)(pz • 

+ :>•%) («\-
+ Cn8)(^-
+ ^s) (P 2 • 
+ Cn8)(Sr-
+ ZU8)(XV-
+ Zn9)(PZ-
+ zn8)(sr-

-1«) + 
-*r)"+ 
-PO) + 
-œ) + 
-«•) + 

-H + 
-sz) + 

-XT) + 

-P»*) + 

(prig + ?nfl 

(P«3 + ?% 
(P«3 -K?"a 
(«V + un6 
(Sn3 -f un6 

(Sn3 + wn6 

(ain3 + t/n6 

(^n3.+ Vne 
(.Tn3 + ynt 

+ Tn9)(Sy — xu) 
+ rn9)(xq—py) 
+ TTi6)(PU-- sq) 
+ vn9)(sy — xu) 
+ Vn9)(Xq-Py) 
+ Vn9)(PU—sq) 
+ zn9)(sy — xu) 
+ Zn9)(Xq-^-Py) 
+ zn9)(pu—sq) 
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On voit que A ne doit pas être nul, d'où la première condition : - ' ! ; • ' ^ . • , • r ' / ' 

; ' . ' ; "'•;; .JVj(S) = ' A ' ^ a . • . • Ó î \ . ' . y " ' . ^ - ' V V ' 

Examinons de plus près les coordonnées d e r . Pour qu'elles; deviennent ration- '•''•''.', '"','' 
neues quelles que-soient les valeurs rationnelles attribuées aux ni[i = i, 2, .:., 9), ' . . '.:•-. > 
il faut que le produit de l'un quelconque des nombres p , q, r , . . . , z par l'un , 

quelconque des quotients -^- soit rationnel (A^ représente le .mineur du" détermi- . . -r 

nant A correspondant à l'élément1 qui figure dans Ia iièa,a ligne et la Zfièroe !colonne). :
 ;,, ̂  , ;•, 

A i n s i , ' ' . ' •* , ' ' - - . ' ' ' ' . , 
• u i ; — v u , • • . . . - - , . . . - • ' . - ' ' ; • * ' • . ; ' ' * 

, p .- —/, •'; — nombre rationnel, soit O1 ; " : ' . ' . 

UZ—VV- ' . : - ' - . - ' , , ' -

q . '.^-TT—- — • » ». ' » soit as ; etc.: , 

Il est dès lors possible de trouver urinombre rationnel k tel-que kax = aSf de. .".'•' '; - • '• 
sorte que ' ; • ' - ' . . . '•';*;'̂ ' 

ul,— vu ' ' , ' - ' . 'V -,' • «•' -/. '.'';,-
kp . — ^ - = : ^ = ¾ ,. • • " • . - ' ; - ' ; 

• uz —vu , ' • • . . ' • ' -

Il ressort de ces deux égalités que q ne diffère de p que par un facteur rationnel k'. 
Nous avons supposé dans cette déduction uz—vy 7^ O et p 5^ O. On peut toujours ' . ; - , - , 
faire cette supposition, car A n'étant pas nul, ni ses neuf coordonnées, ni ses neuf mineurs ; ._, -y 
ne sont tous nuls à la fois. On montrerait.de même que r, s, u, v,.xy y, z ne diffèrent .,-..-
de p que par des facteurs rationnels,ki, dont certains peuvent être nuls, de sorte que 
p — ^1O, q = k2Q, r = A3Oj etc.; où les k-À sont rationnels et 0 un nombre réel quel­
conque. Alors " , - • . - . ~. 

I K1, K2, K3 \ < . . . • . . . . 

• • t. . • / s = ô . U 4 , h , ' / c 6 ! = e s ' . . . ; • • • > • " 
f ir le If 1 * * ' , 

La permutation devient 

, .-!^BS'tS'-1^1 = S'iS'"1. • . • . , • ' \ . 

L'effet du facteur 6 étant.nul dans la permutation, on pourra choisir pour S -
un nombre réelquelconque mais non nul, d'où le ' . ', . 

Théorème 11. On obtient la permutation la plus générale de la forme (f, StS~i), 
qui transforme un domaine holoïde de tritettarions rationnels en" un domaine appar­
tenant de nouveau au corps ]i?j, en prenant pour S le tritettaripn 

Kt, /C6 , K6 

où ô est un nombre réel^arbitraire et'lès kt (i = 1, 2, . . ., 9) des nombres rationnels 
soumis à la seule condition N(S) 52Ó Ó. 

montrerait.de


P 9 r 

S U V 

x y z 
ne soit pas nul 
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38. Ces résultats permettent de déterminer lé domaine holoïde maximal le plu s 

général du corps \R\. La forme d'un domaine holoïde quelconque est donnée par la 
formule (K1) du § 32. Par une permutation, on peut transformer ce domaine en un 
autre ne contenant que des tritettarions à coordonnées entières. Si on suppose le domaine 
primitif maximal, le domaine transformé sera donc le domaine [g] (§ 36). Réciproque­
ment, il sera possible de remonter, par la permutation inverse, du domaine [g] qui 
est maximal, au domaine original qui le sera aussi ; d'où le 

Théorème 12. Un domaine holoïde maximal de tritettarions du corps \R\ renferme 
l'ensemble de tous les tritettarions r définis par la formule (K^) du § 37, quand on 
fait parcourir aux ni (i = 1, 2, . . ., 9) indépendamment les uns des autres, la suite 
des nombres entiers de — » à -{- « , p, q, r, s, u, e, x, y, z étant neuf nombres rationnels 
fixes, arbitrairement choisis, mais tels que le déterminant 

A = 

La formule (K^) qui caractérise un domaine holoïde de tritettarions présente des 
avantages sur la formule (.K1). D'abord il n 'y a plus entre les grandeurs données 
qu'une seule équation de condition : A -^e. 0. Ensuite (K^) ne donne que des domaines 
holoïdes maximaux, si les m prennent toutes les valeurs entières de — <« à + *>. 

39. Nous allons exprimer le résultat précédent sous une autre forme, en recher­
chant à quelles conditions un domaine holoïde défini par la formule (UL1) doit satisfaire 
pour être maximal. 

Nous avons démontré (§ 34) que tout domaine défini par (K1), peut être trans­
formé en un autre [r] ne renfermant plus que des tritettarions à coordonnées entières. 
Le domaine [r] est identique à l'ensemble des tritettarions que donne (K3), quand les 
n*À y parcourent, indépendamment les uns des autres, la suite des nombres entiers de 
— » à -f- » . Pour être maximal, le domaine [r] doit renfermer tous les tritettarions 
à coordonnées entières. Cela n'est évidemment possible que si chaque coordonnée de 
T peut prendre, indépendamment des autres coordonnées, toute valeur entière donnée 
d'avance. On est dès lors, conduit à la résolution des neuf équations simultanées : 

W1 = C1 

"2 = C 2 

"im27 + n2m21 + ni. — C3 

" l m ü4 + "2 m 8 + «3^6 = C 4 
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Les & (i — 1, 2, . . ., 9) sont des nombres entiers que l'on peut prescrire arbi­
trairement ; les ni doivent toujours être entiers. 

40. Quelles que soient les valeurs entières attribuées à C1, C2 et C3 on pourra 
toujours choisir pour Ti1, n2 et nj (donc aussi pour n7) des nombres entiers satisfaisant 
aux trois premières équations. Les autres conditions ne seront remplies que si les six 
équations simultanées 

n3m5 = Jc4 

Ti^m19 H- /I4Hi16 H- n5m14 + nGm12 + n8g34 ^= k5 

W3Bi7 + n^m^ H- nbm& + nGm2 + It9Tn1 + n, G4 = Zc8. 

I3W2O + n4mi7 + "sm15 + n6m i3 + ne'»ll + 
I g Ug /T7 

ng(m6— m18) + n4g9 + n5g6 + n6g4 + n8g2 = Jt8 

- ' ^ m 1 8 + n4g8 H- n5gò + «6g3 + »agi + ^ g = K > 
où les A)1(J, = 4, 5, . . . , 9) sont des nombres entiers arbitraires, peuvent être satisfaites 
par des valeurs entières des nt (i = 3, 4, 5, 6, 8, 9). Résolvons ce système d'équations 
par rapport aux n<. Il vient, par exemple, 

n* = 

K 
h 

kQ 

n 6 

m19 

W 2 0 

0 0 0 

m 16 m 14 m 12 

0 

ga* 
h m4 Tn3 m, 

m 17 m 15 m 13 m i l 

&> gs 
g2 

gi 

0 0 0 

m 
m, 

16 m 
m, 

u m 12 

m 17 ni 15 
m 8- m ia g» 
— m i s gs 

0 

Su 
m2 W1 
m13 î % 
g4j!^g2 

0 
0 
G* 

0 

0 -
.0 

G4 

G* 
0 

es ga gi g 

Désignant par £> le déterminant du 6iôme ordre qui figure au dénominateur et 
par A(K le mineur du 5 lème ordre correspondant à l'élément qui est à l'intersection 
de la i"m6 ligne et de la kièms colonne de D, nous pouvons écrire 

ri« s= - *t*i i _L h&2i + frBA81 

D + D 

De même on a 

n. = 

D 

i...« 

Ij 

D 

H-
/T.A »"61 

O 

etc. ; 

(ici A21 = A31 = . . . = A61 = 0). 

i...« 

2j&3 + <A + i&lG 

n„ = D 
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Si "donc /¾, nA, n 6 , n6) n6, n9 doivent être entiers quellesjque soient les 
valeurs entières des A)1, il faut que chacun des mineurs A1* soit divisible par D : * 

-^- = nombre entier, soit mu,. 

Considérons maintenant le déterminant J A1* | dont les éléments sont les 
mineurs de D. On sait que la valeur de | \ik \ est égale à la \(n — l)ièm**puissance 
de Z), n étant l'ordre du déterminant D. Donc, dans notre cas'particulier, 

I A * I = Z)*. 

Or, Ai* = m,k . D, de sorte qu'il vient 

I A n I = 

miiD ' i l m 16 D 

TTi61D *«J 

= K i D* 

d'où I miH \ D6 — D5 et finalement 

I mik I D = 1 
Comme le déterminant | miu | est entier (puisque tous ses éléments le sont) et qu'il 
en est de même de D, la dernière égalité entraîne 

I m» I - D = ± 1 
La condition D = zfc 1 est donc nécessaire pour que les ni soient entiers. On voit 

de suite qu'elle est aussi suffisante. 

41. Pour calculer la valeur de 

mK 0 

D = 

6 v 0 0 0 
m19 m M Hi14 mn gM 

m7 m4 ma m2 mx 

mw m„ m15 m13 m n 

W 8 -^ i 8 Ss ge & A 
— m i8 ga es Sz ëi 

0 
0 

G, 
G9 

0 

il est avantageux de faire quelques transformations. 
1° Rappelons que 

m le == — — "T — j — » " t u = —:— * 
ëz i>2 ë% 

m — A #34 

En soustrayant des éléments de la 2ièm< ligne ceux [de la 510"1" multiplies par 
StA 

— , on obtient comme éléments de cette 2iémo ligne 

*i, ^ , 0, 0, 0, 0 

où, pour abréger, nous avons désigné par O1 le premier élément. 

* En effet, dans l'expression do na par exemple, on peut supposer Zc4 = 1 et tous !es autres ftj 
nuls. Alors A n doit être divisible par D. Il en oBt de même des autres A ; h . 
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2° En tenant compte des égalités 

m =- (gs — g*)Gt , , . ' _ (Ss~ Si)G* . m = JSi-Si)Gt m^ =z -J- e6ljy2 ; m2 = ; m, — — 
g ë 

on peut transformer la 3 l ème ligne : on fera les différences des éléments correspon-

dants des 5!èmn et 6iéme lignes. Ajoutant ensuite ces différences multipliées par — 

aux éléments de la 3 i è ra8 ligne, on trouvera 

«a. <Hi H^z > ° i °» °-

Ox et O3 sont des signes abréviatifs pour les deux premiers éléments. 

3° Pour transformer la 4 i ime ligne, rappelons que 

« — i s , .&Gfl SxSuGi . „ _ SiG9- g3iGi mlt = A1O6 H 
S SSz 

mu = 
S 

Soustrayons des éléments de la 4ÎÈme ligne les éléments correspondants de la 

dernière ligne multipliés par —-, puis ajoutons aux nombres obtenus le produit par 
G 

SsiG, 
- des éléments correspondants de la 5[èm• ligne. En désignant par O4, a6-, oe 

les trois premiers éléments, on obtient 

a«> a5» a6» A1S6, O, O. 

Dès lors, le déterminant D peut s'écrire en remarquant que Tn6 = _ te' 
?>i 

'(§30), 

D = 

^2X3 (J 

Ya 
«* «a 

o* »5 

m 6 — m 1 8 g» 

— m 18 & 

O 

O 

£5 1K 

H 

St 

Ss 

O 

O 

O 

A1S. 

Sa 

& 

O 

O 

O 

O 

St 

81 

O 

O 

O 

O 

O 

* 

Ce déterminant a pour valeur le produit des éléments de la diagonale principale, 
produit qui n'est jamais nul, les facteurs étant tous différents de zèro (§ 18, théorème 
3). Or, pour que les ni soient entiers, il faut que D = dh 1 (§ 40). Le domaine est donc 
maximal quand 

SSz^8¾94Xs W i ~ ^ - * e t e n m ê m e temps 

• Y • = nombre entier. 
Ai 

Théorème 13. hes conditions nécessaires et suffisantes pour quun domaine holoïde 
de tritettarions rationnels [gi, 5a , . . . , X1] soit maximal sont 

gga^sTéXs^sÂi " U ^ i*M = nombre entier. 
A1 
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. DOMAINES HOLOÏDES MAXIMAUX DE DÉNOMINATEUR DONNÉ. 

42. Le domaine holoïde Ie plus général de tritettarions a la base (C), (§ 29). 
Supposons les coordonnées fractionnaires qui figurent dans les membres dé cette base 
réduites au même dénominateur. Attribuons à ce dénominateur commun une valeur 
fixe P ^ 0. Le nombre des domaines holoïdes maximaux de dénominateur donné P 
est-il alors fini ou infini ? 

Dans les conditions de maximalité exprimées par les formules du théorème 13, 
posons 

. a b c . d ûiey* / , , , . I^ 
ä, = m i E 5 = n ; ?« = p ; ?1 = 7; X~=g' d ° n + » * = « ? " 

La première condition devient 

. abed2 , , 
ëëzë ——t = ± 1. mnpqr 

Le théorème 4, (§ 18), permet de supposer g positif, puis de remplacer 
'fi = ëiH + ëzH par 5̂ = h + ^Vo = (gj + m%g)e1 + g2e5 = ^ e 1 + gze5 , où 
0~g[<ëy puisque l'entier m8 peut être choisi tel que ^1 + m9g soit compris 
entre zéro et g. 

Par des tran formations analogues, les membres de la base (C) peuvent toujours 
être mis sous la forme suivante : 

G9 , ^ 1 0 , " i l , 1 2 * i g31 . 1 3 „ i #33 , g34 . , , 

f„ — -— ex + — es + — e» + — ö6ß7 + — s5e4 + — <p4
es + — &»«• + ¢2¾ 

g Ê 2 5 g g 2 B 

i 3 i i g l6 , #17 , 

e» + — V.? + — E6C4 T — T*fi« + Xac« 
gga S 62 
C " g' 

+ -±- 5fle7 + -Ü C5e4 + <p4ty 
ggs g 
g' 

H 7 $,e7-f £5e4 

gs 

«8 = 

ï4 = 

' 5 = 

'« = 
( , = 

«8 = 

« , = 

g gg2 gg2 
G'z , A 
— e 6 H 
g2 gs 

g é e i + ggeß 

g&«i + &* 

*J*1 + g4«S 

«i + H + «» 

« î« i+ gaefi 

gei 

G'i G q 

où g|, gj , gg, g' —, — sont compris entre 0 et g >• 0 ; les valeurs absolues 

G' G' G' 
de g' gl, g' —, — , 6ont inférieures à la valeur absolue de g2 ; les valeurs de 

ft «g» 88a 
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^ «nf «Hf *«, ̂ i U 1 U S ^ 5 5 5 £y f!s Ç» 
&'• S ' Sto' g ' ga ' g ' g ' g ' g ' ga ' gga' ggg'-ggs' gg2* gga' gga' gga' gg2 
sont comprises entre — 1 et + 1, limites exclues. 

La base (C) étant ramenée à la forme (C), la condition exprimant que le domaine 
envisagé est maximal est encore 

, abed? , . 

On voit alors que les dénominateurs m, n, p, q qui figurent dans (C) doivent 
être des diviseurs de P et ne sont, par conséquent, susceptibles que d'un nombre fini 
de valeurs différentes. Partant de ce résultat on arrive facilement au 

Théorème 14. Il n'existe dans le corps \R\ qu'un nombre fini de domaines holoïdes 
maximaux ayant le dénominateur donné P, c'est-à-dire tels qu'aucune coordonnée 
des tritettarions contenus dans ces domaines, réduite à sa plus simple expression, 
n'ait un dénominateur supérieur à P. 

Le nombre de ces domaines augmente très rapidement avec P , suivant une loi 
assez compliquée. 

CHAPITRE IV 

Des tritettarions entiers. 

43. Nous avons démontré qu'il y a une infinité de domaines holoïdes maximaux 
dans le corps \R\ des tritettarions rationnels. On les obtient en choisissant les,coordon­
nées des tritettarions I1, t2, t3) ..., t9 du théorème 5, § 31, telles que 

g g a V s ^ X a ^ - i — = t 1 et ^~ = nombre entier. 
A 1 

Si Ton maintient fixes I1, (a, ; . ., /9, l'ensemble des tritettarions 

qu'on obtient en faisant varier les mi, indépendamment les uns des autres, par toutes 
les valeurs entières de ;— « à + » , forme un domaine holoïde maximal. Un tel 
domaine constitue un système de tritettarions « entiers », parce que ses éléments 
jouissent de toutes les propriétés qui caractérisent les nombres entiers. Ce sont donc 
les éléments d'un tel domaine qu'on appellera des tritettarions entiers. Or, il se trouve 
que certains tritettarions rationnels peuvent appartenir à la fois à un domaine holoïde 
maximal \M\ et à un domaine holoïde non maximal \H\. Ils ne pourront être dits 
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entiers que par rapport aux domaines holoïdes maximaux auxquels ils appartiennent. 
Nous donnerons donc, en suivant Ia terminologie de M. L.-G. Du PASQUIER *, la défi­
nition suivante du tritettarion entier : 

Définition. Un tritettarion rationnel £ sera dit entier par rapport au domaine 
[ëh ^6) • • -i ^1] »s'il fait partie de ce domaine et que celui-ci soit en même temps holoïde 
maximal. 

44. Certains tritettarions rationnels sont contenus dans tous les domaines holoï­
des maximaux ; tels les nombres entiers ordinaires envisagés comme tritettarions 
réels ; ceux-là sont donc toujours des tritettarions entiers ; on pourrait les nommer 
« absolument entiers ». D'autres tritettarions rationnels ne sont contenus dans aucun 
domaine holoïde maximal ; ceux-là sont donc toujours des tritettarions non entiers ; 
on pourrait les dénommer « absolument non entiers » pu « absolument fractionnaires ». 
Enfin, il y a une catégorie de tritettarions rationnels contenus dans tel domaine holoïde 
maximal [Jp], mais pas dans les autres ; ceux-là peuvent être tantôt entiers, tantôt 
non entiers, suivant Ia manière dont on sépare en deux le corps des tritettarions 
rationnels. On pourrait nommer « conditionnellement entiers » les tritettarions de 
cette 3 î è m e catégorie. 

Au point de vue de l'arithnomie, le corps des nombres rationnels ordinaires et 
celui des complexes rationnels de Gauss se partagent chacun en deux groupes seule­
ment, dont l'un contient tous les « nombres entiers » et l'autre tous les « nombres 
non entiers ». Par contre le corps des tritettarions rationnels devrait plutôt se partager 
en trois groupes : celui des nombres « absolument entiers », celui des nombres « abso­
lument fractionnaires», et enfin celui des nombres «conditionnellement entiers»**. 

45. On entend par coordonnées diagonales d'un tritettarion les coefficients des 
unités relatives C1, eb et e9. On pourrait appeler trace oVun tritettarion la somme de 
ses coordonnées diagonales. Cette trace qui joue un rôle dans certaines recherches 
jouit d'une propriété t remarquable quand le tritettarion fait partie d'un domaine 

C C G 
holoïde. En additionnant les égalités 9 et 21, §30, on voit que — -| --\ 

g gg* g g* 
G G 

— nombre entier. De même, les relations 25 et 27, § 30, montrent que — + * ^ 
6 6 62 

-I H — nombre entier. Enfin, ^ -4- ̂ Mn = nombre entier frelations 6 et 18 S 301. 
gg2* ' g* ^ gz L 3 

Nous avons ainsi établi le 
Théorème 15. La trace d'un tritettarion appartenant à un domaine holoïde du 

corps ]H\ est un nombre entier. 
46. En choisissant d'une manière appropriée le tritettarion S, (§ 34), nous avons 

pu transformer tout tritettarion rationnel t appartenant à un domaine holoïde en un 

* L. C. Über holoide Systeme von Düotettarionen, Zürich 1909. 
** Voir L.-G. Du PASQUIER, dans L ' E n s e i g n e m e n t math-émat ique , t. 18, 1916, 

p. 232-238. 



r autre tritettarion r = StS~l dont toutes les coordonnées sont entières. La norme d'un 
produit de tritettarions étant égale au produit des normes de ses facteurs on a 

N(S)N(t) . N (S-})-= N{r) = p = nombre'entier, 

• •-,. puisque toutes les coordonnées de r 'sont entières. D'autre part N(S) = ./V(S-1) — 1, 
• • : en" yertu de l'expression de S3 (§34); Il s'en suit le 
^ '• ' .' -Théorème 16. Là norme d!un tritettarion contenu dansVuh domaine holoïde du 
". , «corps \R\ est un nombre entier. 

.47. Une question qui se présente d'elle-même à l'esprit est celle de savoir si, 
et éventuellement jusqu'où, lés notions et méthodes utilisées dans la théorie des corps 
de nombres algébriques sont applicables au système -de nombres hypercomplexes 
à. multiplication non commutative. 

Nous basant sur les résultats qui précèdent, nous pouvons répondre à cette 
question de la manière suivante : Tous les tritettarions,« entiers par rapport au même 
domaine» constituent un groupe: additif et multiplicatif où régnent les mêmes lois 
arithnomiques que dans le domaine [g] formé par tous les tritettarions à coordonnées 
entières. On peut dès lors définir : Uh tritettarion est dit entier, si ses neuf coordonnées 
sont des nombres.entiers ordinaires; L'arithnomie basée sur cette définition est régu­
lière. ' ' 

. 48. Après avoir introduit" la notion de divisibilité des tritettarions entiers, on 
' > ' voit, qu'il y a deux .théories ,parallèles : une arithnomie à gauche et une arithnomie à 

droite: Elles s?entrecroisent d'ailleurs en plusieurs ,points. Dans Tune et dans l'autre, 
on peut établir l'analogue de l'algorithme d'Euclide et déterminer par un nombre fini 
d'opérations rationnelles le plus grand commun diviseur à droite [ou à gauche] de 
deux ou plusieurs tritettarions donnés.- Cependant, ce procédé euclidien est générale­
ment inapplicable quand il s'agit de diviseurs de zéro. 

' 49. On réussit à surmonter, les difficultés, en basant la théorie du plus grand 
commun diviseur sur la théorie des idéaux de tritettarions. On peut en effet démontrer 

. que dans le corps \R\, tout idéal'est idéal principal, même s'il est composé exclusivement 
de diviseurs !de zéro. Enfin, en.tenant compte de ce qu'il y a dans le domaine [g] une 
infinité d'unités (ce sont les tritettarions e dont la norme = ' ± 1 ; ils sont à la fois 
diviseur à droite ,et diviseur à gauche de tout tritettarion entier), on définit les tritet­
tarions «premiers » ou «irréductibles» comme sui t : -Un tritettarion -n qui n'est ni 
diviseur dé zéro, ni tritettarion unité s, est dit premier ou irréductible, si dans toutes 
les décompositions possibles dé 7r en deux facteurs, l'un-de ceux-ci est toujours une 
unité t. II -s'en suit que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un tritettarion TT 
soit premier .est que sa norm'e,,iV(ii), soit un nombre premier ordinaire. Cela établi, 
on arrive à démontrer -ce théorème fondamental : tout tritettarion t non premier et 
non diviseur dé zéro est decomposable en un produit de tritettarions premiers, et cela 
d'une seule manière, une fois,qu'on a arrêté l'ordre de.succession des facteurs de la 
n o r m e d e t. - -< ' ' , ' , ' - •'. • - ' 
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Avec des modifications appropriées, on peut ensuite ériger la théorie des congruen­
ces de tritettarionSj etc. Les principaux théorèmes de cette arithnomie sont développés 
dans le mémoire déjà cité de M. Du PASQUIER, Zahlentheorie der Tettarionen, Zürich 
1906. 

SUR LES NONIONS DE SYLVESTER. 

50. J.-J. SYLVESTER * a construit un système de nombres complexes qu'il 
appelle nonions. 11 introduit dans ce système, comme unités relatives, outre l'unité 
principale 1, les huit quantités m, m2, n, h2

} m2n, mn2, mn et m2n2. Les deux entités 
mathématiques ** m et n satisfont à l'équation 

nm = pmn, 

où p représente Tune des deux racines cubiques imaginaires conjuguées de l'unité, 

par exemple p = ~ . Pour simplifier, désignons les unités relatives de 

ce système de nombres ennéacomplexes par I1, iSi ..., ig, de sorte que ' 

mn " J ' i= 1 ! H = m; 'J8 = m2; it = n ; ih = n2\ i6 = m2n; i7 

Tout nonion peut alors se mettre sous la forme 

«1 + &2h 4 3¾¾ + «4*4 4 «fi'S + «6*8 4" #7*7 4" ^H + a»*»> 

où les a;{/ = 1, 2, . . . , 9) sont des nombres réels ou complexes gaussiens. 

51. Cela posé, envisageons les substitutions suivantes : 

= m2„8 I8 = mn ; I9 = m*n* . 

— e i 4 e5 + efl ; 

— H + PH+ P% ! 
— pH 4 H + p \ ; 

= ,Oe3 + p e4 + p «a ; 

8 = e2 + p \ + pe?; 

(a) : I3 = ex + ^ e 5 + p e9 ; 

»4 7= H + p «a + p% ; 
H = pez 4- p2«4 4 e8 • 

11 est clair qu'à chaque nonion donné, ces substitutions font correspondre un 
tritettarion bien déterminé (on admettra ici comme coordonnées les nombres complexes 
gaussiens). D'autre part, les substitutions inverses, savoir 

(6) 

= îl+Â+j?. 

P - l* + '» + H . H g , 

e, = 
_ H + p*H + pH 

CK = — *!+|?2j*+.rS 

— /^» + pS+p'''» . „_ = fiS + *6 + Pl'B 
eß = 

e. = 
-PH+h +pH . 

e* = 
_ pi* + P2h + H . 

_ h + PH + P2H . 
3 

* C o m p t e s - r e n d u s de l ' A c a d é m i e d e s s c i e n c e s , Paris 1883, t. 97, p . 1336. 
Dans la terminologìe de CAUCHY, m et n sont deux clefs anastropkiques, c'est-à-dire deB 

•ymboleB dont le calcul est soumis à des règles plus ou moins arbitrairement fixées. 
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font-correspondre à tout tritettarion donné, 2jnye-), un nonion bien déterminé. Il 
J 

s'en suit qu'à tout système de nonions, on peut faire correspondre un système de tritet-
tarions, et inversement, de telle sorte que cette correspondance soit univoque et réci­
proque. 

Par un calcul simple et en appliquant le théorème de DIRICHLET (§ 33) on démon­
tre que la substitution sus-indiquée est une permutation du système des tritettarions* 
On peut donc énoncer le 

Théorème 17. Tout système de nonions est une permutation d'un système de 
tritettarions. 

Le système des nonions' de SYLVESTER est donc, en un certain sens, équivalent 
à un système de tritettarions complexes, c'est-à-dire de tritettarions dont les coor­
données, au lieu d'être toutes réelles, sont tirées du corps de nombres R\y—3). 

LAUSANNE. IMPRIMERIE I.A CONCORDS, 


