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Introduction

La théorie des groupes "continus”, actuellement connue sous le nom de théorie des
groupes de Lie, a été fondée en 1873 par le mathématicien norvégien Sophus Lie; elle
restera en grande partie locale jusqu’au milieu des années vingt. Ce sont les travaux
de 'allemand H. Wey! et du frangais E. Cartan qui, entre 1924 et 1927, jetteront
les bases d’une théorie globale systématique des groupes de Lie. En particulier, la
définition actuelle de ces objets mathématiques nous vient de ces travaux: un groupe
de Lie est une variété différentiable munie d’une loi de groupe telle que le produit et
le passage & l'inverse soient des applications différentiables. Comme on le voit, un
groupe de Lie est a la fois un objet algébrique et un objet géométrique; c’est cette
double nature qui en fait un outil fondamental et trés maniable pour 1'étude de la
notion de symétrie en mathématiques et en physique théorique.

En 1956, les américains Montgomery, Zippin et Gleason ont résolu le cinquieme
probléme de Hilbert en montrant que ’on pouvait remplacer ”variété différentiable”
par "espace localement euclidien” et "applications différentiables” par " applications
continues” dans la définition donnée au paragraphe précédent. Conformément a
I'idée hilbertienne de "débarrasser la théorie de Lie de ses hypothéses de différen-
tiabilité”, on peut naturellement se demander si cette caractérisation topologique
des groupes de Lie admet une version homotopique. Si I’on travaille directement
avec les groupes de Lie, alors la réponse est négative: Hilton-Roitberg et Stasheff ont
construit un groupe topologique qui a le type d’homotopie d’une variété différentiable
et qui n'est isomorphe & aucun groupe de Lie (cf [Sta]). C'est & cause de ce genre
de phénomeéne que Rector et Stasheff ont proposé, dans les années soixante-dix, que
I’étude homotopique des groupes de Lie soit plutét menée sur les espaces classifiants
de ces derniers. ‘Sans entrer (pour le moment!) dans les détails techniques, disons
que le classifiant BG d'un groupe de Lie G est un espace topologique qui permet
de classer les G-fibrés principaux (i.e les espaces admettant G comme groupe de
”symétrie locale”); la construction de cet espace fait intervenir 4 la fois la topologie et
la structure algébrique de G. Il convient de noter, d'entrée de jeu, que le programme
de Rector-Stasheff ne peut étre intéressant que pour les groupes compacts: a cause
d’un résultat d’Iwasawa, le classifiant d’un groupe de Lie raisonnable (par exemple
connexe) a le type d’homotopie du classifiant de ”son” sous-groupe de Lie compact
maximal. '
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Le point important de la correspondance G ~ BG, c'est que deux groupes
de Lie isomorphes admettent des classifiants homotopiquement équivalents. Par
conséquent, les invariants homotopiques de ’espace BG sont automatiquement des
invariants du groupe de Lie G; parmi cette famille d’invariants de G, nous tra-
vaillerons surtout avec l'anneau de K-théorie complexe K°(BG) de l'espace BG.
D’un autre cété, la théorie des représentations (complexes) des groupes compacts
nous fournit aussi un invariant: 'anneau des représentations (complexes). Si G est
un groupe de Lie compact, son anneau des représentations R(G) est le groupe abélien
libre engendré par les classes d’équivalence des représentations irréductibles de G; la
structure multiplicative étant induite par le produit tensoriel des représentations de
G. D’aprés un résultat de M.F. Atiyah, la connaissance de I'anneau R(G) permet
de calculer I'anneau de K-théorie complexe K°(BG). Les puissances extérieures des
représentations dans le cas de R(G) ou des fibrés vectoriels dans le cas de K°(BG)
munissent nos deux invariants d'une structure supplémentaire; celle-ci s’appelle X-
structure et jouera un role important dans ce travail. Un autre résultat d’Atiyah peut
servir de premiére justification & 'usage de la notion de A-anneau: si G est connexe, .
alors la connaissance de I'anneau K°(BG) et de sa A-structure permet de déterminer
I'anneau R(G). C’est en exploitant la technique des A-anneaux que nous obtenons,
au chapitre 3, une nouvelle preuve du théoréme suivant de Notbohm-Smith:

L’espace classifiant, ou l'anneau des représentations avec sa A-structure
(ou encore la K-théorie de I’espace classifiant et sa A-structure) perme-
ttent de dzstmguer les groupes de Lie compacts connezes qut sont locale-
ment isomorphes & un groupe unitaire.

En général, I'anneau des représentations ne suffit pas pour distinguer les groupes
de Lie compacts. Par exemple, pour ! entier positif et non nul, les anneaux des
représentations de Sp(l) et SO(2/+1) sont M-isomorphes alors que ces deux groupes
ne sont pas isomorphes. Aprés avoir caractérisé les A-anneaux qui sont anneaux
des représentations de groupes de Lie compacts connexes (cf chapitres 4 et 5), nous
montrons au chapitre 6 que les contrexemples ci-dessus sont essentiellement les seuls
possibles. Il en résulte alors que la connaissance du A-anneau R(G) et de 'un de ses
sous-groupes RO(G) ou RSp(G) permet de reconstituer le groupe G.

L’autre extension possible du théoréme de Notbohm-Smith se rapporte aux espaces
classifiants; le probléeme a été posé par G. Mislin en 1991:

Est-ce que qu'un groupe de Lie compact connexe est caractérisé par son
espace classifiant?

La réponse est affirmative; mieux, la seule connaissance de ’espace BG permet de
reconstruire le groupe de Lie compact connexe G. Trois preuves de cette afirmation
sont présentées dans le chapitre 7. L'une.de ces preuves nous permet aussi de retrou-
ver un résultat de Jackowski, McClure et Oliver sur le groupe Aut(BG) des classes "
des équivalences homotopiques de I'espace BG. Signalons aussi que D. Notbohm et
J. Mpller ont également répondu par I’affirmative au probléme de Mislin.



Si I'on se référe aux importants résultats obtenus ces dernieres années sur la
topologie des espaces classifiants (voir [Ad-Wi], [DMW],.[JMO1], [NS1]}, on peut
raisonnablement espérer que la question suivante représente une "bonne” version
homotopique du cinquiéme Hilbert:

Trouver des conditions (homolopiques) nécessaires el suffisantes gui for-
cent un espace topologique X & avoir le type d’homotopie d’un espace
classifiant de groupe de Lie.

Pour qu'un espace X ait le type d’homotopie d'un classifiant de groupe de Lie, il
faut en tout cas que X soit ce qu'on appelle un ”loop fini”, c'est-a-dire que ’espace
QX des lacets sur X soit homotopiquement équivalent & un CW-complexe fini. Dans
[Rec), D. Rector a formulé une autre condition nécessaire; celle-ci est une traduction
homotopique du fait qu'un groupe de Lie compact posséde un tore maximal (voir
le chapitre 1 pour les définitions). Les spécialistes esperent que ces deux conditions
constituent une réponse a la question ci-dessus: c’est la conjecture D de la page 68
de [Kane].

Voici, pour terminer, un bref apergu des contenus des différents chapitres. Les
deux premiers chapitres sont consacrés aux rappels des notions et résultats qui seront
utilisés tout au long de ce travail; nous y introduisons les notions de base de la K-
théorie topologique, de la théorie des groupes de Lie et des espaces classifiants et
aussi de la théorie des A-anneaux. Les groupes localement unitaires sont étudiés en
détail au chapitre 3; ce chapitre contient aussi un programme en Mathematica qui
permet de déterminer, pour n petit, une présentation de I’'anneau des représentations
des quotients du groupe unitaire U(n). Les chapitres 4 et 5 contiennent la définition
et ]a classification des anneaux de Willisau ainsi que des caractérisations des anneaux
de représentations des groupes de Lie compacts connexes. Notons qu'en plus de ce
qui a été dit plus haut, le chapitre 6 contient aussi la généralisation & tous les groupes
de Lie compacts connexe d'un fameux résultat de Curtis, Williams et Wiederhold:

Théoreme. La connaissance du normalisateur d’un tore maximal d’un groupe de
Lie compact connexe suffit pour reconstruire ce dernier.

Le dernier chapitre est consacré au probléme de Mislin et & notre preuve du
théoréme de Jackowski, McClure et Oliver.
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Chapitre 1
Préliminaires

Nous débutons avec des rappels d’homotopie et de K-théorie topologique; nous
travaillerons exclusivement avec la K-théorie dite représentable. Dans la deuxieme
section, nous passons en revue les définitions et principaux résultats de la théorie
des groupes de Lie compacts. La notion d’espace classifiant d’un groupe de Lie
est présentée dans la derniére section; les principales propriétés de ces espaces sont
consignées dans le théoréme 1.5. Ce premier chapitre nous permet surtout de préciser
la terminologie et les notations qui seront utilisées tout an long de ce travail. Le
lecteur qui est bien au fait des notions ci-dessus peut directement passer au chapitre
suivant. :

1.1 Des rappels de topologie algébrique

Les espaces topologiques seront simplement appelés espaces et nous n’allons con-
sidérer que des applications continues entre ceux-ci.

Soient X,Y deux espaces et fo, f; : X — Y des applications. On dira que fy
est homotope & fy, et on notera fo ~ fi, s'il existe une application

F:IIXX[O,l]—f-'Y telleque F(~;0)=fo et F(—1)=f.

On définit ainsi une relation d’équivalence entre les applications de X dans Y'; les
classes d’équivalence de cette relation forment ’ensemble des classes d’homotopie
d’applications de X dans Y et se note [X,Y].

On dira que deux espaces X et Y ont le méme type d’homotopie s'il existe deux
applications f: X — Y et g: Y — X telles que fog~ Idy et go f ~ Idx. On
dira aussi que X et Y sont homotopiquement équivalents et on notera X ~ Y. Par
exemple, deux espaces homéomorphes ont le méme type d’homotopie.

Un espace est dit contractile lorsqu’il a le type d’homotopie d’un point. Par
exemple, toute partie convexe de IR" est contractile.

Soient (X; zo) et (Y; yo) deux espaces pointés (i.e zg € X, yo € Y), et

w0, : (X;20) — (Vi)

1
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deux applications pointées (i.e envoyant zg sur yp). Une homotopie pointée entre g
et ¢y est une application @ : X x [0,1] —+ Y satisfaisant:

(0 =0, V(1) =0y P(zoit) =y Vie(0,1].

Ici aussi, on obtient une relation d’équivalence sur 1’ensemble des applications poin-
tées. Les classes d’équivalence forment 1’ensemble des classes d’homotopie pointée
d’applications de X dans Y'; cet ensemble sera noté [(X; o), (¥; o)), ou simplement
[X,Y]o. .

Soient (X;zo) un espace pointé, 8" = {(zg,...,7s) € R™; T0 2zt =1} la
spheére de dimension n et ¢; = (1,0,...,0) € R*. Pour tout entier n > 1, 'ensemble

Ta(X;70) = (($"; €1), (X; 20)]

est muni, de fagon naturelle, d’une structure de groupe; c’est le n-iéme groupe
d’homotopie de X par rapport au point-base zo. Lorsque n = 1, m.(X;zo) est
’ensemble des classes d’homotopie (pointée) des lacets basés en zo dans X et la loi
de groupe est induite par la composition des lacets; m1(X; 7o) s’appelle aussi groupe
de Poincaré ou encore groupe fondamental de X. On montre que 7,(X;zo) est
abélien pour tout nn > 2. Sil’espace X est connexe par arcs, la classe d’isomorphie de
Ta{X; Zo) ne dépend pas du point-base; on notera alors 7,(X; *), ou plus simplement
7a(X), pour le n-ieme groupe d’homotopie de X. Si, par exemple, X est contractile,
~ alors m,(X;%) =0 "V > 0. On dira qu'un espace X est m-conneze (pour m € IN)
s'il est connexe par arcs et si m,(X) = 0 pour tout n < m. Un espace 1-connexe
s'appelle aussi simplement conneze; si X est 1-connexe, alors m,(X;*) = [§", X]
pour tout entier n 2> 2.

Soit X un CW-complexe fini. Pour définir la K-théorie de X, on considére
I'ensemble Vect(X) des classes d'isomorphisme de fibrés vectoriels complexes sur
X. La somme de Whitney et le produit tensoriel des fibrés vectoriels induisent une
structure de semi-anneau sur Vect(X). La K-théorie (compleze) de notre espace
est 'anneau K (X) obtenu en appliquant la construction de Grothendieck au semi-
anneau Vect(X). Par exemple, 'anneau de K-théorie du point {*} est égal & Z,
en effet, Vect({*}) = IN et la construction de Grothendieck produit Z lorsqu’on
I'applique au semi-anneau IN. Grace 2 la notion de "pull-back” d’un fibré vectoriel
par une application continue, on peut affirmer que la correspondance X ~ K(X)
est un foncteur contravariant de la catégorie des CW-complexes finis dans celle des
anneaux commutatifs avec unité. Si 'on s’est aussi donné un point-base zo € X, on
peut définir la K-théorie réduite de I'espace pointé (X; zo) par:

K(X)= Ker(i" : K(X) — K({zq})) ,

ol t désigne l'inclusion de {zo} dans X. On montre, & 'aide de la projection
p: X — {20}, qu'il y a un scindage naturel

KX)=K(X)eZ.



Exemple (Bott) Pour tout entier n > 1,

~oony _ | Z sin est pair
K(s )—{ 0 sin est impair.

Les espaces qui vont nous intéresser dans la suite ne sont, en général, pas des
CW-complexes finis. C’est la raison pour laquelle nous allons étendre le foncteur
K(—) & une catégorie plus large d’espaces topologiques. Cette extension, appelée K-
théorie représentable, est basée sur le théoréme de classification des fibrés vectoriels
complexes. Avant d’énoncer ce dernier, il nous faut d’abord introduire quelques
notations et définitions. Soient n,m deux entiers tels que 1 < n £ m. L'ensemble
G,m des sous-espaces vectoriels complexes de dimension n de C™ est une variété
différentiable compacte; on ’appelle grassmannienne d'indice n,m. On montre que
I’application

v Gn,m - Gm—n,m: W i— wt )

W+ désignant 'orthogonal de W, est un diﬂ'éomorphisfne. D'un autre coté, l'injection
C™ — €™, (21,...,2m) = (Z3,...,Zm,0) induit un plongement de variétés
différentiables ¢t : G, — G m1. Si m = 2n, la composition

f v f
Gn.?n “— Gn.2r|+1 — Gn+l.2n+l b Gn+1.2n+2

nous permet d'identifier la grassmannienne G, ;, & une sous-variété de Guyi2nt2-
Posons

BU = U G"'gn

n>1

et munissons cet ensemble de la topologie inductive et d’un point-base appartenant
a Gy ; le lemme I1.6.4 de [Mi-To} implique alors que BU est un CW-complexe de
type fini (i.e ayant un nombre fini de cellules en chaque dimension). On montre (voir
[B-M1, Supplement}) qu'il existe deux applications

® : BU x BU — BU, ®: BU x BU — BU
satisfaisant, & homotopie prés, les axiomes définissant les anneaux commutatifs. Il

suit que, pour tout espace pointé (X;zo), '’ensemble [X, BU]q est naturellement
muni d’une structure d’anneau commutatif.

Théoréme 1.1 Soient X un CW -compleze conneze fini et zo un point-base de X.
Il eziste un isomorphisme naturel d’anneauz entre K(X) et [X, BUJo. En d’autres
termes, le foncteur X (—) est représente par ’espace BU.

Preuve Cf [Huse, Theorem 4.5 (page 107)}). ]

Nous pouvons maintenant définir la K-théorie représentable en posant:



Définition 1.1 Soient X un CW-compleze de type fini (i.e ayant un nombre fini
de cellules en chaque dimension) et zo un point-base de X. L’anneau de K-théorie
topologique et celui de K -théorie réduite de X sont définis par:

K(X):=[X,Zx BU] et K(X):=[X,Zx BU),.

D’apres le théoréme de classification ci-dessus et pour les CW-complexes finis,
-ces définitions coincident avec celles qui ont été données au début de cette section.
11 faudrait remarquer que, pour cette extension des foncteurs K(—) et K(-), K(X)
est toujours un idéal de I’anneau K(X) et que ’on a aussi un scindage naturel

KX)=K(X)®Z.

En anticipant un peu sur le théme qui sera abordé & la fin de ce chapitre, notons
aussi que BU n'est autre que I’espace classifiant du groupe topologique, appelé
groupe unitaire infini, obtenu en prenant la limite du systéme formé par la suite
d’inclusions canoniques {e} CU(1)Cc U(2)C---cU(r)CcU(n+1)C:--

1.2 Les groupes de Lie compacts connexes

Un groupe de Lie (réel) G est un ensemble muni d’une structure de groupe et d’une
structure de variété différentiable réelle telles que les applications

m:GxG— G, (g,h) — gh,

inw:G—G, g— g’

sont différentiables. Le groupe de Lie G sera dit conneze (respectivement compact,
1-conneze) si ’espace topologique sous-jacent est connexe (respectivement compact,
1-connexe); si gh = hg pour tout g;h € G, on dira que G est un groupe de Lie
abélien. Un groupe de Lie connexe est dit simple s’il n’est pas abélien et s'il ne .
posséde pas de sous-groupe normal fermé de dimension strictement positive. Un
morphisme de groupes de Lie 8§ : G — H est un homomorphisme- de groupes qui
est aussi une application différentiable; si @ est bijective et son inverse §~! un mor-
phisme de groupes de Lie, on dira que 8 est un isomorphisme de groupes de Lie et
on notera G = H.

Exemples

1. Tout groupe fini est un groupe de Lie.

2.'Le cercle-unité §' = {z € C; |z| = 1} est un groupe de Lie compact, abélien
et connexe.

3. Le groupe unitaire U(n) = {A € GL,(C); A-A"=1}}, 0l A® = A désigne
la conjuguée transposée de la matrice A, est un groupe de Lie compact et
connexe; il n'est abélien que pour n = 1 et on a alors U(1) = Sl..



4. Le groupe linéaire général GL,(R) = {A € M,(R); det(A) # 0} est un
groupe de Lie; on se convainc facilement qu’il n’est pas compact et qu’il possede
deux composantes connexes.

5. Si G et H sont des groupes de Lie, leur produit cartésien G x H est aussi un
groupe de Lie.

Soient G un groupe de Lie et LG 'espace-tangent, & la variété sous-jacente a
G, en I’élément neutre. A I'aide de la loi de groupe sur G, on construit (voir {Ad1,
Chap. II]) une a,ppllcatlon bilinéaire [.,.] : LG x LG — LG vérifiant les propriétés
suivantes:

i) Vo,w€ LG, [v,w]=—[w,v] (antisymétrie);

ii) Yu,v,w € LG, [[u,v],w]+ [[v,w),u]+ [[w,u],v] = 0 (identité de Jacobi).

La paire (LG,][.,.]) s’appelle lalgébre de Lie du groupe G. Pour plus de détails
sur la construction de cet important invariant de G et surtout ses propriétés, nous
renvoyons au chapitre 11 de [Adl].

Dans toute la suite, nous ne nous occuperons que des groupes de Lie compacts,
nous verrons dans la prochaine section que ce sont les seuls groupes de Lie que le
point de vue adopté dans ce travail pourrait permettre de distinguer.

Soit G un groupe de Lie compact. Un sous-groupe abélien, connexe et fermé
de G est un tore, c’est-d-dire un produit de cercles §'. On dira qu'un tore T de G
est mazimal s'il n'est pas strictement contenu dans un autre tore de G. On vérifie
facilement que G contient au moins un tore maximal. Le théoréme suivant justifie,
dans le cas connexe, 'intérét de la notion de tore maximal.

Théoréme 1.2 (cf [Br-tD, Theorem 1.6 (page 159)]) Soit G un groupe de Lie
compact conneze.

i) Tout élément de G est contenu dans au moins un tore mazimal.

i) Si T et T' sont deux tores mazimavz de G, alors il eziste ¢ € G tel que
gTg™ =T La dimension d’un tore mazimal est donc un invariant de G; on
Uappelera le rang de G et on le notera rang(G).

Théoréme-définition . Soit G un groupe de Lie compact connexe et T un tore
maximal de G; on note N(T) le normalisateur de T. Le groupe-quotient N(T)/T
est fini et sa classe d’isomorphie ne dépend pas du choix de T; on I'appelle groupe
de Weyl de G et on le note W(G). Ce groupe agit fidélement sur T de la fagon
suivante: VYw=[n]€ W(G),Vt€T w-i:=ntn"},

Preuve Voir le chapitre IV de [Br-tD). ‘ =



Exemple Pour le groupe unitaire U(n), le sous-groupe T'(n) formés des matrices
diagonales de U(n) est un tore maximal; on I’appelle tore mazimal standard de U(n).
Dans ce cas-ci, le théoreme 1.2 n’est autre que le théoréme spectral de 'algébre
linéaire. Le groupe de Weyl W(U(n)) est le groupe symétrique £,; son action sur
T(n) se déroule comme suit:

VYo € Ea, VA= Diag(z,...,2.) €T(n), ¢-A= Diag(zo0),---;%0(n)) -

Grace aux travaux de W. Killing, E. Cartan et H. Weyl, on connait la structure
des groupes de Lie compacts connexes:

Théoréme 1.3 i) Si G est un groupe de Lie compact conneze, alors
G (T x HY/K,

ou T™ est un tore de dimension r, H un groupe de Lie compact et 1-conneze
et K un sous-groupe fini central de T* x H.

i1) Tout groupe de Lie compact et 1-conneze est un produit cartésien de groupes
group P! p group
de Lie compacts, 1-connezes et simples.

iii) Soit H un groupe de Lie compact, 1-conneze et simple; alors H fait partie de
la liste de groupes compacts, 1-connezes et simples suivante: A, = SU(n + 1),
B, = Spin(2n + 1), C, = Sp(n), D, = Spin(2n), G, Fy, Eq, E7, Eg avec
n=12,...

1.3 Les espaces classifiants
Avant d’introduire les espaces classifiants, nous discuterons de la notion d'espace

fibré principal; celle-ci formalise 1'idée (physique) de symétrie locale, les groupes de
Lie jouant le réle de groupes de symétrie.

Définition 1.2 Soient G un groupe de Lie et B un espace topologique. Un G-fibré
principal sur B est une application continue p: E — B avec une action d droite

ExG-—E, (z,9)r—=z-g
satisfarsant:
1. pour tout b € B, E, = p~'(b) est une orbite de l'action de G sur E;

2. pour tout b € B, il exziste un voisinage ouvert V; de b ef un homéomorphisme
¢ :p7M (Vi) — Vi x G tel que



i) le diagramme
PW) S %xG
N\ e
|
commute;
i) ¢ est équivariant, c’est-d-dire

bz g)=d(c) 9, Veepi(W), VeeC,

avec G agissant trivialement sur V, et par translation a droite sur lui-
méme. '

L’espace E s”appellé espace total du fibré, B sa base et E, = p~1(b) la fibre au-dessus
du point b.

Commentaires

a) A cause de la condition 1), I'application p est surjective; et la condition 2)
implique qu’elle est ouverte. On conclut que p induit un homéomorphisme
entre I'espace des orbites E/G et ’espace B.

b) Soient z € E et g € G tels que z - g = z. Il existe h € G avec ¢(z) = (p(x); )
et on a les égalités

(p(z); k) = ¢(z) = d(x - g) = (p(z); ) - ¢ = (p(x); hg) ;

d’ott ¢ = e. On vient ainsi de montrer que 1’action de G sur E est forcément
libre, ce qui implique que, pour tout b € B et tout z € E,, la fleche

G— E, gr—rz-g

est un homéomorphisme.

Définition 1.3 Soit G un groupe de Lie. Un G-fibré principalp: E — B s’appelle
universel si son espace total est contractile. On dit alors que sa base est un espace
classifiant pour le groupe G.

Afin de justifier la terminologie "espace classifiant” et d’expliquer, par la méme
occasion, l'intérét de ces objets, nous devons rappeler les notions de morphisme et
d'isomorphisme de fibrés principaunx:



Définition 1.4 Soient G un groupe de Lic etp: E — X, §: E — X deuz G-
fibrés principauz. Un morphisme entre ces fibrés est une paire d’applications (u, f)
faisant commauter le diagramme

E % E
rl I5
x L x

et avec u satisfaisant:  u(z-g) =u(z) g, Vz € E,Vg € G. On dira que nos deuz
fibrés sont isomorphes s’il eziste un morphisme (u, f), allant de {'un é Uauire, avec
u et f des homéomorphismes. L’ensemble des classes d’isomorphisme de G-fibrés
principauz sur un espace X sera noté kg(X).

Un grand nombre de problemes géométriques peut se ramener & I’étude de 'ensemble
k¢(X) pour un groupe de Lie G et un espace X donnés. Le théoréme de classification
suivant permet de réduire cetie étude a un probléme de la théorie de I'homotopie et
sert aussi de base & la théorie des classes caractéristiques (voir [Mi-St)):

Théoréme 1.4 (c’est un cas particulier [Dold, theorem 7.5]; cf aussi [Huse, pages
54-57)

Soient G un groupe de Lie, p: E — B un G-fibré universel et X un espace para-
compact. Il existe une bijection naturelle entre les ensembles kg(X) et (X, B]. En
d’autres termes, le foncteur X ~ kg(X) est représenté par l’espace B.

Ce théoreme entraine automatiquement l'unicité, a type d’bomotopie prés, des es-
paces classifiants des groupes de Lie. On pourra donc parler, avec un léger abus de
language, de l’espace classifiant BG d’un groupe de Lie G.

Le résultat suivant résoud la question de ’existence de ces espaces et nous livre aussi
leurs principales propriétés:

Théoréme 1.5 i) Il eziste un foncteur G ~ (pg : EG — BG) de la catégorie
des groupes de Lie dans celle des fibrés principauz universels.

i) Si G est un groupe de Lie compact, alors I’espace BG a le type d’homotopie
d’un CW -compleze de type fini; on le supposera toujours (bien) pointé.

#ii) Si G et G’ sont des groupes de Lie, alors B(G x G') ~ BG x BG'.

iv) Soient G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de celui-ci. L’inclusion
de H dans G induit une fibration

G/H — BH 2 BG .



v) Une suite ezacte courte de groupes de Lie
1— H-~G— K -1
fournit une fibration BH «— BG — BK.
vi) Si G est un groupe de Lie et g un élément de G, la conjugaison
¢:G— G, z+— gzg™!
indust une application Bc, : BG — BG qui est homotope d lidentité.

Preuve Toutes ces affirmations sont démontrées soit dans {Dold, §8], soit dans
[Mi-To, §11.6). "

Remarques

1. Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes.
D’aprés [Hoch, Theorem XV.3.1), G posséde un sous-groupe compact max-
imal K (unique & conjugaison prés) et I’espace homogéne G/ K est contractile.
Le point iv) du théoreme ci-dessus entraine alors que les espaces classifiants
BG et BK sont homotopiquement équivalents; nous pouvons donc restreindre
notre étude homotopique des espaces classifiants & ceux des groupes de Lie
compacts. .

2. Les notions de fibré principal et de fibré universel s’étendent & tous les groupes
topologiques. La fameuse construction de Milnor (voir [Huse, page 53] permet,
par exemple d’étendre le point i) du théoréme ci-dessus a cette classe plus large
de groupes de symétrie.
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Chapitre 2

Anneaux des représentations et
A-structures

Dans ce chapitre, nous introduisons les deux outils qui vont jouer un réle central
dans le présent travail. Le premier de ces outils est ’anneau des représentations d’un
groupe de Lie compact. Il provient de la théorie des représentations des groupes de
Lie compacts; il est surtout important pour le calcul de la K-théorie des espaces
classifiants de ces groupes. Le deuxiéme outil est la théorie des A-anneaux. Les
axiomes définissant ces objets algébriques ont été formulés, d’apres les principales
propriétés des puissances extérieures d’espaces vectoriels, par A. Grothendieck dans
les aunées cinquante. Nous nous contenterons d’un rapide rappel de ces axiomes,
tout en proposant au lecteur d’aller consulter [At-Ta] pour plus de détails. Les
puissances extérieures des représentations fournissent une A-structure sur I’anneau
des représentations d’un groupe de Lie compact; cette structure supplémentaire sera
d’une importance décisive dans la suite.

2.1 Un peu d’algebre commutative

Dans cette section, tous les anneaux sont commutatifs avec uhité. -

Soient B un anneau et A un sous-anneau de B; on dira aussi que B est une
‘extension de A. Un élément z € B est dit entier sur A s'il existe a;,...,a, € A tels
que z" 4+ ;2" ' 4 ..+ + @, = 0. Si tous les éléments de B sont entiers sur A, on
dira que B est entier sur A ou encore que B est une eztension entiére de A. Plus
généralement, un morphisme d’anneaux ¢ : A — B s’appelle entier si B est entier
sur I’anneau ¢(A). L’assertion suivante découle directement des définitions et sera
utilisée dans le chapitre 5:

Proposition 2.1 Soit A C B une eztension entiére d’enneauz. Pour tout z ap-
partenant @ A, z est inversible dans A si et seulement s’il l'est dans Uanneau B.

Preuve Soient 2 € A et y € B avec zy = 1. Par hypothese, il existe a;,...,a, € A
tels que y™ + ajy™! + -+ + a,, = 0. En multipliant cette équation par z"~?, on

11
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obtient la relation y = —ay; —agz — -+ - — a,z™"!; il en résulte que y = ! se trouve
dans A. L’autre implication est triviale. [ ]

Le critére qui suit permet de reconnaitre facilement certaines extensions entiéres.

Proposition 2.2 Soit A C B une extension d’anneauz; B est alors canonique-
- ment muni d’une structure de A-module. Un élément x € B est entier sur A si et
seulement 5'il existe un sous-anneau C de B contenant A et x et qui est un A-module
de génération finie. En particulier, B est entier sur A si l’anneau A est nathérien
et B un A-module de génération finie.

Preuve Voir [At-Md, Proposition 5.1] L]

Soit A un anneau. On dira que A est intégralement clos s’il est intégre et si, pour
tout élément z de son corps des fractions, = entier sur A implique que z se trouve
dans A. Par exemple, tout anneau factoriel est intégralement clos.

Proposition 2.3 Soient B un anneau et W un groupe fini d’automorphismes de
B. On considére le sous-anneau de B défini par

BY ={zeB; w(z)=z Ywe W}.
1) L'extension d’anneauzr BY C B est entiére.
i) Si B est intégralement clos, alors BY Uest aussi.
Preuve

i) Si z € B, alors z est une racine du polynéme unitaire

p(€) = ]I (€ —w(=))

weW
et les coefficients de ce dernier se trouvent dans BY.

ii) Soit = élément du corps des fractions Frac(BY) et entier sur BY. Puisque
Frac(B¥) C Frac(B), z est un élément de Frac(B) qui est entier sur B; donc
z appartient & B. Mais z est, par hypothése, invariant sous 'action de W. =

Soit A un anneau. Une chaine Po G P1-+- & Pa G A d'idéaux premiers de A
sera dite de longueur d. La dimension de Krull de 'anneau A est le supremum des
longueurs de ses chaines d’idéaux premiers; on le notera dim(A). Par exemple, la
dimension de Krull d’un corps est 0 et celle de ’anneau de polyndmes Z{z,, ..., za]
vaut n + 1.

Proposition 2.4 Soit A C B une extension entiére d’anneauz, alors
dim(A) = dim(B) .
Preuve Voir [Kap, Theorem 48] ‘ [
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Nous allons clore cette section avec quelques rappels d’algebre topologique. Soient A
un anneau ncethérien, 7 un idéal de A et M un A-module. On introduit une topologie
sur M en spécifiant que celle-ci est compatible avec la structure de A-module de M
et que les sous-modules 7°M (n € IN) forment un systéme fondamental de voisinages
de 0 € M. Cette topologie s’appelle topologie T-adique. La complétion T-adique de
M est, par définition, la limite projective

M :=limM/T'M ;

celle-ci est naturellement munie d’une structure de A-module. Les surjections cano-
niques M — I"M induisent un homomorphisme de A-modules ¥ : M —s M; on
dira que M est complet pour la topologie Z-adique lorsque ¢ est un isomorphisme.
En considérant le cas particulier M = A, on obtient le complété T-adique A de A;
celui-ci est canoniquement muni d'une structure d’anneau et la fleche 3 : A — A
est un morphisme d’anneaux. On montre que le complété I-adique M est en réalité
un A-module et qu’il existe un morphisme canonique de A-modules

A@AM—-—-OM.

Proposition 2.5 Soient A un anneau nathérien, T un idéal de A et M un A-
module de génération finie; le morphisme canonique ci-dessus est un isomorphisme
de A-modules. En particulier, M est un A-module de génération finie.

Preuve Voir [At-Md, Proposition 10.13] ]

2.2 Représentations des groupes de Lie compacts

Soit G un groupe de Lie compact.

1. Une représentation (compleze) de G est une paire (V, g), ot V un espace vec-
toriel complexe de dimension n < oo et ¢ un morphisme de groupes de Lie
G — GL(V). On parlera aussi d’action linéaire de G sur V et, pour g € G
et v € V, on écrira souvent ¢ - v pour désiguer le vecteur o(g)v. On dira que la
représentation (V, p) est fidéle lorsque I’bomomorphisme p est injectif. Si 'on
fixe une base de V, ce dernier s'identifie & C" et g fournit un homomorphisme
continu §: G — GL,(C); on parlera alors de représentation matricielle du
groupe G. L’image de g est un sous-groupe compact de GL,(C); il est donc
conjugué a un sous-groupe de U(n). Cela signifie qu’il existe une base de V
dans laquelle toutes les matrices §(g) (¢ € G) sont unitaires.

Exemples

e La représentation triviale (C,1) avec1: G — C\ {0}, g — 1;
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¢ Soit g € G. La conjugaison par g est un difféomorphisme du groupe G;
sa dérivée Ad(g), en I'élément neutre de G, est donc un automorphisme
de ’espace vectoriel réel LG. La correspondance

Ad: G — GL(LG), g+— Ad(g)

est un homomorphisme continu de groupes de Lie; on 'appelle la repré-
sentation adjointe de G. Notons ¢ 'injection canonique GL(LG) —
GL(LG ® C); alors la paire (LG ® €, co Ad) est une représentation com-
plexe du groupe G.

. Un morphisme entre deux représentations (V, g) et (W, ) de G est une appli-

cation linéaire f: V — W telle que Vg € G, fog(g) = ¥(g)o f. Si f est
bijectif, on dira que nos deux représentations sont équivalentes.

. Soient (V, g) une représentation de G et U un sous-espace vectoriel de V. On

dira que U est un sous-espace invariant de V si g-u € U, pour tout u € U.
Dans ce cas, (U, o), avec gy : G — GL(U), est une représentation de G et
I'inclusion de U dans V un morphisme de représentations.

. Une représentation (V, g) de G est dite irréductible si elle ne posséde pas d’autre

sous-espace invariant en dehors de {0} et V.

. A partir de deux représentations (V, o) et (W, ) du groupe G, on peut fabri-

quer de nouvelles représentations dde G en effectuant:
la somme directe (V & W, ¢ @ v), définie par
(e@¥)(9):=el9)®¥(9) V9€G;
le produit tensoriel (V ® W, o @ ¢), défini par
(e®@¥)(g) :==elg)®¥(g) V9€G;

la contragrédiente (V*, g%) de (V, p), définie par
e V* = Home(V,C),
e VgeG,VfeV VeV (a%(9)f)(v) = fle*(¢7")v);
la k-idme puissance extérieure (A* V, ! o) de (V, p), définie par

(A *)(@l(v1 A -+ A i) = (elghn) A=+~ A (e(g)us)

pour tout g € G et pour tout v; A-+-Avy € A¥V (k étant un entier positif
ou nul).
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6. Soit (V,p) une représentation de G; le caractére de celle-ci est 1’application
continue
xv:G— €, g Trace(e(g)).

On se convainc facilement que cette application est centrale (i.e constante sur
les classes de conjugaison de G) et que xv(e) = dimg(V). On vérifie de méme
que le caractére d’une somme directe (respectivement d’un produit tensoriel)
de deux représentations est la somme (respectivement le prodult) des caracteres
de ces derniéres.

Les deux premiéres assertions de la proposition ci-dessous sont démontrées dans
le chapitre 17 de [Ad1]; la troisiéme affirmation est une consequence de la deuxieme
et du théoréme 1.2:

Proposition 2.6 Soit G un groupe de Lie compact.

i) Toute représentation de G est équivalente ¢ une somme directe de représen-
tations irréductibles de G.

it) Deuz représentations de G sont équivalentes si et seulement st elles ont le
méme caractére.

iii) On suppose que G est aussi conneze et on fize un tore mazimal T de G.
La classe d’éguivalence d’une représentation (V,p) de G est univoquement
déterminée par sa restriction gir : T — GL(V) au tore mazimal T.

Le corollaire suivant du célébre théoreme de Peter-Weyl sera utilisé dans un
instant:

Théoréme 2.1 (¢f (Br-tD, Theorem I111.4.1]) Tout groupe de Lic compact est
isomorphe & un sous-groupe fermé du groupe unitaire U(N) pour un certain N.
Autrement dit, tout groupe de Lie compact admet une représentation fidéle.

Définition 2.1 Soit G un groupe de Lie compact. Sur l’ensemble R*(G) des
classes d’équivalence des représentations de G, on définit les opérations suivantes:

pour tout {(V, o)), (W, ¥)] € R*(G),

(V,)l+ [(W,p):=[(VeW,eay)] et [(Vig) [(W¥)]:=[(VOW,e¥).
Ces opérations munissent R*(G) d’une structure de semi-anneau commutatif avec
untte.

i) L’anneau des représentations de G est I’anneau commutatif avec uuité que lon
obtient en appliquant la construction de Grothendieck au semi-anieau R*(G).
Les éléments de R(G) s’appellent représentations virtuelles du groupe G.
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ii) L’application qui, & une représentation (V, p) de G, associe le nombre dimg(V)
induit un homomorphisme d’anneauz ¢ : R(G) — Z appelé augmentation; le
noyau I(G) de l'augmentation ¢ est I'idéal d’augmentation de R(G).

Les deux premiers points de la proposition 2.6 permettent de donner une présenta-
tion plus pratique de 'anneau R(G):

Proposition 2.7 Soit G un groupe de Lie compact; R(G) est le groupe abélien
libre engendré par les classes d’équivalence des représentations irréductibles de G, la
structure multiplicative étant toujours induite par le produit tensoriel des représen-
tations. En particulier, les éléments de R(G) sont des différences formelles de classes
d’équivalence de représentations de G.

Exemple Si G = §', alors toute représentation de G est de la forme
Xm:S8' — 8!, z— 2" avecm e Z.

Grice a la relation Xm ® Xa = Xm4+n, On voit que R(3’) est I'anneau des polynomes
de Laurent Z[a,a™'], aveca = x; et a™! = x_.

Soit G un groupe de Lie compact; les représentations de G sont complétement
”caractérisées” par leur caractére. Cela signifie que R(G) s'identifie a ’annean des
caractéres virtuels de G, c’est-a-dire au sous-anneaun de

C%G) = {f : G — C continue}

engendré par les caractéres des représentations irréductibles de G. Nous utiliserons
assez souvent cette identification.

On perd évidemment de I'information en passant des représentations de G a I’anneau
R(G): il est, en général, impossible de récupérer les caractéres irréductibles de G
dans ’anneau de ses caractéres virtuels. Mais nous verrons tout au long du présent
travail que cette construction posséde d’agréables propriétés. Commengons tout de
sunite P’exploration des plus élémentaires d’entre elles. En premier lien, si G et H
sont des gronpes de Lie compacts, on a R(G x H) = R(G) ®z R(H). 1l suit (par
induction) que ’anneau des représentations du tore T" de dimension n est I’anneau
de polynémes de Laurent

R(T™) = Z[od, ..., 0¥,

avec at! : T" — 8!, (21,...,2,) — 2z pour i =1,...,n.

Soit mamtenant f:G— H un morphisme de groupes de Lie compacts. Alors f
induit un homomorphisme d’anneaux f* : R(H) —+ R(G) envoyant la classe d’équi-
valence d’une représentation (V, ¢) de H sur celle de (V, g o ¢) dans R(G). On en
déduit que la correspondance G ~ R(G) est un foncteur contravariant; en parti-
culier, deux groupes de Lie compacts isomorphes ont des anneaux des représentations
isomorphes.
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On se donne & présent un groupe de Lie compact connexe G et un tore maximal
T de celui-ci; Pinclusion de T dans G sera notée i : T — G. Gréce au point i21) de
la proposition 2.6, I’lhomomorphisme induit #* : R(G) — R(T) est injectif; il suit
que ’anneau R(G) est intégre. D’un autre cbté, ’action du groupe W(G) sur le tore
maximal T donne lieu, par fonctorialité, & une action du méme groupe sur R(7T');
’anneau des invariants de cette derniére action sera noté R(T)"{(9). On vérifie sans
difficulté que i*(R(G)) est un sous-anneau de R(T)W(G).

Faisons une petite pause a cet endroit, le temps de calculer un important an-
neau des représentations et de démontrer aussi une intéressante proposition de M.F.
Atiyah.

Proposition 2.8 Pour le groupe unitaire U(n), on a :
R(U(n)) = Z[A), ey /\n—ly A::l] N
ou \; est la i-iéme fonction symétrique élémentaire en les variables oy, ..., ay.

Preuve T(r) = {Diag(z,...,2,); 2 € S'} est un tore maximal de U(r) et
le groupe de Weyl W(U(n)) = Z, agit sur les éléments de I'(r) en permutant
les indices des z;. On en déduit que R(T(n)) = Z[ef,...,ot"] et que 'action
de I, sur cet anneau s'effectue aussi par permutation des indices des oj. Les
fonctions symétriques élémentaires Ay, ..., A, se trouvent dans R(T'(n))E" et sont
algébriquement indépendantes ([Huse, page 177]). Soit p(ci,07),... an,a;") un
élément de R(T'(n)); en "chassant” les dénominateurs, on peut écrire

plen, ol o el) = M g(ay, ..., an)

aveck € Z et g(e,. . .,a,) un (vrai) polynéme en les variables e, . . ., a,. Modulo le
théoréme fondamental des fonctions symétriques, on voit ainsi que Ay, ..., Apoy, AE!
forment un systéeme de générateurs de ’anneau R(T'(n))E». Mais tous ces éléments
sont aussi dans I'image de I’homomorphisme i* : R(U(n)) — R(T'(r)), car A; est
la restriction a T'(n) de la i-iéme puissance extérieure de la représentation standard
(sur €") du groupe U(n); de plus, X! est la contragédiente de A,. Et on peut
conclure. ]

Proposition 2.9 (Atiyah) Soient G un groupe de Lie compact et H un sous-
groupe fermé de G. La restriction R(G) — R(H) munit R(H) d’une struciure de
R(G)-module de type fini.

Preuve Voir [Seg, Proposition 3.2}. =

Corollaire 2.2 Soit G un groupe de Lie compact conneze, alors R(G) est un
anneau intégre et de génération finie; sa dimension de Krull est égale d rang(G)+1.
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Preuve D’aprés le théoréme 2.1, le groupe G est un sous-groupe fermé d’un groupe
unitaire U(N); on peut alors dire que la restriction R(U(N)) — R(G) munit R(G)
d’une structure de R(U(N))-module de génération finie. Mais I'annean R(U(N))
est de génération finie. Grace aux propositions 2.9 et 2.2, I'extension d’anneaux
i*(R(G)) C R(T) est entiére. L'injectivité de i* ainsi que la proposition 2.4 nous
permettent de conclure que dim{R(G)) = dim(i*(R(G))) = dim{R(T)); il ne reste
plus qu'a observer que dim(R(T)) = rang(G) + 1 (car R(T) est un anneau de
polydmes de Laurent & rang(G) variables). ]

Pour le calcul et I’étude des anneaux de représentations de groupes de Lie com-
pacts connexes, le meilleur outil est sans aucun doute le remarquable théoréeme
suivant, di a H. Weyl:

Théoréme 2.3 (cf [Adl, Theorem 6.20]) Soient G un groupe de Lie compact con-
neze et T un tore mazimal de G. L’image de ’homomorphisme i* : R(G) — R(T)
coincide avec l'anneau des invariants R(T)Y(®). En d’autres termes, l'annesuz des

représentations R(G) s’identifie & I’anneau des invariants pour l'action du groupe de
Weyl W(G) sur R(T).

Nous allons terminer cette section par une justification de I'intérét des anneaux
de représentations en topologie algébrique. Le lecteur aura sans doute remarqué
" la grande similitude entre la définition des anneaux de représentations et celle des
anneaux de K-théorie topologique. M.F. Atiyah a donné un sens précis a cette
observation en montrant que, pour un groupe de Lie compact G, la K-théorie
(représentable) de son espace classifiant BG peut étre calculée & partir de son an-
neau des représentations R(G). Notons, avant de rappeler la construction d’Atiyah,
que la définition 1.1 est valable pour I’espace BG; en effet, le point i¢) du théoréme
1.5 nous garantit que cet espace a le type d’homotopie d'un CW-complexe de type
fini. Ceci étant, le lien annoncé entre les foncteurs R(—) et K(—) est fourni par la
fleche a : R(G) — K(BG) définie comme suit: si g : G — U(n) est une représen-
tation matricielle unitaire de G, o envoie la classe d’équivalence de g sur la classe
d’homotopie (libre) de la composée

BG 2% BU(n) ¢ {n} x BU(n) = Z x BU.

On vérifie que 'application o est bien définie et un homomorphisme d’anneaux;
on l'appelle homomorphisme a d’Atiyah. On vérifie aussi qu'elle envoie I'idéal
d’augmentation /(G) dans I'idéal K(BG) de K(BG). Le résultat crucial s’énonce

comme suit:

Théoréme 2.4 (voir [At-Se], [At-Hi, §4] et aussi [B-M1]) Soit G est un groupe
de Lie compact.
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1. L'anneau K(BG) est complet pour la topologie K(BG)-adique. Par conséquent,
si R(G) désigne la complétion I(G)-adique de R(G) et j: R(G) — R(G)
lapplication canonique, il eziste un homomorphisme continu

&: R(G) — K(BG)
faisant commuter le diagramme
BG) 4 K(BG)
iN /a
R(G)
2. L’homomorphisme & : R(G) — K(BG) du point 1) est un isomorphisme
d’anneauz topologiques.
8. On suppose que le groupe G est conneze et T est un tore mazimal de G.

o Les morphismes j et a du point 1) sont injectifs; R(G') s’identifie donc é
un sous-anneau dense de K(BG).

o Le groupe de Weyl W(G) egit ausst sur Uanneau K(BT) et on a
K(BG) = K(BT)*© ,
Remarque Si T" est un tore et si I’on identifie R(T) = Z[o}?, ..., e3'] & un sous-
anneau de K(BT), alors ce dernier est I'anneau des séries formelles
K(BT) = R(T) = Z[ln, - wll,

avec v, = a; — 1 pour ¢ = 1,...,n (voir [At-Hi, §4]).

2.3 Les A-anneaux

Introduisons d’abord les deux familles de polynémes universels qui interviennent
dans la définition des A-anneaux. Soient n,m deux entiers positifs; on choisit des en-
tiers g, r vérifiant ¢ > n-m, r > n et aussi des indéterminées &1, &2, ...,&4 M5 %25 -+ > Mre
Pour 1 <1 £ ¢ (respectivement 1 < j < 1), la i-iétme (respectivement j-iéme) fonc-
tion symétrique élémentaire en les &, (respectivement 7;) sera noté s; (respectivement

;). On désigne par P,(s;,...,8,;01,...,0q) le coefficient de t* dans le produit
[10 + &im;t)
.7

et par Pon(81,82,-..,50m) le coefficient de t" dans le produit

I Q+& &)

1<6) < <im <
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Le théoréme fondamental de la théorie des fonctions symétriques assure que P, et
P, m sont des polynomes a coefficients dans Z en les variables 8y,...,34;01,...,09
et 31,32,...,9.m respectivement; les inégalités ¢ > » - m, r > » impliquent que ces
polyndmes sont indépendants de q et de ». Notons. que P, et P,,, peuvent étre
évalués dans n'importe quel anneau commutatif avec unité; c’est pour cette raison
qu’ils sont appelés universels.

Soit R un anneau commutatif avec unité. On dira que R est un A-anneau s'il est
muni d’une suite d'applications {A" : R — R}, satisfaisant les propriétés suiv-
antes: -

i) X(z)=1¢et M(z)=z VzeR

ii) Az +y) =i, M(2) - A Hy)  Ve,y€R, Vn20;

ii) A*(1) =0, Vn > 2

iv) Az -y) = Pa(A(2),-.., A% (2); A1 (y), .., A"(y))  Vz,y €ER, Vn 2 0;
v) A™ (AM(z)) = Pam (AN(2), ..., A"™(2)) Vz € R, Yn,m > 0.

ot P, et P, sont les polynémes universels définis ci-dessus.

Les applications A" s’appellent A-opérations et pour tout z € R, on notera

z) =3 A"(a)t" € Rft])

n>0
Les propriétés ii) et ii1) s’écrivent alors respectivement
Ag(z + y) = Ag(z) . A¢(y), V.’B,y € R et /\g(l) =1 + t.

Remarque Nos A-anneaux sont les ”special A-rings” de Atiyah et Tall (cf {At-Ta]).
Ces auteurs utilisent le terme " A-ring” lorsque les A-opérations satisfont seulement
les axiomes 7) et i1); Grothendieck parle, dans ce cas, de "pré-)-anneau”. L’anneau
de Burnside d’un groupe fini et non cyclique est un exemple important de "pré-A-
anneau” ne satisfaisant pas les axiomes 1v) et v) (voir [Sieb, page 232]).

Définition 2.2 i) Soitn un entier positif; on dira que z € R est de A-dimension
n, et on écrira A-dim(z)= n, lorsque A\(z) est un polynéme de degré n en t
L’ensemble des éléments de A-dimension n de R sera noté R(rn).

i) Le A-anneau R est de A-dimension finie si tout élément de R peut s’écrire
comme différence de deux éléments de A-dimension finie.
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Définition 2.3 Si R et S sont deuzr A-anneauzr, un A-morphisme est un homo-
morphisme d’anneauz f: R — S qui vérifie la relation:

FOM@) =3 (f(z)), Va€R Vn20.

Si f est qusst bijective, on dira que c’est un A-isomorphisme. L’ensemble des A-
morphismes entre les A-anneaur R et S sera noté Homy(R,S); si cet ensemble
contient un A-isomorphisme, on dira que R et S sont A-isomorphes et on notera

A
R=S. Les A-isomorphismes de Homy(R, R) forment le groupe Aut\(R) des A-
automorphismes de R.

Exemples

1. Sur R =Z, il y a une unique M-structure; celle-ci est complétement déterminée
par la formule A(1) =1 +¢.

2. Soit G un groupe de Lie compact connexe. Si [(V, g)] est la classe d’équivalence
d’une représentation complexe de G et k un entier positif, on pose

Ak([(Vv Q)]) = [(Akvv Ak?)] .

On étend les applications M* 2 B(G) & I'aide d’une propriété bien connue des
puissances extérieures: si V; et V, sont des espaces vectoriels complexes de
dimension finie, alors on a un isomorphisme naturel

k
ANV @ Ve) 2DAV, @ AV,

1=0

I suit immédiatement que les axiomes i), #) et i) de la définition sont
satisfaits. Pour la vérification des autres axiomes, nous allons tout d’abord
nous restreindre au cas d’un tore T" de dimension n. On sait alors que
R(T") = Z[af, ..., 0% avec

MeFy=14a¥-t i=1,...,n,

car les of! sont des représentations de dimension 1 de T™; le méme argu-
ment implique que tout mondme en les aF! est de A-dimension 1. Ainsi tout
élément de R(T™) s’écrit de fagon unique comme la différence de deux sommes
d’éléments de A-dimension 1; il ne reste plus qu’a reprendre la définition des
polyndmes universels P, et P,,, pour se convaincre que les axiomes iv) et
v) sont vérifiés. Ceci étant, on va maintenant supposet: que 7™ est un tore
maximal de G. L’homomorphisme " : R(G) — R(T"), induit par I'inclusion
de T" dans G, commute avec les A-opérations; il est aussi injectif. Ces deux
arguments permettent de conclure que R(G), muni des applications induites
par les puissances extérieures des représentations, est un A-anneau qui est de
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A-dimension finie. Plus généralement, on montre (de la méme maniére, mais
en utilisant par exemple les sous-groupes de Cartan et les résultats du §1 de
[Seg]) que 'annean des représentations d’un groupe de Lie compact (i.e pas
nécessairement connexe) est un A-anneau. Notons enfin que la correspondance
G = R(G) est en réalité un foncteur contravariant de la catégorie des groupes
de Lie compacts dans celle des A-anneaux de A-dimension finie.

. Si X est un CW-complexe fini, les puissances extérieures des fibrés vectoriels

sur X induisent des applications A" définissant une structure de A-anneau sur
K(X). Pour le montrer, on procéde comme a l’exemple 2, mais en utilisant
cette fois-ci le ”"Splitting principle” topologique (cf [Kar, Theorem 2.15 (page
193))]).

. Soit G un groupe de Lie compact. La K-théorie topologique de son espace

classifiant BG est aussi un A-annean. On peut exploiter la structure d’annean
commutatif (dans la catégorie homotopique) de 'espace Z x BU pour définir
cette A-structure; mais nous procederons autrement. Il existe une suite crois-
sante de CW-complexes finis *x C B! C--- C B" C --- avec BG = U,»0 B".
D’aprés [B-M2, Theorem 3], on a: -

K(BG) =limK(B") .

1l suffit maintenant d’invoquer ’exemple 3) et d’observer que la limite d'un
systéme projectif de A-anneaux est canoniquement munie d’une structure de
A-anneau.

A cause des axiomes 1v) et v) ci-dessus, les A-opérations ne se prétent pas bien
anx calculs; ce n'est (heureusement) pas le cas de la famille de A-applications que

nous

allons maintenant introduire. Si R est un A-anneau, les opérations d’Adems

¥*: R — R (k> 1) sont définies par la formule:

3T Uk(z)tk = —t- % [logh_¢(z)] Ve R.

k21

On vérifie alors (cf par exemple [At-Ta, §7.5]) que:

YE)=1 Vk21;
W)=z VzeR

Les ¥* sont des A-morphismes;
Yk o @ = Pk Vk,1>0;

Pour tout z € R et pour tout nombre premier p, on a ¥?(z) — z? € pR.
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Les deux prochains lemmes sont sirement bien connus, nous les rappelons & cause
du role qu’ils joueront dans le chapitre 4.

Lemme 2.1 Soit R un A-anneau; on suppose que R est sans torsion. Pour tout
z € R\ {0}, on a

A—dim(z)=1 <= W)=z Vk>1
Preuve

=: A —dim(z) = 1 signifie que A,(z) = 1+ z - t. On calcule alors:

S Uka@) -t = -t i[Io_qz\.g(:c)]
k3 di
2 . .
R P
= $t+22t2+

<=: Partant de ’hypothése ¥*(z) = z*, pour tout £ > 1, et a I’aide de la formule
de Newton

(~1)** kA (z) = T (2) = A (2)- Y 2) -+ (1N Ye) 2 VB0,

on raisonne par induction pour avoir A(z) =14z 1. . m

Lemme 2.2 Soit R un A-anneau; on suppose que R n’a pas de torsion et on
rappelle que  R(1) = {x € R telque A— dim(z)=1}.

1. R(1) est une partie multiplicative de R; c’est-a-dire

* 0¢ R(1), 1 € R(1);
e Vx,y€ R(1), =z-y€ R(1).

2. Siz € R est de A-dimension n < oo, dlors AY(z) € R(1).
Preuve ' .

1. C’est une conséquence des définitions et du lemme 2.1

2. Il s’agit de montrer que

¥ (A(z)) = { A(a) 8 k=1,

Par définition,

A (A™(z))

Pun (N (2),..., M"())
= Pin (N(2),...,3"(2),0,...,0)
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ol les Pyn (81,-.., 3k ) sont des polyndmes universels déterminés par l'identité:

(* Y Pen(siy ) tf = [T (4681,

k>0 1< < <in&m

avec m > kn et ou s; est la i-éme fonction symétrique élémentaire en les
variables £1,...,€m. En posant & = 0 pour tous les j > n dans l'identité
(*), on trouve qu’un facteur du membre de droite de celle-ci différe de 1 si et
seulement si 1 £ 4; < --- < i, € n. Cette condition n’est vérifiée que dans le
cas iy = 1,1, =2,...,1, = n. On en déduit que:

szn S1y--458n,0,.. ’O)tk=1+ul"'unt=1+3ut7
k>0

c’est-a-dire
s, sik=1

Pk,n(sl,“"smov‘-‘ao)z{0 sik> 2

et on a achevé la preuve de ’assertion. [ ]

Remarque Le deuxiéme point de ce lemme peut aussi se démontrer & partir du
"Splitting Principle” algébriqgue de [At-Ta, §1.6]; c’est ce qui est d’ailleurs fait dans
[Knu].

Pour les anneaux des représentations des groupes de Lie compacts, on dispose
d’une description trés pratique des opérations d’Adams. Elle se présente comme
suit:

Proposition 2.10 Soient G un groupe de Lie compact, ¢ un élément de R(G) et
k un entier positif. Si l'on regarde x et W*(z) comme des caractéres virtuels de G,
alors

VgeG, [¥(2)(g) = =(s").
Preuve Voir [Br-tD, Proposition 7.4 (page 105)]. =
Corollaire 2.5 Soient G un groupe de Lie compact conneze de rang n et k un
entier positif non nul.
1. L’opération d’Adams U* : R(G) — R(G) est injective.
2. Si Frac(G) désigne le corps des fractions de l’anneau R(G) et Fracy(G)

celui du sous-anneau U*(R(G)) de R(G), le degré de leztension de corps
Fraci(G) C Frac(G) est égal ¢ k™.
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Preuve Soient T un tore maximal de G et R(T) = Z[af',...,0%'] son anneau des
représentations. Gréce au résultat ci-dessus, 'homomorphisme ¥* : R(T') — R(T)
est complétement déterminé par les formules

(o) = af J=1.4n;

c’est donc une application injective et on peut conclure en invoquant la naturalité
des opérations d’Adams ainsi que I'injectivité de la restriction i* : R(G) — R(T).
Pour le deuxiéme point, on commence par observer que Frac(T) est le corps des
fractions rationnelles Q(ay,...,a,) et que Fracy(T) = Q(of,...,af); il suit que
1'extension de corps Fracy (T} C Frac(T) est de degré k™. Le sous-anneau ¥*(R(Q))
est stable pour 'action de W(G) sur R(T') car cette derniére s'effectue par des
A-automorphismes. En passant aux différents corps de fractions, on obtient non
seulement Frac(T)W(® = Frae(G), mais aussi Frac(T)¥©@ = Frae(G). La
premiére égalité provient du théoréme 2.3; pour la seconde, il suffit de montrer que
R(G) N Y*(R(T)) = ¥*(R(G)). Pour ce faire, on choisit z € R(G) N ¥¥(R(T)); il
existe donc y appartenant 4 R(T) tel que ¥*(y) = z. Soientt € T'et w = [n] € W(G)
avec n € N(T); puisque z € R(T)W¥(G) = R(G), on a les égalités

[w-y](t*) = y(nt*n) = y((ntn=')*) = [L¥(y))(ntn™")
z(ntn™1) = [w- z](t) = z(t)
[T w)](t) = y(t*) .

On peut alors affirmer que [w - y)(t) = y(¢) pour tout t € T, car la fleche T — T,
t +— t* est surjective; on a ainsi montré que y se trouve dans R(G) et donc que
notre élément z appartient & W*(R(G)). Pour conclure, il suffit de compter et de
comparer les degrés des extensions de corps dans le diagramme suivant

Frae(T)

e

Fracy(T) Frac(G

N

Fracy(G
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Chapitre 3

Les groupes localement unitaires

Dans [Sch], H. Scheerer montre que deux groupes de Lie compacts connexes qui sont
homotopiquement équivalents ont la méme algebre de Lie. Ce résultat peut servir
de motivation (topologique) au probléme suivant:

Soit G un groupe de Lie compact connexe. Etudier ’ensemble A(G)
des classes d’isomorphie des groupes de Lie compacts connexes ayant la
méme algébre de Lie que G.

P. Baum a examiné la question dans [Baum]; il y montre que I’ensemble A(G) est
toujours fini et explore, pour quelques groupes unitaires, les propriétés de cet ensem-
ble. Ce probléme est intervenu tout recemment dans les travaux de D. Notbohm et
L. Smith sur les genres topologiques des espaces classifiants. Dans ce cadre et pour
les groupes unitaires, ces deux auteurs ont donné une classification des éléments de
A(G) a laide de certains des invariants introduits aux chapitres 1 et 2 (voir [NS2,
Theorem 4.5]). Dans ce chapitre, nous utiliserons la théorie des A-anneaux pour
donner une nouvelle preuve de leur classification; la différence essentielle avec la
preuve de Notbohm-Smith, c’est que notre preuve ne fait pas appel au théoréme de
W. Plesken sur les représentations intégrales des groupes symétriques.

Un groupe de Lie compact connexe est dit localement unitaire s’il a la méme
algebre de Lie qu'un groupe U(n) (n > 1). Comme exemples, nous pouvons citer
les revétements et les quotients finis des groupes U(n) (n > 1); les anneaux de
représentations de ces groupes sont examinés dans les deux premiéres sections de
ce chapitre. L’information obtenue nous permet alors de prouver le théoréme de
Notbohm-Smith pour les revétements finis des groupes U(n). Le cas général est
étudié en détail dans la derniére section. Jusqu’a la fin de ce chapitre, n désignera
un entier positif supérieur ou égal a 2.

3.1 Anneaux des représentations et revétements

Soit p : G — H un homomorphisme surjectif de groupes de Lie compacts connexes.
On dira que c’est un revétement (de groupes de Lie) si ker(p) est un sous-groupe
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fini (et donc central) de G. Dans une telle situation, ’homomorphisme induit
p* : R(H) — R(G) est injectif et permet d'identifier R{H) & un sous-A-anneau de
R(G). Pour décrire ce sous-A-anneau, nous disposons de l'extension suivante de
[Ad1, §3.68 et suivants]:

Proposition 3.1 Si x : G — C est un caractére virtuel de G et s’il existe une
application & : H — € telle que x = x o p, alors & est un caractére virtuel de H.
Autrement dit, pour x € R(G), on a léguivalence:

x € Im(p°) <= xl(g2) = x(9) Vg€ G,Vz€ker(p).

Preuve On peut supposer que ker(p) # {e}. On considére, dans un premier temps,
le cas ol x : G — C est le caractére d'une représentation irréductible (V, p) de G et
on fixe z € ker(p)\{e}. D’aprés le lemme de Schur, p(z) = (*-Idy avec { = ezp(3Z}),
m un entier supérieur 4 1 et k € {0,1,...,m — 1}. Des égalités

¢* - x(e) = x(2) = &(p(2)) = x(e) = x(p(e)) = x(e)

on déduit que p(z) = Idy pour tout z € ker(p). Et cela nous permet de conclure
que p se factorise en

p:G Ly H 2 GL(V)

olt 7 est une représentation de H ayant x comme caractére.

Supposons maintenant que x : G —+ C est un élément quelconque de R(G); on peut
alors écrire X = T finie Ma - Xa OU, pour tout a, X, est un caractére irréductible et
m, € Z\ {0}. Soient ¢ € G et z € ker(p); en utilisant le lemme de Schur et
I’hypothése, on peut écrire:

T o xa(9) = X(0) = x(92) = 3" ma - xalgz) = 3 ma- X2y (g).

finie finie finie Xa(e)
Les relations d’orthogonalité des caractéres irréductibles de G impliquent alors:

Xa(92) = Xa(g)  Vz € ker(p),Vg € G,Va.

Par la premiére étape, on a donc x. € Im(p*) pour tout a. u

Corollaire 3.1 (de la preuve) Soit p: G — H un revétement de groupes de Lie
compacts connezes; grdace & 'homomorphisme induit p*, on peut identifier R(H) a
un sous-anneau de R(G). Si Frac(H) (respectivement Frac(G)) désigne le corps
des fractions de I’anneau R(H) (respectivement R(G)), alors le degré de l'extension
de corps Frac(H) C Frac(G) est égal au cardinal du groupe fini Ker(p).

Preuve Le morphisme injectif p* ® C permet de considérer R(H) ® C comme un
sous-anneau de R(G) ® C. On identifiera ce dernier au sous-anneau des fonctions
centrales sur G que constituent les combinaisons linéaires, & coefficient dans C, des
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caractéres irréductibles du groupe G. Grace au lemme de Schur, le groupe fini
Ker(p) agit sur R(G) ® C de la facon suivante:

Vz € Ker(p), V€ R(G)®C z-2:G— C, g~ z(g2) .

La preuve de la proposition 3.1 permet de conclure que I’anneau des invariants de
cette action coincide avec R(H) ® C. On passe alors aux corps des fractions pour
avoir:

|Ker(p)| = deg(Frac(H)® € C Frac(G)® C) = deg(Frac(}I) C Frac(G)) .

A titre d’exemple, nous allons utiliser la proposition 3.1 pour examiner les an-
neaux des représentations des quotients du groupe unitaire U(n). Pour un entier
positif r fixé, Z/r = {{ - 1; (" = 1} est 'unique sous-groupe d’ordre r du centre
de U(n) et la projection canonique p : U(n) — U(n)/(Z/r) est un revétement de
groupes de Lie compacts connexes. Grace & la proposition ci-dessus, on voit facile-
ment que R(U(n)/Z/r) s'identifie au sous-A-anneau de R(U(n)) engendré par les
mondmes AT - A7 --- A™* dont les exposants m,,...,m, satisfont les conditions
suivantes:

(+) my,...,Mp1 € Nym, € Z
my + 2mg + -+ + nm, = 0(modr) .

Ainsi ¥"(R(U(n))) = Z[¥"(M1),...,¥"(A")] est un sous-\-anneau (propre, en
général) de 'annean R(U(n)/Z/r). D’aprés un résultat de Hilbert (voir le §97
de [G-Y]), le probléeme (*) admet un nombre fini de solutions minimales; celles-
ci fournissent un systéme minimal de générateurs pour l’anneau R(U(n)/Z/r). A
défaut d’une formule générale pour ces générateurs minimaux, nous proposons (en
appendice & ce chapitre) un programme Mathematica adapté d’un algorithme de
G. Huet (voir [Huet]) et qui permet de trouver les solutions minimales de (*); nous
verrons plus loin (cf proposition 3.8) qu’il suffit de considérer les cas ou r divise n.
Ce programme n’est stirement pas optimal; il faut par exemple environ quatre heures
a un Maclntosh Centris 650 pour trouver les solutions minimales pour n = 12 et
r = 4. Autre probléme: la connaissance de ces solutions minimales ne permet pas
de résoudre la question des isomorphismes; c’est ce qui se passe pour n =r = 6.

3.2 Les revétements finis du groupe U(n)

On fixe un entier positif m et on pose d = pged(m,n). Puisque m(U(n)) = Z
n’admet qu’un unique sous-groupe d’indice m, la théorie des revétements nous
dit qu’il existe un et un seul revétement de groupes de Lie compacts connexes
Pm : Um(n) — U(n) de noyau Z/m.
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Proposition 3.2 On peut prendre Up(n) = om(S' x SU(n)) 03 ¢ est le mor-
phisme de groupes de Lie

@m : 8! x SU(n) — §! x U(n), (z,4) = (2%; 29 - 4);
le revétement p,, est alors la restriction ¢ Uy(n) de la projection canonique
pr2: 8! xU(n) — U(n), (z,B)~ B.

Preuve On vérifie sans probléme que le noyau de la restriction & ¢n(8' x SU(n))
du morphisme pr; est le sous-groupe {(¢;1); ¢™ = 1} de §' x U(n). Puisque ce
noyau est isomorphe & Z/m, on peut conclure en invoquant 'unicité de Up(n). =

Remarque A I'aide de cette description du groupe U, (n), on montre facilement
que le centre de ce dernier est

2 = {Diag(z%,2% .9,...,22 .6); 0,2€§' avec §"=1}C S xU(n).

Le groupe Z est abélien compact, mais il n’est pas connexe en général. En fait, il se
décompose en Z = 2° x F avec

20 = {Diag(zg,znd‘,...,z?); zef}cz,
F = {Diag(6~*%,0"%,...,0"%); ¢"=1}C Z;

u et v étant des entiers astreints & la relation u- 2 +v- & = 1. Le groupe Z° est évi-
demment isomorphe au cercle §! alors que F est isomorphe 3 Z/d. Par conséquent,
le centre du groupe U, (n) est connexe si et seulement si les entiers m et n sont
premiers entre eux.

Rappelons que T’ = {Diag(21,23,..-,2); 2; € §'} est le tore maximal standard
de U(n) et que T = {A € T; det(A) = 1} est celui de SU(n). Puisque le morphisme
©¥m est un revétement sur son image, le groupe T, défini par

n
Tm = Soﬂl(sl X T) = {Diag(zmzl," . 7zn) € sl X U(n); H Z; = 26"}
=1
est un tore maximal du groupe U,,(n). L’application p,, envoie T, sur T dans U(n)
et induit, au niveau des anneaux de représentations, un homomorphisme injectif

(o) RIT) = Zio .., 0] = R(T) = Zhi ., 2 -8

associant v; & o; pour j = 1,2,...,n. Sil'on identifie R(T) & son image par (pmz.,)"»
on peut alors écrire

R(Tm) = Z[afl’...,afl,rm]/(T:: =m ‘02"'0,.) .
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Par naturalité, le groupe de Weyl W (U,,(n)) = X, agit sur R(T,) en permutant les
indices des a;. Il est maintenant aisé de voir que I’anneau des invariants de cette
action est

R(Um(n)) = R(Tn)® 2 ZM, ..., dacy, A/™ A7)

ol Aj,..., A, sont les fonctions symétriques élémentaires en les variables ay,...,a,
et AM™ = 7. Puisque cette description fournit aussi la A-structure de R(Un(n)),
on a donc la preuve de la

Proposition 3.3 Soit m un entier positif; Uanneau des représentations du revé-
-tement a m feuilles Up(n) du groupe unitaire U(n) est

R—m = Z[AMA%"',’\"'I’T:‘] *

Sa A-structure est complétement déterminée par les deuz formules suivantes:

n-1 .
MM) = 1+ ¢ +r0en,
=1
/\t(r,f’) = 14 T:lt .

Cette description de I’anneau R,, appelle au moins deux commentaires:

1. Si 'on prend m = n, on obtient

n

R, = R(3! x SU(n)) = Z[M1, A2y-- -, dnm1, T2 avec 77 = A"(N).
D’habitude, cet anneau est plutdt présenté par
R(8! x SU(n)) = R(S') ® R(SU(n)) = Z[t,t™'} @ Z[Ay, Az,. .., Anmi) ,

ol A, est la représentation standard de SU(n) et A; = A(A,). Le passage de
cette présentation & la nétre s'effectue en envoyant t sur 7, et A; sur 7,77 - );
pour j=1,2,...,n—1.

2. En posant m = (mn)/d, on peut identifier, & I'aide du morphisme induit
par le revétement @, : §' x SU(n) — Upn(n), Ry = R(Upn(n)) au sous-A-
anneau de R, engendré par les éléments /\,,/\2,...,/\,‘_1,1':%. Grace a la
proposition 3.2, le groupe Upn(n) est isomorphe & $* x SU(n); cela implique
que les anneaux Ry et R, = R(S' x SU(n)) sont A-isomorphes.

Remarque L’inclusion du groupe Uy, (n) dans §' x SU(n) fournit une suite exacte
courte de groupes de Lie

1 — Up(n) =8 xU(n) 2§ — 1,
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avec jm : $' x U(n) — §';  (z; M) +— 2™ - det(M) .
Cette suite exacte induit une fibration

$! — BU,,(n) 3 BS' x BU(n) .

L’examen de la suite de Gysin {(en cohomologie entiére) de cette fibration nous permet
de conclure que

H*(BUn(n); Z) = Z[z;c1, .- -, a)/(c1 —m ),
e1,...,Cq étant les classes de Chern universelles et z un générateur de H*(BS'; Z).

La proposition qui va suivre sera tres utile pour le reste du présent chapitre; elle
nous donne la liste de tous les éléments de A-dimension n dans 'anneau R, des
représentations du groupe Un(n). Grace & la proposition 3.1, il aurait suffi de le
montrer pour le groupe $! x SU(n) puisque celui-ci est "universel” pour tous les
autres revétements finis de U(n). Notons aussi que c'est a ce stade qu’intervient le
groupe de Weyl I,.

Proposition 3.4 Soit z un élément de A-dimension n dans l'anneau R,,, alors
ona

i) ou bien z =7} - WH)),

i) ou bien z =1l - WF(A,y),
i) ou encore T =37, ™;
avec L, ly,...,.ln€ Z et ke N\ {0}.
Preuve Grace au A-plongement
R, — R(T,) = Z[a}!,..., 0 (o1 - ag-- - @)™,

on peut écrire £ =75, - .7, a; avec | € Z et oi les g; sont des mondmes en les ¢;. Si

l.
n J
j=1 Tm

tous les ¢; sont invariants sous 'action du groupe symétrique Z,, alors z = 3°
avec l; € Z et on est dans le cas iif)

Sinon, il existe un mondme a; = o} « & ---air ((i; € IN) qui n'est pas -
invariant. Puisque A-dim(z) = n, le cardinal de V'orbite de a; sous I'action de %,
est inférieur ou égal & n. En utilisant au besoin une permutation adéquate, on peut *

supposer que a; est de la forme

a; = (a1 )™ (Qh a1 Oy aig) o (Chy bty 1 Q)

e r > 2 (car a; n’est pas L,-invariant par hypothése);
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®351,...,8, EIN s,#£5,Vp#g;
ok, 21Vp, by + -tk =netn—Fk 2k

On voit alors que le stabilisateur de a;, sous l'action de I,, est le sous-groupe
Tk X --+ X Ky ; et on en déduit que le cardinal de l'orbite de a; est le coefficient
multinomial

n!
kiteoo k!
Puisque N < n, on a forcément un indice j avec k; = 1. Sinon, la permutation
identité et les transpositions (1 j) et (2 j), pour j = k + 1,...,n, fourniraient
142 (n — k) mondmes distincts de 'orbite de a;; mais ceci est absurde car

N =

Dans la décomposition N = n - %{'—,, le facteur N = 7‘(:'.—_1,3:—. est un entier positif
puisque ky +- -+ k, —k; = n— 1. Mieux, N est égal a 1 si et seulement s'il existe un
autre indice ! avec k; = n — 1; il suit alors que r = 2, N = n et qu'on peut prendre
a; = ol - (az+ - ay)" avec 8, # s5. Si'sy > g, on obtient z = i . Plo-a)(}))
et sinon z est égal a 7itmo . Plaa—a)() ). [

Notons aussi la conséquence suivante de la preuve ci-dessus:

Corollaire 3.2 Tout élément de A-dimension strictement: inférieure a n dans R,
est une somme de puissances de T,,. En particulier, le groupe multiplicatif R,.(1)
des €léments de A-dimension 1 est cyclique infini et engendré par 7.

Si on les regarde comme groupes au-dessus de U(n), les U,y(n) sont deux & deux
distincts. Rien n’empéche, par contre, d’avoir Uy(n) = Up«(n) (isomorphisme
”abstrait” de groupes de Lie) pour des entiers m,m’ différents; c’est ce qui se passe
par exemple lorsque m et m’ sont tous deux multiples de n. La question de la
détermination des classes d’isomorphisme des groupes Uy, (n) se regle comme suit:

Théoréme 3.3 Soient m,m’ des entiers positifs. Les assertions suivantes sont
équivalentes:

i) BUp(n) ~ BUp(n)

i) K(BUpu(n)) 2 K(BUp(n))

=

>

ti) R(Up(n)) = R(Upmi(n))

) m = +m’ (modn)

v) Up(n) = Up(n).
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Preuve
?) = i) : Clair.
i) = ii7) : C’est une conséquence de [AM1, corollary 1.12].

i17) = iv) : Soit ¢ : Rn — Ry un A-isomorphisme. A cause de la proposition 3.4,
on doit avoir
O(tm) =Trs et @(A) =Tp - UH(A),

avece = x1,1 € Z, k € N\ {0} et i € {1,n —1}. Cela implique que
R = ¢(Ry,) est engendré par UF(Ro/) et 7. Et puisque U¥(7,) = %, se
trouve dans V*(R.. , on en déduit que le degré de ’extension de corps

Frac(¥*(R.)) C Frac(p(Rm)) = Frac(Ro)

est égal & k. Mais ce degré a été aussi calculé dans le corollaire 2.5 et vaut k”;
comme n 2> 2, ces deux degrés ne sont égaux que pour k = 1.
On calcule maintenant, d’un c6té

N (p(0)) = 9(A"(0)) = () = 757,
et de l'autre
Ap(M)) = /\,.(1','", -X) = 1-""‘,‘ SYINE .r':"-{v-im' )

Comme i = 1 ou n — 1, on peut finalement conclure que em = +m' (modn) et
c'est ce qu'il fallait démontrer.

1v) = v) : Nous utiliserons les notations de la proposition 3.2. L’hypothése implique
qu’il existe e = 1 et I € Z tels que m + ¢-m’' =1 n; d’od d = pged(m,n) =
pgcd(m’,») = d’. On en déduit que V'isomorphisme

F:S8' x SU(n) — §' x SU(n), (z,4)+— (2%, A)

envoie le noyau de ¢m sur celui de ¢, ce qui signifie que F induit un isomor-
phisme F : Up(n) — Upe(n).

v) = i) : Clair. »

3.3 Examen du cas général

1l s’agit maintenant d’étendre le théoréme de la section précédente a tous les groupes
localement unitaires. La méthode adoptée est trés semblable i celle de ladite section;
mais elle utilise des résultats, diis & P. Baum, que nous rappelons en tout premier
lieu.
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Soit G un groupe de Lie compact connexe; il existe un revétement fini
p:T"xGy,— G,

ol Go est un groupe de Lie 1-connexe et T" un tore de dimension r = dim(Z(G)).
Le groupe G =T xGyest unique a isomorphisme prés tandis que la projection p ne
Pest pas forcément. C’est pour pallier a cet inconvénient que P. Baum a introduit
la notion suivante:

Définition 3.1 Un sous-groupe spécial (K, ) de G = T* x G est un sous-groupe
central qui peut s’écrire sous la forme

(K.p) = {(¢(9),9); 9€K}CG

avec K un sous-groupe fini du centre de Gy et ¢ : K — T™ un homomorphisme de
groupes.

A D'aide de cette notion, il peut alors démontrer le
Théoréme 3.4 (Proposition 2 et Corollaire 6 de [Baum])

1. Si H est un groupe de Lie compact, conneze et localement isomorphe & G, il
existe un sous-groupe spécial (K, p) de G tel que le groupe-quotient G/(K, )
soit isomorphe ¢ H. On dira que G/(K, ) est une forme spéciale de H.

2. Soient (K1, 1) et (K2,¢3) deuz sous-groupes spéciauz de G. Alors G/(Ky, 1)
est un revétement de (respectivement isomorphe &) G/(Kz,p2) s et seulement
s’il existe un automorphisme eztérieur a de Gy et un revétement B : T7 — T
(respectivement un automorphisme 8 de T7) tels que a(K,) C K, (respective-
ment (K, ) = K;) et le diagramme

K 2T

al is

Ky & T
soit commutatif.

Dans le cas qui nous intéresse, on a évidemment Gy = SU(r). Ce groupe admet,
pour n > 2, un unique automorphisme extérieur non trivial (représenté par la con-
jugaison complexe (a;;) — (;;)) alors que tous les automorphismes de SU(2) sont
intérieurs. En combinant ces faits & quelques manipulations de théorie élémentaire
des nombres, on arrive & la conséquence suivante du théoreme 3.4:

Proposition 3.5 i) Tout groupe localement unitaire est de la forme
FU,(n) = (8 x SU(n))/N,x
avec s|n, k € IN, et

omi omi .
Ny = {(eztv(—-:frl kJ);ezp(TmJ) 1), 7=0,...,s=1}.
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#1) Pour des entiers s,s' divisant n et pour k,k' € IN, les groupes FU,(n)
et FUy w(n) sont isomorphes si et seulement si s = s’ et k' = £k (mods).
Autrement dit, la classe d'isomorphisme d’un groupe FU, x(n) est complétement
déterminée par l'entier s (qui divise n)} et la classe du nombre k dans U'ensemble-
quotient (Z/s)/{£1}.

tii) Soient 3,3’ des diviseurs de n et k,k' € IN. Le groupe FU,x(n) est un
revétement de FU, p(n) si et seulement si s|s’ et pged(s, k)|pged(s’, k). En
particulier le "surprising result” de [Baum], c’est-d-dire des groupes qui sont
revétements l'un de l'autre sans étre isomorphes, se produit chaque fois que l'on
prend un diviseur s de n ainsi que deuz entiers k, k' € IN avec pged(s, k) =
pged(s', k') et tels que k # Lk mod (s).

Corollaire 3.5 Si A(U(n)) désigne ’ensemble des classes d’isomorphisme ("ab-
strait”) des groupes de Lie compacts connezes qui sont localement isomorphes
U(n), alors

card(A(U())) = S((3] +1) -

sin

Remarque P. Baum s’est aussi intéressé i la relation transitive qui est définie sur
I’ensemble A(U(n)) de la fagon suivante:

Pour [H],[Ha) € A(U(n)), [Hi] = [H,) si et seulement s’il existe un
revétement (fini) p : H; — H,.

La proposition ci-dessus dit qu’il y a un isomorphisme d’ensembles quasi-ordonnés
(cf [Baum, definitions 6 et 7} pour la terminologie) entre A(U(n)), muni de la relation
définie ci-dessus, et ’ensemble L(n) = {(s,a); s|n et a € (Z/sZ)/{£1}} muni de
la relation

!
3,a) > (s,a si et seulement si s|s
(3,2) 2 (s, o) pged(s, a) | pged(s', )
Cette deuxieme formulation devrait permettre d’écrire un programme permettant
de dessiner (4 la Baum) le graphe de 1’ensemble quasi-ordonné A(U(n)) ...

Pour établir le lien avec le theme de la section précédente, nons allons tout de
suite donner les formes spéciales des revétements du groupe U(n). Fixons, pour
ce faire, un entier positif m et posons (comme avant) d = pged(m,n). Choisissons
ensuite u,v € Z avec u > 0 tels que u - 5§ + v - & = 1. La proposition 3.2 dit que
nous pouvons prendre Up,(n) = ($' x SU(n))}/Em avec

En = {(cep( 22 dj); eop-2m) 1) §=0,1,...,5 -1} C 8 x SUm).
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A Yaide de Pautomorphisme E,, — E,,, z +— z¥, on peut écrire le groupe E,,
sous la forme

)1 j=0,..., %=1},

2rid . 2rid .
Em = {(ezp(=——uj)iezp(—=j

1l suit alors que E., est un sous-groupe spécial de 8! x SU(n) et que la forme spéciale
promise est:

Un(n) = FUg 4(n) .
Réciproquement, si s divise n et k est un entier positif et premier & s, alors
FU!J‘("’) = Un-fh(n) )

ol i est un entier positif vérifiant k- v = 1 (mod's).

On vient ainsi de montrer qu'un groupe localement unitaire FU,x(r) est un
revétement de U(n) si et seulement si les entiers s et k sont premiers entre eux. Par
ailleurs, Notbohm et Smith ({NS1, §2]) ont observé que le groupe fondamental de
FU,i(n) est égal 8 Z @ Z/r, ot r = pged(s, k). Ce dernier fait compléte la preuve
de la

Proposition 3.6 Pour un groupe de Lie localement unitaire FU,i(n), les asser-
tions suivantes sont équivalentes:

i) FU, i (n) est isomorphe ¢ un revétement de U(n);
i) Le groupe fondamental de FU,(n) est isomorphe d Z;

iti) les entiers s et k sont premiers entre euz.

Comme le lecteur 1’a sans doute remarqué, les calculs et résultats de la section
précédente ont été grandement facilités par la réalisation des groupes U, (n) comme
sous-groupes de Lie de 8! x U(n). Pour traiter de l'extension de ces résultats au
cas général, nous proposons la réalisation (non optimale mais suffisante pour nos
besoins) donnée comme suit

Proposition 3.7 Soient FU,x(n) un groupe localement unitaire, r = pged(s, k)
et N=1+n2+ (:_‘) Il existe un homomorphisme injectif de groupes de Lie

st FU k() — U(N) .
Preuve Le morphisme de groupes de Lie

w: 8 x SU(n) — §! x SU(n); (z; A) s (z"; 4)
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induit un revétement @ : FU, k(n) — FU,(n). Puisque les entiers £ et f sont

premiers entre eux, il existe p, v € Z avec g > 0 tels que p- f-+ v-2 =1 et le groupe
de Lie FU, x(n) peut étre identifié 4 'image de ['homomorphisme

ge 8! x SU(n) — §' x U(n); (z;4) — (2752 A).
Le noyau du revétement @ est alors le groupe

_ i i = 01,.., sl
Pox = {(ezp(==— (7 = = D) ean(—(vj + u1)) - 1); 1 0,1,...,:-1 b

Grace a la relation g - f— + v+ £ =1, ce dernier peut aussi s’écrire sous la forme

2ri

I‘,'k={(ezp(-—2—:ﬂj);ezp( 1) G0=01,...,r—1}=Z/r®Z/r.

-
On en déduit que FU, (n) est isomorphe & un sous-groupe de Lie du produit direct
$' x (U(n)/Z/r); il suffit donc de trouver un plongement du groupe U(n)/Z/r =
FU,.(n) dans un groupe unitaire. Pour y arriver, nous allons considérer la repré-
sentation standard du groupe U(n) dans V = C", le dual V* de celle-ci, ainsi qiie
son r-ieme produit extérieur A” V. La base canonique de V sera notée {e,,...,e,} et
{e1,...,€n} sera son dual dans V*; les vecteurs e;, A...Ae;, (1<4;<:-- <1, <n)
forment ainsi une base de A" V. La représentation U(n) — GL(V ® V*) n’est autre
que la complexifiée de la représentation adjointe; donc son noyau coincide avec le
centre de U(n). Sous l'action de la matrice Diag(z,...,2,) € U(n), le vecteur
e, A...A¢, de A"V est multiplié par le nombre complexe z;, --- z;,. Au total, le
U(n)-espace W =V @ V*@® A" V fournit un homomorphisme

2:U(n) — U(n? + (7))

de noyau Z/r = {6 -1; 8" =1} C U(n). On prendra g, égale & la composition

FU.(n) 2 FUy(o)/ Tt = 8'x(U)/Z1r) 24 8'xm(p) ' x0(e+ ()

ou j est l'isomorphisme canonique entre U(n)/Z/r et I'image de ’application o. m

Soit FU, «(n) un groupe localement unitaire; posons r = pged(s, k) et choisissons
pv € Zavecu > 0et y~§+u-§ = 1. Dans la proposition 3.2, nous avons construit un
revétement de groupes de Lie ¢, : FU, ,(n) 2 §' x SU(n) — FU, x(n). L'image
du tore maximal standard T}, de FU, ,(n) par la composée de ce revétement et
du revétement $ construit dans la preuve ci-dessus est un tore maximal T,; du
groupe FU, +(n). Griace 2 la proposition 3.7, on peut considérer T, » comme un sous-
groupe du tore maximal standard T(V) dans le groupe unitaire U(N). L'inclusion
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T,r C T(N) induit un homomorphisme surjectif R(T(N)) - R(T,); ceci permet
d'identifier R(T,x) au sous-anneau de

R(T1,) = 2oy ..., 07", m) /(70" ~ e ag - o)

engendré par les mondmes

-rf’, a;a;’ t,j=12,...,n), e, (1< <---<i,<n)

et leurs inverses.

En considérant le cas particulier s = n et k = r, on trouve que l'anneau de
représentations du tore maximal T}, , de FU, (n) = U(n)/Z/r est le sous-anneau

de R(Ty,,) engendré par les mondmes
Q) az - Qq, aiaj_] (i1j=1121"'1n)7 ai:"'a“r(lsi1<"'<i"sn)

et leurs inverses. Cela nous permet d’écrire:

By
3 u-1

R(T.x)= @ R(Tns)- 127 .

=0

L’action du groupe de Weyl £, sur R(T, ) préserve évidemment la décomposition
ci-dessus. En prenant les invariants de ladite action, on obtient une décompaosition
qui, combinée aux résultats du début de ce chapitre, permet le calcul des anneaux
de représentations des groupes localement unitaires. Elle se résume comme suit:

Proposition 3.8 Soit FU,(n) un groupe localement unitaire. On pose r =
pgcd(s, k) et on choisit un entier strictement positif p satisfaisant p % = 1 (mod £).
Si Uon identifie Ry x := R(FU,x(n)) et R, , := R(FU,,(n)) d des sous-A-anneauz
de Ry, := R(FU, ,(n)), alors

2u=-1 Bur- .
y J
Rl.k = @ R“',- . T:" C Rf‘f = @ Rm,l . T,{ ..
j=0 =0

En particulier, R, (1) est isomorphe au groupe multiplicatif engendré par 7).

En invoquant aussi le corallaire 3.4, nous pouvons déduire le

Corollaire 3.8 Soit z € R,x C Ry, tel que A-dim(z) = n, alors

n

. . i
i) ou bien z = j=1-r,f’ avec by,..., I, € Z;

11) oublen =72 U ¥ )X)avecleZ, ke ett€{l,n~1}.
b “' Wrk(x leZ, keN\{0 )
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Tout est maintenant en place pour notre preuve du

Théoréme 3.7 (Notbohm & Smith) Soient n un entier supérieur ou égal d 3,
8,8 des diviseurs de n et k, k' des entiers positifs. Les assertions suivantes sont
équivalentes:

i) FU,x(n) & FU,0(n);

ii) BFU,'k(n) jad BFU,I,/;I(TI.),‘
iii) K(BFU,4(n)) & K(BFU, x(n));

i) R(FU,x(n)) 2 R(FU, x(n));

v) s =23 et k= k' (mods).

Preuve Les implications 1) = #1) = 1ii) sont évidentes, la partie i) = iv) est
une conséquence de [AM1, Corollary 1.12] et 'équivalence ) <=> v) provient de la
proposition 3.5. Nous aurons terminé si nous arrivons & montrer que I’assertion iv)
implique la v). Posons r = pged(s, k) et r’ = pged(s', k') et choisissons y, i’ entiers
positifs tels que yf = 1{mod?) et p'f—: = 1(mod :—:) Nous travaillerons avec la
présentation des anneaux R,; et Ry i qui a été donnée dans la proposition 3.8.
Soit ¢ : Ryt — Ry p un A-isomorphisme; celui-ci enverra 7 sur -r;," avec € = £1.
Le corollaire 3.6 nous autorise a écrire

(*) P(T (M) =" - T (),

avec I' € Z, m’ € IN\ {0} et i € {1,n — 1}. Le sous-anneau de R, (respective-
ment Ry 1) engendré par les éléments ¥7(A),..., U"(Ano1),7E* (respectivement
(), \Il"""(/\,,_l),rj‘l) sera noté A, (respectivement A’, .). L’anneau A,
est envoyé sur A, ., par l'application . Comme dans la section précédente, nous
allons passer aux corps de fractions et consigner les degrés des différentes extensions
de corps dans les diagrammes suivants:



Frac(R 1k)

'Fr'..cm&,rl )

2 (,.')2
Bar Bur
Frac(R, 4) Frac(R,/ )
Froc(Rn,1) " Frac(Rn.1) ?
Frac(A,) Frac(4, )
L id (v my®
Dyur f,- u'e'm!

Frac(¥"(Ra,))

Frac(®"' ™ (Rn1))

Puisque ¢ est un isomorphisme d’anneaux, on aura

% = deg(Frac(A,) C Frac(R,.))
deg(Frac(Al /) C Frac(Ryx))

o~

(rl)n-ﬁ . (ml)n-l .

En procédant de maniére analogue avec ¢!, on trouve un entier positif m tel que
(P)*~2 = r*=2.m""1. Mis bout & bout, ces égalités donnent r*~? = (mm/)*=!.r" %
d’olt m = m’ = 1. Puisqu’on a supposé n > 3, on obtient aussi » = r'; cette derniere
nous permet d’étendre ¢ en un A-isomorphisme ¢ : R, x — R £ & en posant:

-, % e:; - ﬁ-;['
Gri)=mn"; SM)=T10 A
Une premiére application du théoreme 3.3 conduit & la congruence suivante:
n n,,
*x —ur=—u'r (modn) .
(%) SHrESH )
La partie iv) => v) de la preuve dudit théoréme montre alors qu'il existe un M-
isomorphisme

o:Ry, — Ry telque o(Res)=Ryn.

On passe & nouveau aux corps des fractions pour se retrouver avec les égalités:

2= deg(Ry &) C Frac(R,,))

r
= deg(Rﬁ,fé) C Frac(R,,))

rl


file://,//fl-2
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et il suit que s est égal & s', ce qui réduit la congruence (#*) &
s
p=p' (mod=).
T
Yy

On multiplie cette derniére congruence par 7 & et on chasse les dénominateurs pour
enfin obtenir k = £k’ (mod s). =

Remarque C’est & cause des groupes SO(3) et SU(2) que le théoréme n'est pas
valable pour pour n = 2. Par ailleurs, la combinaison de la proposition 3.5 et du
corollaire 6.3 du chapitre 6 fournit une preuve moins laborieuse de ce théoréme.
En fait, ce corollaire 6.3 peut étre considéré comme une généralisation du théoréme
ci-dessus a d’autres groupes de Lie compacts connexes.
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Appendice Le programme Mathematica

(* Titre: Solutions Minimales du probldme de la section 3.1 *)

(* Auteur: Akimou DSSE *)

(* Résumé: La fonction SolutionsMinimales[n,r] détermine les
solutions minimales du probléme diophantien de la section 3.1.
Ces solutions minimales fournissent un systéme minimal de
générateura pour 1’anneau des représentationms du quotient
du groupe unitaire U(n) par son sous-groupe central d’ordre r *)

ClearAll;

(* ancrage de la récursion *)

SolutionsMinimalee[n_Integer, r_Integer]:=
SolutioneMinimales[n, r,Table[0,{n}], n];

(* enldve le solution nulle et les solutions minimales
évidentes & celles qui sont fournies par la procédure
“SolutionsProvisoixes" x)

SolutionsMinimalee[n_, r_, depart_, position_]:=
Module[{resultat, autre = Table[0,{n}]},
resultat = SolutionsProvisoires[n,r, depart, position];
Do[ autrel[[i]] = LCM[i,r]/i;
resultat = Append[resultat, autre];
autre[[i]]) = 0
,{i,n}
1;
resultat = Rest[resultat];
ColumnForm[Union[resultat]]
1;

(* détermine les solutions minimales par "inductiomn" sur la
variable “position" *)
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SolutionsProvisoires([n_, r_, depart_List, position_Integer]:=
Module[{resultat={},
cestBon = SolutionPartielle(n , r, depart, position],
indice0=depart, eomme, nouveau, intermediaire},
While[cestBon && (indiceO[[position]l< r),
If{position>1,
intermediaire =
SolutionsProvisoires(n,r, indiced, position - 1];
If{intermediaire '= {},
resultat = Ajoute[resultat, intermediaire]

]’
somme = Sum[i*indice0([i]], {i,n}];
nouveau = (Mod{somme,r] == 0) &&

MinimalQ[indice0, resultat];
If [nouveau,
resultat = Append[resultat, indice0]
] ! .
1;
indiceO[[position]]++;
cestBon = SolutionPartielle(n,r, indiceO, position]
1;
Return[resultat]

1;

(* teste si un vecteur donné est susceptible d’&tre une solution
minimale; les conditions utilisées proviennent de 1l’article
de G. Huet *)

SolutionPartielleln_, r_, candidat_List, niveau_Integef]:=
Module[{d=r, e=1 ,k=1, maxy, sommepart, ok},
If[candidat[[k]] >= d,

maxy = e,
maxy = n

1;

While[(k < niveau),
k++;

>

d = LeM(k,rl/k;

e = r/LCM(k,x];
If{candidat{[k]] >= d,
If(maxy == n,

maxy = e,



maxy = Min[maxy, e)

]
1;
sommepart = Sum[i*candidat[[i]], {i,niveau}];
ok = (sommepart <= r*maxy);
Return{ok]

(* ajoute les éléments de la liste "tableau2" qui sont minimaux
par rapport & ceux de la liste "tableaul" A ce dernier *)

Ajoute[tableaul_List, tableau2 List]:=
Module[ {longueur = Length[tablean2],
vecteur, envoi = {}},
Do[ vecteur = tableau2[[i]];
If[MinimalQ[vecteur, tableaui],
envoi = Append[envoi,vecteur]
]
, {i,longueur}
1;
envoi = Union[tableaul, envoil;
Return[envoi]

1;

(* teste s’il n’y a pas un élément "x" de la liste "leReste" tel
que la différence "x - vecteur" ait toutes se coordonnées
négatives *) ’

MinimalQ[vecteur_List,leReste_List]:=
Module[{l = Lengthl[leReste], k=2, oui = True},
While[oui && (k<=1),
oui = PasInferieur[leReste[[k]],vecteur];
k++
1;
Return{oui]

1;

45
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(* Cette procédure retourne "False" si la différence vecti - vect2
n’a que des coordonnées négatives ou nulles et "True" sinon.*)

PasInferieur{vectl_List, vect2_List]:=
Module({dim=Length(vect2] ,vecteur, j=1, test = True},
vecteur = vectl - vectl;
While[test 22 (j<=dim),
test = (vecteur([jl] <= 0);
i+
1;
Return[!test]
1;

(* Quelques essais...*)

SolutionsMinimales (S, 2]

{0, 0, 0, 0, 2}
{0, 0, 0, 1, 0}
{0, 0, 1, 0, 1}
{0, 0, 2, 0, 0}
{0, 1, 0, 0, 0}
{1, 0, 0, 0, 1}
{1, 0, 1, 0, 0}
{2, 0, 0, 0, 0}

SolutionsMinimales(6,3]

{0, 0, 0, 0, 0, 1}
{0, 0, 0, 0, 3, 0}
{0, 0,0, 1, 1, 0}
{0, 0, 0, 3, 0, 0}
{0, o0, t, 0, 0, 0}
{0, 1, 0, 0, 2, 0}
{0, 1, 0, 1, 0, O}
{0, 2,0, 0,1, 0}
{0, 3, 0, 0, 0, 0}
{1, 0, 0, 0, 1, 0}
{1, 0, 0, 2, 0, 0}
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0,
4,
0,
3,
1,
0,

T
OO FW N MO OO OOONOCWOOOO
o & A& & & & & ® m & & & & & «& & &8 an a =
CO0O 00O AR HMNOOVH OO OO vwOoOo

CC00O0O00A""NMOO"NONOnO

SolutionsMinimales([6,6]
SolutionsMinimales[12,4]

I R R
OO A NO A0 OO0 OO
m A & A A & a A & & & =
CO 0O A NIFOO OO
n A & A A mn & A & & & =«
OO0 O 00 OO O O OO
a & & = a & & w® & & o @«
OO0 00000 O v v v N
a & o & 2" e a = e a A a
OO0 0000000 OO0 O
a & & a m & = e & & o @«
0O 00000000 O OO0
a & A& a m& = a o a = @« =«
OO O0CO0OO0O00O0O0T OO
« & & a4 a & & A n = & =«
OO0 000000000 O0
R R S
OO0 000000000 O0

“ o = a & & a a & @«

- -
OO0 000000000 O
!\{{{{{{{{{{{


SolutionsMinimaJ.es

{0, 0,0,0,0,0,2,0,0, 1, 0, 0}

48

> B

?

{0,

0
0

B

0
0

{0, 0,0,0,0,

0
0

0
0

{ol

{0, 0,0,0,1,0,0,0,3, 0,0, 0}

{ol
{0,0,0,0,2,1,0,0,0, 0,0, 0}

{0, 0, 0,0,3,0,0,0,1, 0, 0, 0}
{0, 0, 0, 0, 4, 0, 0, 0,0, 0, 0, 0}

{0, 0,0,0,10,0,0,1, 1,0, 0}
{0,

{0) 0) 0’ 0’ 1!

,0,2,0,0,0,1, 0,0, 0,1, 0}

{0, 0, 2, 0,0,0,2,0,0,0, 0, 0}

{0, 0,2,0,0,1,0,0,0, 0,0, 0}
{0, 0, 3, 0,0,0,0,0,0, 0, 1, 0}
{0, 0, 3,0,0,0,1,0,0, 0, 0, 0}
{0, 0, 4, 0, 0, 0, 0, 0,0, 0, 0, 0}
{0, 1, 0,0,0,0,2,0,0, 0, 0, 0}

{0, 1,
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{0, 1,0,0,0,1,0,0,0,0,0, 0}

{0' 1’ 0’ 0! 1' 0’ ol 0’ 1’ 0! 0’ 0}
{0, 1, 0, 0, 2,0, 0,0,0,0,0, 0}
{0, 1,14, 0,0,0,0,0,0, 0,1, 0}
{°’ 11 1’ o’ o’ o’ 1! 0’ o’ o’ 0) 0}
{°’ 1’ 2’ o’ 0’ 0' 0’ o' ol 0’ 0’ 0}
{0, 2, 0, 0,0, 0, 0,0, 0, 0,0, 0}
{1, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,1, 0}
{1, 0,0,0,0,0,0,0, 1, 1,0, 0}
{11 0' o' o’ 0’ 0’ 0’ 0’ 3’ 0' 01 0}

’
)

0
0

0
0

2
)

0
0

)
)

{1
{1

{0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1}
{0, 0, 0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,2, 0}
{0, 0, 0, 0, 0,0, 0,0,0,0,0,0,0, 1,0, 0}
{0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1, 0,1, 0}
{0, 0, 0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,2, 0,0, 0}
{0, 0, 0, 0,0,0,0,0,0,0,0, 1,0, 0, 0, 0}
{0, 0, 0, 0, 0,0,0,0,0,0,1, 0,0, 0,1, 0}

{1,0,0,0,1,0,0,0,0,1, 0,0}
{1‘1 o’ 0’ 0: 1: 0’ 0: o: 2: 0: 0’ 0}
{1: 0’ o0,o0,1,1,0,0,0,0,0, 0}

{1’ o’ 0’ o’ 2’ 0’ ol o’ 1’ o’ 0’ 0}
{1, 0,1, 0,0,0,0,0,0,0,0, 0}

{1, 0,0, 0,3,0,0,0,0,0,0, 0}
{1,1,0,0,0,0,0,0,1, 0,0, 0}
{t,1,0,0,1,0,0,0, 0,0, 0, 0}
{2,0,0,0,0,0,0,0,0, 1,0, 0}
{2, 0, 0,0,0,0,0,0,2,0,0, 0}
{2, 0,0,0,0,1,0,0,0, 0,0, 0}
{2,0,0,0,1,0,0,0, 1,0, 0, 0}
{2, 0,0,0,2,0,0,0,0,0,0, 0}
{2,1,0,0,0,0, 0, 0,0, 0,0, 0}
{3, 0,0,0,0,0,0,0,1, 0, 0, 0}

SolutionsMinimales[16,2]

1 0) 0}
, 0, 0}
, 0, 0}

0
0
0

]
’
1

1
0
0

-
(==l =]

1
2
0

0
0
1

“ =
(== =4
- & o«
o O o
" m -
© o o
- & =
© O o
- o o«
© o o
(===

. & -
(== =}

{0, o,
{ol 0’
{0, o,

{0, 0, 0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1, 0}
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{0, 0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1, 0, 0, 0}

0
0

,0,0,0,0,1, 0,0, 0,0, 0,0,0,0}

{0, 0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0, 0,1, 0}

{0, 0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1, 0,0, 0}

)
»
>

{0, 0,0,0,0,0,1,0,0,0,1, 0,0, 0, 0, 0}

, 0, 0}
, 0, 0}
, 0, 0}

{0, 0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1, 0}

{0, 0, 0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)}

{Ol

0
0
0

)
]
»

0
0
0

a o =
o o O

)

- -
o o o

o & =
o o o

- -
- O O

>
)
>

0
0
0

H
)
)

i
2
0

)

- -
oo

- & &
o O O

)
)
’

0
0
0

- o -
o O O

0
0
0

)

{OI
{0
{0 »

o

(]

{OI

, 1,0, 0,0,0,0,0,0,0,0}

o

)

{0, 0,0,0,1

,0,0,0,0,0,0,0,0,0}
,0,0,0,0,0,0,0,0, 0}

o

o

{0, 0, 0, 0, 2,

o

)

0
0
0

{O’ Ol o’ 1’ 0’

.
)

0
0

~ =
o o

0
0

o o

B
>

B
»

0
0

H
)

0
0

’
)

i
i

0
0
{0, 0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0, 0}

{0,
{Ol

{0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0, 0}

{0, 0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0}
{0, 0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,o0, 0}

{O’ o) 2) 0, o: 0, 0» 0, 0, 0) on 0, 0) 0) o’ O}

{0, 1, 0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0}

{1, 0,0, 0,0,0,0,00,0,0,0,0,0,1, 0}

{1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1, 0, 0, 0}

{1,0,0,00,0,0,0,0,0,1,0,0, 0,0, 0}

{1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0, 0, 0,0, 0}

{1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0, 0, 0,0, 0}
{1, 0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

0
0

- &

0
0



Chapitre 4

Les anneaux de Willisau

Dans ce chapitre et aussi dans le prochain, nous allons nous consacrer & ’examen
du probléme suivant:

Trouver des propriétés algébrigues permettant de caractériser les A-anneaux
qui sont anneaux de représentations de groupes de Lie compacts con-
nexes.

Les considérations du chapitre 2 et surtout 'important théoréme 2.3 nous four-
nissent plusieurs propriétés algébriques des anneaux R(G). Nous en avons sélectionné
quelques-unes pour définir, dans la section 4.1, la notion d’anneau de Willisau. Le
résultat le plus important de ce chapitre affirme que ces propriétés caractérisent
les A\-anneaux qui sont anneaux d’invariants de groupes finis de A-automorphismes
d’anneaux de polynémes de Laurent. La preuve de ce résultat s’inspire de la méthode
utilisée par Atiyah et Tall dans [At-Ta, §1.6] et fait appel & quelques résultats de la
théorie de Galois. Un argument facile montre que Z est I'unique anneau de dimen-
sion de Krull 1. Et comme premiére application de notre résultat, nous donnons la
liste compléte des anneaux de Willisau de dimension de Krull 2 ou 3. Nous allons
terminer cette introduction par deux assertions; celles-ci vont servir de motivation
pour le point 3) de la définition des anneaux de Willisau.

Proposition. Pour n € IN \ {0}, on considére A, = Z[of",...,02!] muni de la
A-structure définie par M(af*) =1+ af' -t (j=1,...,n); alors

A1) = {a*---af"; (my,...,m,) € Z"} .
Le monoide A,(1) est donc un sous-groupe du groupe multiplicatif des unités U(A,)
de Panneau A,,.

Preuve
O: Découle de la définition de la A-structure de A,.
C: Soit Pay,o7’,...,an,a7") un élément de A,(1); on écrit P = P, — P_ avec:

P+ = E cra;l "'CY:‘" et P_= Z (‘40;1 ...a:ﬁ;

Jinie Jinie
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et ou ¢y et ¢g sont des entiers positifs et r,s € Z". On a alors
A(P-) - A(P) = M(Py) 5
c’est-a-dire:

(%) H+el o)™ (1+P-t)y=[[ (1 +af---ar-1)®.

Jini Jini

Comme I'anneau A, est factoriel et les différents facteurs des produits de
lidentité (**) irréductibles dans A,{t] , on peut dire qu'il existe un multi-entier
s€Z"avecl+ P-t=1+aj - 0o -{; ce qui montre l'autre inclusion. =

Corollaire. Soit R un A-anneau de A-dimension finie. S’il existe un A-morphisme
injectifi : R+ A, = Z[o}",...,o'| munissant A, d’une structure de R-module
"de type fini, alors R(1) est un groupe abélien libre de type fini.

Preuve Si i : B < A, est un A-morphisme, alors {(R(1)) C An(1). Par la propo-
sition ci-dessus, i(z) est inversible dans A, pour tout z se trouvant dans R(1).
"Puisqu’on a affaire a une extension entiére d’anneaux, la proposition 2.1 nous garan-
tit qu'un tel z est aussi inversible dans R. Il suit que R(1) est un sous-groupe
du groupe des unités de R; et il est de type fini parce-qu'il est isomorphe a un
sous-groupe du groupe abélien libre de type fini A.(1). ]

4.1 Définitions et exemples

Définition 4.1 On dira que R est -un anneau de Willisan! 3’ satisfait les pro-
pri€tés suivantes:

1. Uanneau R est intégre, intégralement clos et de génération finie;
2. R est un A-anneau de A-dimension finie;
3. R(1) est un sous-groupe du groupe U(R) des unités de 'anneau R.

L’entier dim(R) — 1 sera appelé le rang de l'anneau de Willisau R; on le notera

rang(R).
Remarques

i) Si R est un anneau de génération finie, son groupe des unités U(R) est abélien
de type fini d’aprés [Bass, Appendix 1; page 36] . On en déduit que R(1) est
un groupe abélien de type fini lorsque R est un anneau de Willisau.

'Cette terminologie s’inspire d’une recette se trouvant dans Les Friandises de BETTY
" BOSSI (page 29) Editions Betty Bossi SA, Zurich (1978).
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i) Si R est de Willisau, alors A;(z) est une fraction rationnelle en t, pour tout z

appartenant a R.

Exemples

1.

L’anneau Z des entiers admet une unique A-structure et on vérifie aisément
qu’on obtient ainsi un anneau de Willisau de rang 0.

. Pour tout n > 1, le M-anneau A, = Z[od’,...,aF'] est aussi un anneau de

Willisau; il est de rang n.

. On fixe n > 1 et on considére un sous-groupe fini W de GL,(Z). Alors W agit

sur l’anneau A,; les invariants de cette action forment un sous-A-anneau AV
de A, qui est un anneau de Willisau. Le rang de AY est aussi égal & n. Grace
au théoréme 2.3, on peut donc affirmer que 'anneau des représentations d’un
groupe de Lie compact connexe est un anneau de Willisau.

. Soit p un nombre premier. L’anneau local Z(,) = {a/b€ @; (p,b) =1} n'est

pas un anneau de Willisau puisqu’il n’est pas de génération finie. Pour la méme
raison, l'anneau Z; des entiers p-adiques n’est pas de Willisau.

. Soit N un entier positif. L’anneau Z[1/N] est de Willisau si et seulement si

N = 1. En effet, la série A(1/N) = (1 +t)*/N n’est rationnelle en t que si
N =1; on s’en convainc facilement en évaluant celle-cien ¢ = 1.

. La A-structure définie sur R = Z{z] par la formule A;(z) = 1 + z - ¢ ne fournit

pas un anneau de Willisau; en effet, R(1) = {:t"; k= 0,1,2,...} n’est pas

un sous-groupe de U(R) = {+1}.

. L’anneau des représentations d’un groupe fini n’est de Willisau que si ce dernier

est réduit a I’élément neutre; c’est seulement dans ce cas que 1’on obtient un
anneau intégre.

Proposition 4.1 Soit R un anneau de Willisau. Il existe un unique A-morphisme
€: R — Z; celui-ci est surjectif et défini par:

(@)

S5t z€R et A—dim(z)=k< oo, ¢(z)=*k

Le noyau ker(e) sera 'idéal d’augmentation de R; on le notera I{R).

Preuve (d’aprés le lemme 1.5 de {Ad2]) Soit ¢ : R — Z un M-morphisme. On
choisit un élément z € R avec A — dim(z) = k < co. Pour tout ¢ > 0,

e (V) = ¥ eten = ()
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I'hypothése Ai(z) = 0 si i > k implique la relation &(z) € {0,1,...,k}. Comme
€ (/\"(:c)) € U(Z) = {1,-1}, on trouve e(z) = k. Il ne reste plus qu'a voir que la
relation (O) définit un A-morphisme ¢ : R — Z; mais cela est une conséquence du
”Splitting Principle” de [At-Ta] puisque R est de A-dimension finie. ]

Corollaire 4.1 Si R est un anneau de Willisau de rang 0, alors R est isomorphe
au A-gnnequ Z.

Preuve L'idéal d’augmentation I(R) est un idéal premier de R; il ne peut pas étre
maximal (car Z n’est pas un corps). R étant de dimension de Krull 1 et intégre, on
aura I(R) = {0}; d’ol le résultat. n

Le cadre ayant été posé, nous allons maintenant nous donner un anneau de
Willisau R de rang n (n € IN). Soient z;,z,,...,z, des éléments de R tels que:
A—dim(z;) =n; < oo pour i=1,2,...,7.

Notons K le corps des fractions de R et L le corps de décomposition (sur K) des
polyndémes

Qi(€) = €% = AMza) - €M7 4+ (SN NN (@) (1=1,2,..,7)

Le corps L est évidemment une extension galoisienne finie du corps K le groupe de
Galois de cette extension sera noté W{z,,zs,...,2,).

Lemme 4.1 Les racines des polyndmes Qi(€) et leurs inverses sont entiers sur
Vanneau R.

Preuve

¢ Fixons un entier 1 € {1,2,...,r}; le polynéme Q;(£) est unitaire et & coeffi-
cients dans R. Ses racines §; (f = 1,2,...,n;) sont donc entiers sur 'annean

R.
o Les inverses ] ]1 des racines des Qi(€) sont les zéros des polynémes:

1

Qu(f) = Em 'Qn’ ( ) =1- ,\’(:c;)-£+"'+ (_l)n-‘ -A""(z;)-{""

£
1=1,2,...,r.

Mais les A% (z;) sont dans R(1) C U(R) d’aprés la définition 4.1 et le point 2)
du lemme 2.2; on en déduit que les & ,-1 sont aussi entiers sur R. n

~
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Lemme 4.2 Soit R(z),z3,...,%,) le sous-anneau de L engendré par R et les
racines §;; des polynomes Q;(€). Il existe, sur R(z;,z2,...,2,), une structure de
A-anneau prolongeant celle de R et pour laquelle chague z; s’écrit comme somme
d’éléments de A-dimension 1.

Preuve On choisit un entier ¢ € {1,2,...,r}. En utilisant les formules de Viete
pour la factorisation

Q&) = 2(1 6""" H(é §j) »

k=0 i=1

on trouve:
/\k(xl') = Ok (éi,laéi,!y e 16!',11.-) Vk = 1121 ERREE (M

ot 0y (&, €iay- - Eim;) st la k-iéme fonction symétrique élémentaire en les §; ;.
Si on pose maintenant A (&;) = 1+ & -t pour j = 1,2,...,n;, on voit que les
égalités ci-dessus sont respectées; c'est-a-dire que l'on a:

=Jl0+es0=TInE) -

Cette relation suffit pour assurer la véracité de notre assertion. n

4.2 Un principe de scindage

Nous conservons ici les hypothéses et notations du paragraphe précédent; mais cette
fois-ci, nous allons supposer que les éléments z,,2,,...,z, engendrent I'anneau R.
Effectivement, les conditions 1) et 2) de la définition 4.1 nous autorisent & choisir un
systeme fini de générateurs de A-dimension finie pour l'anneau R. Dans cette situ-
ation, R(z;,z3,...,2,) est un M-anneau intégre, de génération finie, de A-dimension
finie et dans lequel tout élément de A-dimension finie de R s’écrit comme somme
d’éléments de A-dimension 1. C’est cette derniére propriété qni justifie le titre de
cette partie. Nous allons maintenant nous atteler 4 deux tiches essentielles:

o déterminer la structure de 'anneau R(z,,zs,...,2,);

e montrer que celui-ci ne dépend pas - dans un sens a préciser - du systéme de
générateurs 7, z3,...,2, choisi.

11 est tout & fait clair que les racines §;; engendrent ’anneau R{zx,,z,,...,z,).
Ce fait justifie I'intérét du résultat suivant:

Propdsition 4.2 SoitT =T(z),z2,...,2,) le sous-groupe du groupe multiplicatif
L\ {0} engendré par les racines & ; des polynémes Qi(€). Tous les éléments de T
sont de A-dimension I et de plus:
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1. le groupe T' est abélien libre de type fini;

2. soient M,%2,...,7s des éléments deux ¢ deux distincts de T, et ay,a,,...,a,
des nombres entiers, alors:

Zak'7k=0 = ar=0 Vk
k=1

Par conséquent, l'anneau R{zy,24,...,2,) n'est autre que l'algébre de groupe Z [T} .

Preuve
1. o T est abélien de type fini par définition et tous ses éléments sont de A-
dimension 1 puisque les & ; le sont;
¢ Soit £ un sous-groupe fini d’ordre m de I'. On pose:

7= Zz € R{zy,z9,...,2,) C L
z€F

Onu vérifie que 22 = m .z dans L; c’est-a-dire que z:(z—m) = 0. Puisque L
n’a pas de diviseur de zéro et que A;(z) = [1.er(1+ 2z -t) est un polynéme
de degré m > 0, on a forcément z = m. Il suit alors que

Mz = [+t = (1 +0m.
z€F

L’anneau L[t] est factoriel, on doit donc avoir, pour tout z appartenant
aF, 14z -t=1+t. Cela signifie que F est réduit au singleton {1}; on
peut donc conclure que T n’a pas de torsion.

2. On applique successivement les opérations d’Adams !, ¥2, ..., ¥* 4 la relation

Ti=1 6% - vk = 0 et on observe que les v, sont de A-dimension 1 pour abtenir
le systéme linéaire suivant:

ag'm+amn+..+ay = 0
a-ylt+ayyi+t..ta,-y? =0

a-v+ary+t..+a-7 =0

La matrice de ce systéme est réguliere car 4; # v; pour tout 1 # j; il en résulte
que tous les a; sont nuls. L]
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Proposition 4.3 1. Le rang du groupe abélien libre I vaut n = rang(R). Il
existe donc une base {a,...,an} C {&;} de T telle que: :

R(Z’],Z’g,.. .,Z‘r) = Z[P] = Z[alﬂ,. . .,a';‘f‘].
En particulier 'anneau R(z,,2y,...,2,) est intégralement clos.

2. Le groupe de Galois W (zy,z2,,...,z,) de lestension de corps L{K agit aussi
sur Uanneau R(zy,%3,...,2,) €t Uanneav des invariants de cette action est R.

8. Soit f: Z[ef,...,at] — Z[o},..., o] un morphisme d’annequz faisant
commuter le diagramme

Zod, .., o]

R

Z[altl""’(lf]] ’

alors il existe w € W{zy,z9,...,2,) tel que f = w.
Preuve Pour simplifier les notations, nous allons poser ici
A= R(z1,2q,...,2,) = Z[od',...,aF], W :=W(z,2,...,2.).

1. On met les résultats précédents bout a bout et on observe ensuite qu’une
extension entiére laisse la dimension de Krull invariante (proposition 2.4) et
que 'anneau de polynémes de Laurent Z[a3', ..., aX!] est intégralement clos.

2. Les éléments du groupe de Galois W permutent les racines &; ; des polynomes
Q:i(&); il suit que 'anneau A est stable sous l’action du groupe fini W. Pour
Pautre partie de I’assertion, observons que L est le corps des fractions de A et
considérons le diagramme d’inclusions d’anneaux suivant:

AcC L
U U
R Cc K.

Soit z € A tel que w2z = z pour tout w € W; comme z se trouve dans
le corps L, la théorie de Galois nous dit que z est en fait un élément de K.
Puisque 'anneau A est entier sur R, on peut aussi affirmer que z est entier
sur R. L’anneau R étant intégralement clos, on peut conclure que z se trouve
dans R.
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3. Un tel homomorphisme est forcément injectif. En effet, si z € A est tel que
f(z) =0, alors f([T,ew w+ z) = 0; Phypothése sur f implique

Aw )= w =

weW weW

et on peut conclure que z = 0. Ainsi f s’étend en un homomorphisme de corps
f : L — L fixant K. Comme 'extension L/ K est finie, f est bijective et donc
un élément du groupe W = Gal(L/K); et on peut conclure que f se trouve
aussi dans W C Aut(A). ]

Remarque Le point 3) de la proposition ci-dessus résulte aussi du lemme 7.1 de
[Notl] appliqué & R{z:,z3,...,2,) ® Q et &4 R® @, en regardant W(z,, z3,...,2,)
comme un groupe fini de Q-automorphismes du premier anneau.

Lemme 4.3 (Wilkerson) Soient A, B, C des anneauz intégres. On suppose que
A est un sous-anneau de B et que l’extension d’anneauz A — B est entiére. Soit
$ : A — C un morphisme satisfaisant les propriétés suivantes:

1. il existe un sous-ensemble {y;} de B tel que, pour tout y;, il y a un polynéme
unitaire f{(£) € Al€] avec fi (y;) = 0;

2. B est engendré comme A-module par des polynémes en les éléments de {y;};

3. pourtout i, le polyndme B, f;(£) € C[¢], obtenu en appliquant ® auz coefficients
de fi(£), se décompose en produit de facteurs linéaires dans C[€].

Alors il existe un morphisme d’anneauz ® : B — C de & faisant commuter le
diagramme sutvant:

B

A d C

Preuve Elle se trouve i la page 326 de [Wilk]; notons que ce lemme est plus connu
dans le cas particulier ou C est un corps algébriquement clos. ]

Grace & ce dernier résultat, nous pouvons maintenant nous attaquer au premier
théoréme important du présent travail:

Théoréme 4.2 Soit R un anneau de Willisau de rang n avec n € N\ {0}.
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1. Il eziste un A-morphisme injectif ¢ : R = A, = Z[eF',...,0¥"] et un sous-
groupe fini W, de Auti(A,) = GL.(Z) tels que: w(R) = A% .
Si f: A, — A, est un morphisme d’anneauz faisant commuter le diagramme

An

R —* LA,

1

alors f € W, C GL.(Z). On dira que ¢ est une A-extension galoisienne de
l'anneeu R.

2. Soient m un entier positif et  : R — A, un A-morphisme. Il eziste un
X-morphisme g : A, — An faisant commuter le diagramme

A,
v s
R—— 4,
8. Sitp: R ZIBE,...,BE"] est une autre A-extension galoisienne de R, alors

il eziste un A-isomorphisme h : Zo}l,..., o) — Z|AE,..., 2] faisant
commuter le diagramme

ZloF,...,af)

R ¢ z[pf,. .., 3"

Par conséquent, la A-eztension ¢ du point 1) ne dépend pas (¢ A-isomorphisme
prés) du systéme de générateurs choisi.

Preuve:
1. C’est une reformulation de la proposition 4.3 .

2. On utilise le lemme de Wilkerson en prenant:

e R=A A =B, A=C;
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e 9=9;
¢ {y} =ensembledes £} (i=1,2,...,7; j=1,2,...,m) avec
£i3(8) = Qi) = Mg () -
La condition 2) du lemme est vérifiée puisque:

§ig = N (@0) = X(@) &7 4o+ (ST AN () - G

(%)

L’application # étant un A-morphisme, on calcule pour 1, j fixés:

0.5:5(6) = goo (W(z0) - (~€)*

= S (-0
= A¢(0(z) -

Il suit que pour 7 € {1,2,...,r} fixé, 8(z;) est de A-dimension n; dans An;
on peut donc écrire 8(z;) sous la forme

0z)=m+ "+, avec A—dim(y,)=1 Vs.

Le polyndme 4. f; ;(€) = A_¢ (8(z:)) se décompose alors en produit de facteurs
linéaires dans A (€] et la condition 3) du lemme est ainsi satisfaite.

Si g est le morphisme d’anneaux fourni par le lemme de Wilkerson, alors g (£ ;)
sera I'un des v,. Ce fait nous permet de conclure que ’application g est un
A-morphisme.

3. ¢ et ¢ étant des A\-morphismes, on peut utiliser le point 2) pour produire deux
A-morphismes: '

FiAh — A =Z[BF,... .05 et G:A,— An
tels que Fop =3 et Goy = ¢. Comme (G o F)oyp = ¢, le point 1) ﬁous dit

que Go F € W,,. De fagon analogue, la composée F oG est dans le groupe de
Galois Wy,. Et on peut conclure que F' est un A-isomorphisme. -

Corollaire 4.3 Pour un entier positif n firé, il n’y e, & A-isomorphisme pres,
qu’un nombre fini d’anneauz de Willisau de rang n.

Preuve On peut supposer n > 0. D’aprés [Bieb), il n’existe qu’un nombre fisii de
classes de conjugaison de sous-groupes finis de GLA(Z). =
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Corollaire 4.4 Soit R un annequ de Willisau. Pour tout k > 1, Popération
d’Adams U* : R — R est une application injective.

Preuve On peut supposer, sans perte de généralité, que le rang de R est non nul.
Grace au théoréme précédent, on dispose d’une A-extension galoisienne ¢ : R < A,.
Le diagramme

Wk

An - An
el Te
R ¥ R

commute et ¥* : A, — A, est injectif pour tout k > 1, d’ou le résultat. ]

Corollaire 4.5 Soient R un enneau de Willisau de rangn 2 1 et k un entier
supérieur ou égal & 1. L’opération d’Adams W* : R — R n'est surjective que si k
est égal ¢ 1.

Preuve On choisit une M-extension galoisienne ¢ : R — A, = Z[o¥',...,a%]. Si
'application ¥* : R — R est surjective, alors c’est un A-automorphisme de R.
Par conséquent, ¢ o U* est aussi une A-extension galoisienne de R. Grice au point
3) du théoreme, il existe un A-isomorphisme F : A, — A, faisant commuter le
diagramme

F

-An — -An
") Te
R ¥ R.

De son c6té, 'application ¥ : A, — A, fait commuter le diagramme

A B o4,
ol To
R X

-— R.

On calcule

(\I/;‘A"oF")oga = \I/fAno(F”locp)
= Wy o(po (¥
= (W4 op)o (V)

= (po U)o (¥H)
= po(To(¥) N =p.
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Gréce au point 1) du théoréme 4.2, on peut affirmer qu'’il existe w € W,, avec
Wy = woF. On restreint ‘IIIkAn et wo F au groupe A,(1) et on calcule les
n
déterminants de deux applications linéaires ainsi obtenues; cela nous donne les
égalités
k" = dét(\IlfAn(l)) = dét(w) - dét(F 4 (,)) = (£1)- (£1) .

Et puisque k est un entier positif et non nul, on a forcément k = 1. ]

4.3 Intermeéde: anneaux de Willisau de rang < 2

On détermine facilement les anpeaux de Willisau de rang 1 parce-que GL,(Z) =
U(Z) = {*1}. 1 existe donc, & isomorphisme prés, deux anneaux de Willisau de
rang 1; ce sont:

o Ay =Z[mm,a7"] = R(SY),

¢ Ziz] = R(SU(2)) = R(SO(3)) avec A{z)=1+z-t+ ¢

Pour le rang 2, la clef se trouve par exemple 3 la page 180 de [New]. C’est en effet
a cet endroit que nous sommes allés chercher la liste de représentants des 13 classes
de conjugaison des sous-groupes finis de GL3(Z). Ces groupes sont consignés dans
le tableau ci-dessous, avec les notations suivantes:

C; désigne le groupe cyclique d’ordre ¢ et D; est le groupe diédral d’ordre 2:.



Nom

W
W,
Ws
W,
Ws
We
W;
We
Wa
Wl 1]
Wl 1
Wi,
Wl 3

Classe d’isomorphisme | Générateurs
G I
C, -1
Cs U
Cq 14
_ Cs -U
D, =2Z/2 w
D, =12Z/2 'z
D, =Z/2xZ/[2 W, -1
Dy=Z/2xZ[2 z, -1
Dy Z,U
Dy Z, Ut
D, z,v
Ds z, v
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Pour chacun de ces groupes finis, nous avons déterminé les générateurs, I’anneau
des invariants de leur action sur A = Z[o?*!, #%'] ainsi que les A-opérations de ces
générateurs.

1.

Action de W;: triviale

Générateurs de R, = A" = A: ceux de I’anneau A,

Les A-opérations

/‘\t(ail) 1 +a:hl .t
)\‘(ﬂil) = 1+ﬂil )

Observation: R, = R(S' x §)

Action du générateur de W,

awm ot B B!

Générateurs de Ry = A™2 C A

a = a+a?
b = B+47
¢ = a-f+at.p!
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Les A-opérations

A(a2) = 1+4a;-t+1t
Ae(b) = 1+4bp-t+t?
Me) = 14 t+8
Action du générateur de W3
amf froap
Générateurs de Rz = AW ¢ A
a3 = a+f M +al-B
by = a'+f+a-p7"
= aftafta?p

Les A-opérations

/\,(aa)
Ae(b3)
/\3(63)

l+az-t+b-t2+4

146y t+
1+Ca'i+

Action du générateur de W,

ar 71

Générateurs de Ry = A C A:

az-t2 4+ 13

(03-b3—03—3)'t2+t3

B«

a = ata '+ 8+87
by = (a+a)-(B+871)

& = a-ﬂ2+ag-ﬂ'l+a"l~ﬂ_2+a“2-,8

Les X-opérations

Mla) = L4ag-t+(2+4b) 2 +ag- 2+

Ae(by)

Action du générateur de Ws

a—f

14+bg-t+(a}—2bs—2)-t2 by 3414
/\g(C4) = 1+C4't+(03(b4—1)—53—3174—0404)'t2+C4‘t3+t4

Bral-p
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o Générateurs de Rs = AWs C A

a5 = ata'+B+p M+ Bta-p

bs a-ftat e f4at Btad T 4a B
e o Bta? fl4at FPra f+ad 4o’ p?
d5 - a-ﬂ4+a‘1~ﬂ“‘+a4-ﬂ‘5+a"'ﬂ5+a‘r’-ﬂ'l+a"5-ﬂ

o Les A-opérations

Mlas) = 14as-t+(3+as+bs)-t*
+(ak —2b5 —4) -
+(B4as+bs) t'4as £ 41°

/\g(bs) =1 + bs t4 (ag - 3asb5 - 905 - 565 — 9) . t2
+(~2a2 + b? + 6asbs + 18as + 12b5 + 20) - £°
+(ad — 3asbs — 9as — 5bs — 9) - t* + b5 - t° +¢°

Mles) = l4es-t4+B+es+ds)-t2+(cE—2d5—4)-8°
+(3+cs+ds)-t' 45 t° 41

M(ds) = 14ds-t4 (2 —3csds — 9cs — 5ds — 9) - £*

+(—26 + d2 + 6¢5ds + 18cs 4 12d5 + 20) - £°
+(C? - 3C5d5 - 905 - 5d5 had 9) . t4 + d5 . ts + te

e Action du générateur de Ws
a— a B B!

Générateurs de Rg = A% Cc A

ag = «
bs = 0'_1
w6 = f+p77

Les A-opérations

/\g(as) = 1+as't
M(be) = 1+bs-t
Mlce) = l4ecs-t+1t*

Observation: Rs = R(S' x SU(2))

Action du générateur de Wy

a—f B a
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¢ Générateurs de Ry = A" Cc 4

ar = a+f
b = a8
g = at.g7!
Les A-opérations
Mar) = l4ar-t+b-8*
At(b’l) = 14b-t
Ag(C7) = 1l4e¢-t
Observation: Ry = R(U(2))
Action des générateurs de Wj
a— B B!
amal e gt
Génératenrs de Rg = AW Cc A
s = at+a’l
b = B+87
Les A-opérations
Ai(as) = l+ag-t+1t?
Albs) = 14bg-t+4¢

Observation: Rs = R(SU(2)) x R(SU(2))

Action des générateurs de W,

a—f fB—a

o —

a—l ﬂ — ﬂ_l

Générateurs de Ry = AW Cc A

as
bs
co

a-ft+at.p
a-B+at.p?
atal+54 87



¢ Les A-opérations

M) = l+ag-t+1t?
M(b)) = 1+by-t+1t
/\t(cs) =

l4co-t+(2+ap+bo) - t* +¢o-t°+1*
o Observation: Ry = R(SO(4)) .
e Action des générateurs de Wy
a—f  fra
am B Brra-pt
e Générateurs de Rjo = A" C A

ata+p4+p a7 fta- !

ap =
bo = a-Bt+a-fr+a?-B
o = o' p M 4at gt g

e Les A-opérations

Mlao) = 1+ay t+(34a50+bio+cio) ¢
+(a2y = 2by0 — 2c10— 4) -

+(3 + azo + bio + c10) - t

+ayo - t°.+ ¢°

L4 b t+cio-t?+1°
1+4cro-t+by-t2+1¢°

At(bio)
Ae(cio)

e Observation: Ry = R(PU(3))

It

o Action des générateurs de Wy,
a— f B a
am B frratp

e Générateurs de Ry; = AV1 Cc A

atf+at-g7
by = o '+8 7 +e- B

ay

¢ Les A-opérations

Man) = l4ag-t4by-t? +8
/\1(1)") 1+b”'t+au'tz+t3

1l
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o Observation: Ry; = R(SU(3))
12. e Action des générateurs de Wy,
a—f B—a
am f! . B a
o Générateurs de Ry, = A2 C A

atal+4+p7

aiz =
by = a-B+at-f+a-p 4B
¢ Igs )-opérations
/\;(012)' =1 +a]2‘t+(2+b12)'t2+a]2‘t3+t4
Mlbiz) = 1+byg-t+(ad;—2b2-2)- A PR AR R

o Observation: Ri; = R(Sp(2)) = R(Spin(5)) = R(SO(5))
13.

Action des générateurs de W3
| a—f  fBra
am gt praf
o Générateurs de Ry = A5 c A

a3 = ata ' +f+f T +a-f+at 7
b13 = a~ﬂ"+a"‘ﬂ+a-ﬂ2+a"-ﬂ'2+a’~ﬂ+a’2-,3"

¢ Les A-opérations

A(aiz) = l+ai-t+@+a+bs)-
(a3 — 2613 — 4) - 2 + (3 + ay3 + byg) - t*
+ayg - t° 4+

Ae(bra) = 1+bga-t+(ad; — 3asgbis — 9ar3 — 5byz - 9) - 2
+(—2a3; + b5 + 6a13by3 + 18a13 + 12613 + 20) - 2
+(a:1’3 — 3ay3biz — 9a;3 — 5by3 — 9) -t + by - T + TAd

o Observation: Riz = R(G;), ol G est le groupe de Lie exceptionnel de
rang 2; sa représentation adjointe est alors 2 + aj3 + bia.




Chapitre 5

Caractérisations des anneaux R(G)

Grace an théoréme 4.2, nous disposons d’une méthode permettant de savoir si un
A-anneau est l’anneau des invariants de 1’action d’un sous-groupe fini de GL.(Z)
sur A,. Pour répondre a la question du début du chapitre précédent et a cause
du théoréme 2.3, il nous faudra caractériser les cas ou ce groupe fini est un groupe
de Weyl. Une premiére observation s’impose: il suffit de caractériser les cas ou le
groupe fini mentionné ci-dessus est engendré par des réflexions; en effet, un sous-
groupe de GL,(Z) qui est engendré par des réflexions est nécessairement un groupe
de Weyl. Comme le lecteur topologue s’en doute, nous allons "linéariser” le probleme
en considérant certaines filtrations des anneaux de Willisau ainsi que les anneaux
gradués associés & ces filtrations. Aprés avoir remplacé I’anneau de base Z par @,
nous pouvons alors faire appel aux théorémes bien connus de Chevalley-Sheppard-
Todd et de Serre sur les anneaux d’invariants. La réponse qui nous semble la plus
naturelle & la question posée s’énonce comme suit {voir le théoreme 5.3):

Théoréme. Soit R un A-anneau; les deux assertions suivantes sont équivalentes:
1. R est I'anneau des représentations d’un groupe de Lie compact connexe;

2. R est un anneau de Willisau d’idéal d’augmeniﬁiidu Ietle complét'é‘m de
Panneau R @ Q par rapport a la filtration I @ Q-adique est une Q-algébre de
séries formelles. '

Soit R un anneau de Willisau. Une premiére filtration de R est examinée dans la
premiére section: il s’agit de la vy-filtration de Grothendieck. Deux autres filtrations
de R sont considérées dans la deuxiéme section: la I-adique (I désignant I'idéal
d’augmentation de R) et celle déduite d’une A-extension galoisienne finie de R. La
majeure partie de cette section est consacrée a 1’étude des relations entre les trois
filtrations ci-dessus; nous montrons par exemple que les "rationalisées™ de ces trois
filtrations induisent la méme topologie sur ’anneau B ® Q. C’est enfin dans la
derniére section que nous démontrons nos différentes caractérisations.
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5.1 Les y-opérations de Grothendieck

Soit R un A-anneau; les vy-opérations sur R sont les applications {7" :R— R}
(k > 0) définies par:

n(z) =Y (@) = dyaoy(a) .

k>0

On vérifie que, pour tout z,y € R, v°(z) = 1, 7'(z) = z et u{z +y) = 1e(z) - n(¥);
on a aussi les propriétés suivantes:

Lemme 5.1 I. Pour toutz € R et pour tout k > 0, on a
)= Mz +k-1).
En particulier, si x est de A-dimension 1, alors

nz-1)=1+(z-1) ¢t et yp(l-z)= Y (1-z)-¢.
320

2. Siz € R est de A-dimension n, alors x — n est de y-dimension inférieure ou
égale a n; autrement dit y,(x — n) est un polynéme de degré inférieur ou égal
an.

8. Pour tout entier k > 0, il existe un polynéme universel By(sy, ..., s; Ty, ey Ok)
de poids k en les variables s; et aussi en les variables o; tel que

*(zy) = P(v'(2), - 7 (@) (¥), 07 (¥),  Vo,yER.
Preuve voir [At-Ta, §1.4] ou [tomD, §3.3) (]
Lorsque R est un A-anneau augmenté, on peut utiliser les y-opérations pour munir
R d’une filtration décroissante de A-idéaux; c’est justement dans cette optique que

A. Grothendieck a introduit ces opérations. La filtration ainsi obtenue s’appelle
~-filtration et se définit comme suit:

e F°=F°R=R;
o F1=F'R= Ker(e) ot ¢ : R — Z est 'augmentation de R ;

o pour tout k > 1, F* = F*R est le Z-module engendré pa.r les éléments
Y (z1) - Y2 (22) - - - v (x;), avec 1,...,2; € F'Ret 3,1, 2

La proposition 4.1 de [At—Ta]' garantit que I'on obtient effectivement une filtration
de R par des A-idéaux; 'anneau gradué associé a la y-filtration de R sera noté:

Gry(R) = P Gri(R) = @ F*/F*.

k20 £20
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A partir de maintenant, R est.un anneau de Willisau. D’aprés la proposition 4.1,
il dispose d’une unique augmentation € : R — Z; la surjectivité de cette application
€ entraine I'isomorphisme:

Grd(R) = F°[F' = R[Ker(c)=Z .
Proposition 5.1 Soit R un anneau de Willisau. L’application
| R(l)— R, z—z-1
induit un isomorphisme du groupe multiplicatif R(1) sur le groupe additif Grl(R) =
F'R/F*R. .
Preuve C’est une conséquence du Théoréme 1.7 de [Fu-La, page 53] (]

Les deux propositions suivantes nous donnent la structure du gradué associé a la
4-filtration de 'anneau des polynémes de Laurent A, = Z[of, ..., atl).

Proposition 5.2 Soit n un entier > 1. Sur A, = Z[o}!,...,aF!] muni de
sa A-structure canonique, lidéal F' A, est engendré comme groupe abélien par les
éléments de la forme u — 1 avec u € A,(1) et on a

Fia,= (FPA)" w20,

Preuve Elle se trouve  la page 49 de [Fu-LaJ; elle utilise le point 1) du Jemme 5.1
ainsi que le fait que tout élément de .4, est une différence de sommes d’éléments de
A-dimension 1. L)

Proposition 5.3 Soit n un entier > 1; on note towjours A, = Z[ad,..., o]
avec sa A-structure habituelle. Alors, le gradué Gr., (A,) est Uanneau de polynémes
Zlty,...,ta] ot, pouri = 1,2,...,n, {; € Gr) (A,) est l'image de a; par isomor-
phisme de la proposition 5.1 .

Preuve Grice a la proposition précédente, ty,...,t, engendrent 'anneau gradué
Gry (A,). On peut vérifier & la main que nos t; sont algébriquement indépendants
sur Z ou alors faire appel au théoréme de Micali qui est mentionné dans [Fu-La,
page 72]. ‘ (]

Exemple Les notations étant celles de la section 4.3, on considére I'anneau de
Willisau R = Ryo = R(PU(3)) et on note

=a10_61 y=bm—3 ’etz=c,o—3_

Ces éléments engendrent 1'idéal d’augmentation de R; en posant t =3z —y — 2, on
vérifie que z,y et z sont liés par ’équation

(*) . 2°+9z2 +3at—yz+27t=0.
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On calcule

l4z-t4(z—t)-t*+(z® +61)-t3— (32 +13¢)-¢*
+(32% +121) - — (2 + 41) - £,

N(y) = l+y t4(z=2y) -+ =2)-;

1(2) = l4z-t+(y—22) 4 (z—y) .

¥e(z)

De ces formules, on tire facilement que
z=72) -7 (=) - 1*(2), y=-7W)-1"W) et z=-1)=7(2);

il suit que I'idéal F2(R) est égal 2 F'(R). Notons que ’élément t = —7%(z) — v*(z)
se trouve dans F*(R) et aussi que la relation (*) implique que 15¢ ~ y z appartient
a l'idéal F8(R).

5.2 Filtrations sur les anneaux de Willisau

Dans cette section et aussi dans la prochaine, tous les produits tensoriels se feront
sur 'anneau Z des entiers. Soient R un anneau de Willisau de rang n > O et [
son idéal d’augmentation. D’aprés le théoréme principal du chapitre 4, il existe une
A-extension galoisienne finie ¢ : R < A, = Z[aF?,...,a?!] de groupe de Galois
W C Autiy(A,). Dans la suite, nous identifierons R a I’anneau des invariants de
Paction de W sur A, et l'idéal d’augmentation de A, sera noté J.

Sur I'anneau R, nous disposons des trois filtrations suivantes:

1. la filtration I-adique
RoID>IP>P>..

2. la trace de la filtration J-adique de A,, donnée par

RDJNR=IDJIPNRDOJENRD...

3. la ~-filtration
ROF'=ID>FDF>..

Pour ’annean de Willisau A, ces trois filtrations coincident (cf proposition 5.2);
mais ce n’est, en général, pas le cas pour les autres anneanx de Willisan. Par exemple,
on a F! = F? pour la y-filtration de R(SU(2)) alors que I'idéal d’augmentation
I de cet anneau est strictement contenu dans /2. L’autre conterexemple découle
d’une observation faite par J.F. Adams dans [Ad3, page 4]: pour le groupe de Lie
exceptionnel Fy, 'annean gradué Gr.,(R(F,)) possede de la 3-torsion en degré 4.
Mais nous verrons dans un instant que le gradué associé a la denxiéme filtration de
notre liste est un anneau intégre; il suit que la deuxiéme et la troisiéme filtrations
ne coincident pas pour ’annean de Willisau R(Fy).
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Le groupe de Galois W agit par A-automorphismes sur |’annean A,, les éléments
de W préservent la y-filtration de A, et on hérite ainsi d’une action du groupe W
sur I'anneau gradué Gry (An) = Z[t1,...,t,). Autrement dit, le passage an gradué
associé permet de "linéariser” 'action du groupe de Galois W.

Proposition 5.4 Soit Gr,(R) U'anneau gradué associé & la filtration
RDODJNR=IDJ'NRD ...

de anneau de Willisau R. La A-eztension galoisienne ¢ : R < A, induit un mor-
phisme injectif d’anneauz gradués ¢ : Gry(R) — Gry (A.); en perticulier, Uanneau
gradué Gr,(R) est intégre. De plus, on a:

Im(@) C Gr (A et Vie Gry(A)Y, W] -z € Im(@).
Cette derniére propriété permet de conclure que @ induit l'isomorphisme
Gro(R) ®Q = Gry(A)" @ Q= Qty,...,ta]" .

Preuve Le morphisme @ est bien défini et injectif par la construction méme de la
deuxiéme filtration; il est aussi clair que 'image de @ est contenue dans Gr.(A4,)".
Soit maintenant Z appartenant a Gr,(A,)" et homogéne de degré k; on choisit un
représentant = € J* de z. Pour tout w € W, il existe (par hypothése) y,, € J*+!
avec w- T = z +Y,. La somme, sur W, de ces égalités donne alors

Swez=W-z+ ) yu ;

weW weW
N e’ R
€J*NR €Jk+1
et on peut donc représenter |W|- z par I’élément 3 ,cy w - z de J*N R. [

Les deux derniers résultats de cette section seront consacrés aux relations existant
entre nos filtrations. Pour ce faire et parce que le deuxiéme de nos résultats n’est
valable que si I’anneau de base est le corps @ des nombres rationels, nous allons
poser

Re:=R®Q, Ig:=1QQ e Jg:=JQQ.
11 est clair que Iq (respectivement Jg) est un idéal maximal de Rq (respectivement
A,®Q). Notons au passage que la nécéssité de cette "rationalisation” se faisait déja
sentir dans la proposition 5.4.

Proposition 5.5 1. Il existe un entier positif m tel que
Vk>0, F™tclI*cF*.
2. Il existe un entier positif s tel que,

J*NReCIgCJ* NRy,  VE20.
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Preuve

1. (d’apres Atiyah) Fixons k entier positif et non nul; puisque 'inclusion de I*
dans F* est évidente, il nous suffira d’établir 'autre inclusion. Pour ce faire,
nous allons choisir un systéme de générateurs {z1, 3, ...,2,} de I'anneau R tel
que A-dim(z;) = n; < co pour ¢ = 1,2,...,r. Les éléments z, — n;, 23 — ng,
...y Tr — n, engendrent évidemment 1'idéal d’augmentation I et le point 2} du
lemme 5.1 nous assure que ces éléments sont tous de y-dimension finie. Posons
m = max(n;) et notons, pour i =1,...,ret j =1,..,n,

o =7 (zi—ni);.
convenons (avec Atiyah) que o;; est de poids ¢ et de degré 1. Gréce point 3)
du lemme 5.1, on montre facilement que I'idéal F™ est engendré (en tant que
groupe abélien) par les mondmes de poids supérieur ou égal & m k en les ;.
Choisissons un de ces mondmes et notons-le z. Puisque ¢ est plus petit que m,
le degré du mondme 2z doit étre supérieur ou égal a (mk)/m = k; cela signifie
que z se trouve dans I* et on obtient bien I'inclusion recherchée.

2. Voir, en prenant @ au lieu du corps € des complexes, celle du lemme 9 de

(Far]. n

5.3 Quatre caractérisations des anneaux R(G)

Nous conserverons les notations des deux sections précédentes. Soit R un anneau de
Willisau de rang n > 0; sur son "rationalisé” Rq := R® ®, nous disposons des trois
filtrations induites par celles de R. Il s’agit de

1. la filtration Ig-adique avec Iy :=I ® @;

2. la trace de la filtration Jq-adique de 4, @ @, donnée par
ReDJgNRy=1IgDJgNRgDJGNRg D ....

3. la "rationnalisée” de la v-filtration de R, donnée par

RgDF'®QDOF’@QDF:eQ>...

Grace 4 la proposition 5.5, ces trois filtrations induisent la méme topologie sur
Rq. Par conséquent, les complétions de Rg par rapport & ces filtrations donnent le
méme anneau 1’3\@ ; celui-ci est neethérien d’apres le théoréme 10.26 de {At-Md).
D’un autre coté, le groupe fini W agit aussi sur le complété 5";,, pour la topologie
Jo-adique, de ’anneau A,® @; et on a, grice au lemme 10 de [Far]:

(1) R = (52)"
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Lemme 5.2 On munit l'anneav de polynémes Q[z,...,z,) de la filtration I-
adique ot T est Iidéal engendré par z;,...,2, et on considére I’homomorphisme
d’anneauz

¢:Q[zl”“’zﬂ]—_’An®Q, ZjHOj—l .

Cet homomaorphisme est compatible avec les filtrations T-adique et Jg-adique et son
complété

$:Q[[zll---’zﬂ]]——"§;

est un isomorphisme d’anneauz.

Preuve Celle de la proposition du §4.3 de [At-Hi] s’adapte bien & notre situation. m

Rappel Soit A un anneau ncethérien local, d’idéal maximal M, de corps résiduel
k et de dimension de Krull d. D’apres le théoréme 11.22 de [At-Md], ’anneau A
est régulier si et seulement si le gradué associé i la filtration M-adique de A est
isomorphe 4 un anneau de polyndmes & d variables sur k.

Dans le cas qui va nous intéresser, on dispose de la caractérisation suivante des
anneaux locaux réguliers:

Théoréme 5.1 Soit k un corps et A une k-algébre locale nathérienne, dont le
corps résiduel est égal d k. Pour que A soit réguliére, il faut et il suffit que son
complété A soit isomorphe d une k-algébre de séries formelles k((z1, ..., z4]].

Preuve Voir le corollaire 3 de la page VII1.54 de [Bour3]. [

Le lemme 5.2 et les rappels ci-dessus impliquent que I’anneau 3.3 est local et
régulier; notons aussi que cet anneau est aussi intégre et intégralement clos. Puisque
A, est un R-module de type fini, on peut faire appel & la proposition 2.5 pour
affirmer que é}, est un T-Z;-module de type fini. En observant enfin que les anneaux
locaux Sq et Rq admettent tous deux @ comme corps résiduel, on vient de s’assurer

que le triple (3;;,1/%\@, W) satisfait les hypothéses du théoreme suivant:

Théoréme 5.2 (Serre) Soit A un anneau local régulier, d’idéal mazimal M et
de corps résiduel k. Soient G un groupe fini d’automorphismes de A et B = A le
sous-anneauz des invariants. B est un anneau local d’idéal mazimal N = M N B.
On fait les hypothéses suivantes:

i) B est nethérien et A est un B-module de type fini
ii) Le composé B — A — k est surjectif.

On suppose aussi que lordre de G est premier & la caractéristique de k. Alors B est
régulier si et seulement si le groupe G est engendré par des pseudo-réflezions.

Preuve Voir [Ser| ou aussi [Bourl, exercice 7, page 138 L]
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Nous pouvons maintenant énoncer le deuxiéme résultat important de ce travail;
celui-ci généralise, entre autres, les théoremes 8 et 8* de [Far]:

Théoréme 5.3 Soit R un anneau de Willisau de rangn > 0 et d’idéal d’augmen-
tation I; les assertions suivantes sont équivalentes:

1. R est U'anneav des représentations d’un groupe de Lie compact conneze.

2. Le complété Ig-adique I"l\@ de R® Q) est un anneau de séries formelles sur Q,
Iq étant Idéal I®Q de R® Q.

3. L'anneau Gri(R) ® Q un anneau de polynémes @ n variables sur Q; Gri(R)
désignant le gradu€ associé a la filtration I-adique de R.

4. Pour toute A-eztension finie p : R <+ A,, 'anneau gradué Gr,(R)® Q est une
©)-algébre de polynémes.

5. L’anneau Gro(R) @ Q est une Q-algébre de polynémes.

Preuve Choisissons, une fois pour toutes, une A-extension galoisienne finie ¢ :
R < A, de groupe de Galois W C Auty(A,) = GL.(Z). Grace au théoreme de
Serre rappelé ci-dessus, on peut affirmer que le groupe W est engendré par des
réflexions si et seulement si le complété Iq-adique Rq de 'anneau Rq est régulier.
Soit Ig l'idéal de Rq engendré par Ig; les propositions 10.16 et 10.15 de [At-Md]
montrent que Iq est I'idéal maximal de I'anneau local Ryq et que les anneaux gradués
Gr i (72;) et Gri, (Rq) sont isomorphes. D'un autre cété, ’exactitude du foncteur
~®Q implique que I'anneau Gry, (Rq) est isomorphe & Gry(R)®Q. Par conséquent,
les caractérisations des anneaux locaux réguliers donnés montrent que les assertions
suivantes sont équivalentes:

i) Rq est un anneau régulier;
i) Rq est un anneau de séries formelles sur @;
ili) Gri(R) ® Q est un anneau de polynémes & n variables sur Q.

Par construction, W est un sous-groupe de GL,(Z); mais la proposition 9 (page
180) de {Bourl] nous assure que tout sous-groupe de GL,(Z) qui est engendré par
des réflexions est un groupe de Weyl. Il ne reste plus, pour achever la preuve de
I’équivalence des trois premiéres assertions, qu’a invoquer le théoreme 2.3.

L’équivalence de la premiére et de la quatrieme assertions provient de proposition
5.4, du théoréme de Chevalley-Sheppard-Todd (voir, par exemple, [Bourl, Théoréme
4 (page 180)]) et de la proposition 9 (page 180) de [Bourl] déja mentionnée.

Pour montrer que la deuxiéme et la cinquieme assertions sont équivalentes, nous
allons d’abord fixer un entier k > 1 et considérer le k-ieme terme F* dela 7-ﬁltration_
de R. Ce dernier est un )-idéal; on peut donc affirmer que le quotient R/F* est
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un )-anneau et que la projection canonique R — R/F* est un A-morphisme. On
montre facilement que la ~-filtration de R/F* est donnée par R/F* D FiJF* >
F2jFk 5 . > FF/F* =0, d’ou

Gry(R/F*) = @%_Gri(R) .

En appliquant maintenant le théoréme 3.5 (page 61) de [Fu-La], on voit que le
caractére de Chern induit un isomorphisme d’anneaux

RIF*® @ = Gr(R/F )@ Q = @L,Gri(R) 8 Q.

A cause de la naturalité du caractére de Chern, on obtiendra a la limite {c’est-a-dire
en faisant tendre k vers l'infini):

(©)  Ro:=lm(R/F*® Q)= lim(@),Gri(R) ® Q) =: Gr,(R) 8 Q,

ol le membre de droite n’est autre que le complété de Gr,(R) ® Q par rapport 3 la
filtration déduite de la graduation.

Si Gro(R) ® Q est un anneau de polyndmes, son complété est alors un anneau de

séries formelles et la relation (¥) nous montre qu’il en est de méme pour I’anneau

RQ Réciproquement, si RQ est un anneau de séries formelles, alors le "decompletion

lemma” de [Far, §4] implique que Gr,(R) ® Q est un anneau de polyndmes. ]

Remarque Les anneaux gradués Gri(R) @ Q et Gr.,(R) ® Q ne sont, en général, pas
isomorphes. Mais il est probable que les anneaux gradués Gr.(R)®Q et Gr,(R)®@Q
le soient toujours; on peut montrer, & ’aide des théoréemes de A. Borel sur la coho-
mologie rationnelle des espaces classifiants, que ces deux anneaux sont effectivement
les mémes lorsque R est un anneau de représentations...
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Chapitre 6

Des théoremes de reconstruction

Nous avons déja eu ’occasion d’observer que, méme avec sa ‘A-structure, ’anneau des
représentations d’un groupe de Lie compact ne caractérise pas ce dernier; nous avions
alors cité le cas des groupes SO(3) et SU(2). Un exemple encore plus dramatique
est fourni par les groupes SO(2] 4 1) et Sp(!), pour ! > 3 (voir [CWW, Appendix
1). Mais, compte-tenu de I'importance de cet invariant des groupes de Lie compacts,
il est intéressant d’aller & la quéte de I'information supplémentaire qui permettra
de caractériser nos groupes. C’est a cette recherche que nous allous consacrer cette
partie. Le résultat principal de ce chapitre (théoréme 6.2) implique que les exemples
ci-dessus sont essentiellement les seuls cas ou le M-anneau R(G) ne caractérise pas
le groupe G. En particulier, si I'on sait qu’un groupe de Lie compact connexe G ne
contient pas de facteur simple de type B; ou C; (I > 1), alors on peut reconstruire G
& partir de 'anneau de Willisau R(G) (cf corollaire 6.3). A 'aide du théoréme 6.2,
nous montrons aussi que la connaissance de I’anneau de Willisau R(G) et de I'un des
sous-groupes additifs de R(G) que sont RO(G) et RSp(G) permet de reconstruire
le groupe de Lie compact connexe G. Dans la derniere partie de ce chapitre, nous
adaptons la preuve du résultat principal pour montrer quele fameux théoréme de
Curtis, Wiederhold et Williams s’étend & tous les groupes de Lie compacts connexes.
Toutes nos preuves sont basées sur la classification des groupes de Lie compacts
connexes par des diagrammes radiciels. La notion de diagramme radiciel généralise
celle de systéme de racines et permet de traiter aussi des groupes compacts non
semi-simples. Nous renvoyons a {Bourl, chapitre V1] pour la théorie des systémes
de racines tout en observant que la plupart des résultats de cette théorie restent
valables pour les diagrammes radiciels.

6.1 Les diagrammes radiciels

Définition 6.1 ([Bour2, §4.8]) On appelle diagramme radiciel un triplet D =
(M, My; @) oi
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DR1: M est un Z-module libre de type fini et My un sous-module facteur direct de
M;

DR2: ® est une partie finie de M; ® U My engendre le R-espace vectoriel M @ IR;
DRS: pour tout a € @ et pour tout k € Z, ka € ® si et seulement si k = %1,
DRY: pour tout a € & , il existe un élément oV de M* = Homzg(M,Z) tel que
1) a¥(Mo) =0 et a¥(a) = 2;
it) l'endomorphisme
Sa:M— M, zr—s,(z)=2z-0a"(z) «,
appelé symétrie de vecteur a, laisse l'ensemble ¢ globalement invariant.

On vérifie que 1'élément o de M* est uniquement déterminé pour tout o € ¢
et que le IR-espace vectoriel V = M ® R est somme directe de My @ IR et du
sous-espace vectoriel V(®) engendré par ®. On vérifie aussi que ’ensemble ® est
un systéme réduit de racines dans ’espace vectoriel V(®); c’est pour cette raison
que les éléments de & sont appelés racines du diagramme radiciel D. Le groupe des

transformations de M engendré par les symétries s, est le groupe de Weyl de D; on
le note W(D).

Si I'on munit Vespace vectoriel V- = M ® R d’un produit scalaire (-,-) qui est
W(D)-invariant, les symétries s, (a € ®), prolongées & M ® IR, s'écrivent sous la

forme:
2z, a)
SpiTr— T — —-a,
(a,0)
(d'od o¥(z) = 2::) Vz € V) et la condition (DR4) de la définition devient:
Va € &,
o (z,0) =0, VrzeMQR,;
o 35,(P)=9;
o Polez, vpeo.

Exemple ([Bour2, §4.9]) Soient G un groupe de Lie compact comnnexe, T un tore
maximal de G et Z(G)o la composante du neutre du centre de G. On note I'(T")
(respectivement I'(Z(G)p)) le noyau de l'application exponentielle de T' (respective-
ment Z(G)o); ®Y(G) désigne I'ensemble des coracines de G. Bourbaki (cf {Bour2,
page 32]) appelle ces derniers vecteurs nodauz et désigne leur ensemble par RY(G);
nous avons choisi une autre notation parce-que le symbole R(G) est déja affecté a
I'anneau des représentations de G. Le triple D(G) = (I(T), I'(Z2(G)o); ¢V(G))
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est un diagramme radiciel; c’est ce que [Bour2] a baptisé diagramme radiciel cova-
riant de G. Notons que la donnée du diagramme radiciel covariant de G équivaut
a celle de son diagramme de Stiefel (voir [Br-tD, page 223] pour la définition du
diagramme de Stiefel). Le groupe de Weyl de ce diagramme est canoniquement
isomorphe au groupe-quotient W(G) = N(T)/T, ot N(T) désigne le normalisateur
de T dans G. On montre aussi que le groupe fondamental () est isomorphe au
quotient T'(T)/ < ®Y(G) >; < ®Y(G) > étant le sous-groupe de I'(T') engendré par les
coracines de G. Par un théoreme de H. Weyl ([Br-tD, page 229}, I'(Z(G)o) = {0}
si et seulement si le groupe G est semi-simple. Si G’ est un autre groupe de Lie
compact connexe et T un tore maximal de celui-ci, alors le diagramme covariant du
produit cariésien G x G’ est:

D(G x G') = (N(T) @ I(T"), T(C(G)o) & T(C(G™)o); 2¥(G) L 2¥(G)).

Remarque importante. Nous avons choisi de travailler avec les coracines au lieu
des racines des groupes de Lie. Il convient donc d’avoir toujours présent a esprit
que le passage du groupe au diagramme radiciel covariant transforme les sytémes
de racines des groupes en leurs duaux (ou inverses). Pour aider le lecteur dans
cette gymnastique, nous rappelons que tous les systémes irréductibles de racines
sont autoduaux sauf les types B et C, qui sont inverses I'un de I'autre. En clair, une
composante de type B; dans le diagramme covariant correspond & une composante
de type C) dans le groupe et réciproquement; mais les autres types restent inchangés.

Le lemme suivant sera utilisé assez souvent et implicitement dans la suite; il
implique, par exemple, que les seules symétries du groupe W (D) sont les s, pour &
parcourant 1’ensemble & (voir [Huml, Proposition 1.14 (page 24)]).

Lemme 6.1 Soient D = (M, My, ®) un diagramme radiciel et soit f un automor-
phisme de M; on suppose que f fire My point par point et laisse ® stable. Alors

i) Vae®d, fos.of =s44;
i) Ve, € @, [f()V](f(B)) = "(B).

Preuve Pour montrer le premier point, on commence par prolonger, en conservant
les mémes notations, toutes les applications en vue au R-espace vectoriel V = MQIR.
On fixe ensuite o € ®; 'endomorphisme s, : V — V est une symétrie puisqu’elle
envoie a sur —a et fixe tous les vecteurs de ’hyperplan P, = Ker(a¥) de V. On
vérifie aussi que l'application linéaire f o s, © f~! est une symétrie de vecteur f(a)
et d’hyperplan fixe f(P,). Grace au lemme 1 de [Bourl, chapitre VI], on déduit que
fosao [ =854 . La deuxiéme assertion est une conséquence immédiate de la
premiére. ]
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Définition 6.2 Soient Dy = (My,(M;)o, 1) et D2 = (M, (M3)o, ®:) deuz dia-
grammes radiciels. Un isomorphisme de Dy sur D, est un isomorphisme de groupes
abéliens f : My — M qui envoie @, sur ®,, (My)o sur (My)o et qui satisfait la
condition suivante : Vea,f € &, [f(a)V](f(B)) =a"(B).

En utilisant le lemme précédent, on s’assure que f induit alors un isomorphisme
fe :W(Dy) — W(Dy), w+—s fowof™,

au niveau des groupes de Weyl. Le groupe des automorphismes d'un diagramme
radiciel D sera noté Aut(D); on vérifie, toujours & I'aide du lemme précédent, que
le groupe de Weyl W(D) est un sous-groupe normal de Aut(D).

Théoréme 6.1 ([Bour2, pages 40 et 42])

i) Pour tout diagramme radiciel D, il eziste un groupe de Lie compact conneze
G tel que D(G) soit isomorphe & D;

it) Pour que les groupes de Lie compacts connezes Gy et G, soient isomorphes, il
faut et il suffit que les diagrammes D(G,) et D(G,) soient isomorphes.

1ii) Soit D(G) le diagramme radiciel covariant d’un groupe de Lie compact conneze
G, on a une suile ezacte courte et scindée

1 — Int(G) - Aut(G) — Aut(D(G))/W(D(G)) — 1,

le symbole i désignant Uinclusion des automorphismes intérieurs de G dans le
groupe Aut(G) de tous les automorphismes de G.

6.2 Le résultat principal
Pour cette partie, on conviendra que SO(1) = Sp(0) = {e}.

Théoréme 6.2 Le A-anneau R(G) d’un groupe de Lie compact conneze G déter-
mine univoquement un groupe de Lie compact conneze G tel que:

i) le groupe G ne contient aucun facteur direct isomorphe ¢ SO(21 +1) ou Sp(!
pour tout entier | supérieur ou égal d 1;

i) le groupe G est isomorphe & un produit cartésien G x H avec H égal & un -
produit cartésien de groupes SO(2! + 1) et Sp(!).

En particulier, st G, et G2 sont deuz groupes de Lie compacts connezes tels que

A -

R(G1)ZR(G,), alors il existe un unique groupe de Lie compact conneze G vérifiant

la condition i) et des produits Hy, Hy (uniques) de groupes SO(2! + 1) ou Sp(l) tels

que . . ’
G1=G><H1 et G2=GXH2.
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Preuve Par hypothése, on connait I’anneau des représentations R(G) du groupe G,
ainsi que la A-structure de R(G). Nous allons montrer qu’avec ces informations, on
peut décomposer (de fagon essentiellement unique) le diagramme radiciel covariant
D(G) en la somme d’un diagramme radiciel D sans facteur de type B; ou Cj et
d’un diagramme radiciel D qui est somme de diagramme de type B, et Ci; le point
crucial consistera  s’assurer que le diagramme D est complétement déterminé par
le A-anneau R(G). Pour conclure, Il n’y aura plus qu’a invoquer le théoréme 6.1. La
démonstration que nous proposons se déroulera en plusieurs étapes.

e Etape 1 On part de I'anneau de Willisau R(G) et on construit, a l'aide du
point 1) du théoréme 4.2, une A-extension galoisienne

¢ R(G) = R(T) = A,
de groupe de Galois W C GL,(Z), avec T = §' x --- x §' (n facteurs) et
n+1 = dim(R(G)) = rang(G) + 1. Soient T¢ un tore maximal de G et W(G)
son groupe de Weyl par rapport a Tg. D’aprés le théoréme 2.3, I'inclusion de
T¢ dans G induit aussi une A-extension galoisienne
i": R(G) — R(Tg) ,
de groupe de Galois W(G) C Auty(R(Tg)). Le point 3) du théoreme 4.2

nous fournit alors un A-isomorphisme 8 : R(T¢) — R(T') faisant commuter le
diagramme

R(Te)

R(G) —&— R(T)

Grace encore au théoréme 4.2, la correspondance
W —W(@), w—6lowod

est bien définie et bijective; c’est donc un isomorphisme de groupes. Cela
démontre que les groupes W et W(G) sont conjugés dans GL,(Z). En pas-
sant & la contragédiente, il suit que ’action de W 'sur le groupe abélien I'(T') :=
Homy(R(T), R(8")) = m(T) est conjugée (via la transposée de 6) a celle de
W(G) sur I'(Tg) := Homx(R(T¢), R(S"). En faisant agir W sur I'(Tg) (via
I'isomorphisme h), on voit ainsi que les W-modules I'(T') et ['(Tg) sont iso-
morphes. )

SiW = {1}, alors R(G) = R(T) = Ay; cela implique toutes les représentations
irréductibles de G sont de dimension 1 et donc que notre groupe est isomorphe
au tore T. A partir de maintenant, on supposera que le groupe de Galois W
n’est pas réduit & matrice-unité.
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o Etape 2 Posons V = ['(T') ® IR et étendons I'action de W & V' par IR-linéarité.

A cause de 1'étape précédente, on peut dire que le groupe de Galois W est
engendré par les symétries de V' correspondant aux racines inverses du groupe
de Lie G. Choisissons, pour simplifier, un produit scalaire W-invariant (-,-)
sur l'espace vectoriel V. Soit s une symétrie de W; 'ensemble

bs={z€V; s(z)=-z}NnI(T)

est un sous-groupe cyclique infini de T'(T'); ses deux générateurs seront notés
+ag. Sil'on pose

DTW ={ze(T); w-z=2 Ywe W}

et
®par = {£as; s symétriede W} ,

alors Doz = (I‘(T), N(T)¥; @mu) est un diagramme radiciel de groupe de
Weyl W. En effet, T(T)¥ est un sous-module facteur direct de I'(T") grice an
théoreme des facteurs invariants et aussi parce-que I'(T') est sans torsion; en
fait T'(T)" s’identifie au réseau entier de la composante du neutre de Z(G).
La condition (DR2) est également satisfaite puisque les coracines de G sont
des multiples non-nuls des ag. La véracité de condition (DR3) provient de la
construction méme de Dpmoz. Soient maintenant a = tag € ® o, et z € T(T),
alors

2z, a)
(a,0)

on en déduit que 7‘-’—‘-’-)1 € Z, c’est-a-dire que a” se trouve effectivement dans
HomZ(I‘(T) Z). Siz € T(T)¥, alors s(z) = z, d’ ou a¥(T(T)") = 0. Enfin,
si B est un autre élément de ®,,,, alors s 0 55 03~} est une autre symétrie
de W et elle est forcément égale a sq(g) par le lemme 6.1. Par conséquent,
3o(B) = 3(B) est un élément de ®,,., et la condition (DR4) est ainsi vérifiée.

So(r) =12z — ra=s(z) € (T);

Pour la suite, on notera ®mer = @, [1---[[ ®x la décomposition du systeme
de racines (V(®pnaz), ®maz) €n ses composantes irréductibles et on choisira,
pour j = 1,...,k, une base B; dans la composante irréductible ®;; alors
B = By ]1---11 B est une base de (V(®maz), Pmar). L'image de M =T'(T) par
la projection orthogonale de V sur V(®;) sera notée I';; il faudrait observer
ici que, pour j fixé, I'; ne coincide pas forcément avec le sous-groupe engendré
par les racines de §;.

Etape 3 En général, le diagramme D,,,, de ’étape 2 n’est pas le diagramme
covariant de G (prendre, par exemple, G = SO(3)). On peut néanmoins
affirmer que, si s est une symétrie de W et {£6,} la paire de racines inverses
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de G associée, alors il existe un entier non-nul n; tel que 3 = ns - as. De plus,
pour toute symétrier € W,

2(ar, 0s) _ 2(ar, as)

1.
(057 as) Ng (as, as)

ez,

car a, appartient a I'(T) et la symétrie associée & la coracine 6, laisse ['(T)
stable. En particulier, si as est dans la base B; (1 < j < k), Pentier nq
devra diviser tous les coefficients d’une colonne de la matrice de Cartan de
la composante irréductible ®;. Une inspection des matrices de Cartan des
systemes irréductibles de racines (voir par exemple [Bourl, planches}) donne
ng = %1 sauf si ®; est de type A, = By ou B; (I > 2) et ag la plus petite racine
de By; et dans ces cas-la, ou bien ng = +1, ou bien ny = +2. Cela signifie
qu’on obtiendra les coracines de G en doublant un certain nombre de racines
de la base B du systeme (V(®maz), Pmaz). Tout le probléme est d’identifier
les racines a doubler; on a, en particulier, terminé s’il o’y a pas de racine
"doublable” dans ®,,,.

Puisque le "doublement” de la plus petite racine d’un B; de type B; transforme
le ®; correspondant en une composante irréductible de type Ci, une condition
nécéssaire et suffisante pour la bonne marche de ’opération est que B; engendre
la projection orthogonale I'; de M = I['(T') sur le sous-espace V(®;). En clair,
une composante P; est "doublable” si et seulement si elle est de type B; (avec
B, = A)) et le sous-groupe engendré par les racines de ®; est un facteur direct
de I'(T'). Voici les raisons de ce fait: ‘

i) il y a tout d’abord I'inclusion I(T) C I(T)¥ (&%, T;).

ii) Pour tout j, I'; est un groupe de poids du systéme irréductible ®;. Sj
y; € T';, on choisit un y € I'(T) qui se projéte sur y; et on voit que, pour
tout o € ¥;,

2(yi o) _ 2(y,9)
(e,0) (‘a, @)

Mais la condition (DR4) de la définition 6.1 nous dit que le membre de
droite de la relation ci-dessus est un entier.

iii) L’indice de connezion, c’est-a-dire le quotient du groupe des poids par
celui qui est engendré par les racines, pour les types B; et C; vaut 2 (cf
[Bourl, planches I1 et III]).

Soient T = {4#1,...,%,} C {1,...,k} l'ensemble des indices des composantes
irréductibles "doublables” du systéme de racines (V(®maz), Pmaz) €t J =
{51y-- s du=r} = {1,...,k}\ I. A cause du critére ci-dessus, le sous-groupe Ty
de T'(T') engendré par les racines des composantes irréductibles ”doublables”
est facteur direct; il existe donc un unique sous-groupe [ dans T'(T) tel que
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I(T) = [' @ Iy. On voit maintenant que le diagramme radiciel Dpno; est la
somme directe des diagrammes

D=(F, D(T)¥; &;,U---U®,,_,) et Dy=(Tu {0}; &, U---US;) .

Le diagramme D est univoquement déterminé par R(G) et sa A-structure;
le groupe de Lie compact connexe associé sera le groupe G de 1'énoncé. Le
diagramme Dy est evidemment celui d’un produit cartésien H,,. de groupes
Sp(l); et doubler une composante irréductible ®;, de rang ! équivaut & rem-
placer un facteur Sp(!) du groupe Hpaz par un facteur SO(2[ + 1). On voit
ainsi que le groupe G admet bien la décomposition annoncée et il suffirait de
connaitre, pour chaque rang ! > 1, le nombre de composantes irréductibles de
type B; i doubler pour retrouver le groupe H de décomposition annoncée. ®

Comme premiére conséquence de ce résultat, nous obtenons une généralisation
de la proposition A.2.c) de [CWW):

Corollaire 8.3 Soit G un groupe de Lie compact conneze. Le A-anneau R(G)
détermine G lorsque l'une des conditions suivantes est vérifiée:

1) G n’admet aucun des groupes Sp(l) ou SO(20 + 1) (1 > 1) comme facteur
direct.

i) 7,(G) n’a pas de 2-torsion;
i) m4(G) = 0;

La deuxiéme conséquence répond & une question qui m’a aussi été posée par D.
Notbohm:

Théoréme 6.4 La connaissance de l’anneau des représentations R(G) d’un groupe
de Lie compact conneze G, de la A-structure de R(G) et du sous-groupe RO(G) C

R(G) (respectivement RSp(G) C R(G)) engendré par les représentations réelles (re-
spectivement symplectiques) de G permet de reconstruire le groupe G. Autrement dit,
le A-anneau R(G) et son sous-groupe RO(G) (respectivement RSp(G)) caractérisent
le groupe de Lie G.

Preuve Nous allons couserver les notations de la preuve ci-dessus. Dans cette
preuve, nous étions parti du A-anneau R(G) et nous avions pu construire un dia-
gramme radiciel Dpmaz = D ® Dy avec D univoquement déterminé par R(G) et D,
la somme directe des composantes irréductibles "doublables” de Dpna.. Nous avions
alors observé qu’il fallait, pour retrouver le diagramme de G, "doubler” un certain
nombre de composantes irréductibles de Dy. Il s’agit maintenant de montrer que la
donnée de RO(G) C R(G) (respectivement RSp(G) C R(G)) permet de déterminer
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s

les composantes irréductibler & "doubler”. Considérons, pour ce faire, une com-
posante irréductible ®; de D, et choisissons une base B; = {ay,...,a;} de celle-ci;
nous pouvons supposer Eue les éléments de B, sont indexés de maniére & ce que la
matrice de Cartan (z(;:.:’) ) soit égale & la matrice canonique du systeme irréductible
de type B;. A notre composante irréductible @, il correspondra un facteur H; (iso-
morphe & Sp(!) ou & SO(2/ 4 1)) du groupe G. Soit w ’élément de R(T)(1) qui est
envoyé sur la forme Z-linéaire )

1
I'T) —Z, z+— Z(z,a;)

i=1

par l'isomorphisme canonique R(T')(1) & Homgz(T(T),Z). Grace aux sections V1.5
et V.6 de [Br-tD], nous pouvons affirmer que w est un poids de la représentation
standard du groupe H,. Cette derniére est irréductible et son caractére est égal a la
somme symétrique S(w) € R(T)¥ = R(G) lorsque H, = Sp(l) et & S(w) +1 lorsque
H; = SO(2! + 1); S(w) étant la somme des éléments de 1'orbite de w pour action
de W sur R(T)(1). On vérifie aussi que I’élément de Dynkin (voir [AM2] pour cette
notion) de H, est 'exponentielle de p = 1 Tl #(21 — i) a; lorsque H, = Sp(l) et
qu'il coincide avec le neutre si H; = SO(2!/+1). Le lemme 1.2 de [AM2] nous fournit
_les deux assertions suivantes:

i) S(w) € RO(G) C R(G) si et seulement si H; = SO(2! + 1);
ii) S(w) € RSp(G) C R(G) si et seulement si Hy = Sp(l).

Par conséquent, la composante ®, doit étre doublée lorsque S(w) € RO(G), ce qui
équivaut a la relation S(w) ¢ RSp(G). ]

6.3 Normalisateurs des tores maximaux

Pour terminer ce chapitre, nous allons montrer que la méthode de 1a section précé-
dente permet aussi d’étendre un résultat bien connu de Curtis, Wiederhold et Williams
([CWW)) & tous les groupes de Lie compacts connexes:

Théoréme 6.5 Soit G un groupe de Lie compact conneze. Si l'on connait le
normalisateur d’un tore mazimal de G, alors on peut reconstituer le groupe G. Par
conséquent, deux groupes de Lie compacts connezes sont isomorphes st et seulement
si les normalisateurs de leurs tores mazimauz le sont,

Preuve Nous allons conserver les notations de la preuve du théoréme 6.2 et nous
identifierons SU(2) au groupe $* des quaternions de norme 1; le groupe

S' ={cosz +isinz; z e R}
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sera alors un tore maximal de $% et son normalisateur est N = §' Uj-§'.
Fixons un groupe de Lie compact connexe G et un tore maximal 7" de G. Soient N
le normalisateur de T et W = N/T le groupe de Weyl de G (par rapport & T); le
groupe W est fini car T est la composante du neutre de N. On a donc une suite
exacte

l—mT—N-SW—1.

Celle-ci nous fournit une action effective de W sur T. On reléve cette action a
I'algebre de Lie LT = IR" de T en utilisant l'application exponentielle exp : LT —»
T. On a évidemment LT = T(T) ® IR avec I'(T) = exp~!(e) = m(T). On procéde
maintenant de la méme fagon qu’a 1'étape 2 de la preuve du théoreme 6.2 pour
attraper le diagramme radiciel Dy, = (l" (1), T(T)¥; @m,,). Comme avant, ce
diagramme n'est pas nécessairement celui de G. Pour retrouver ce dernier, on
décompose le systéme de racines (V(®maz); Pmaz) €n ses composantes irréductibles
et on identifie-celles qui sont "doublables”: ce sont les composantes irréductibles ®;
de type B; (I 2 1) dont les racines engendrent un sous-groupe I'; qui est un facteur
direct de T'(T). Soit s € W la symétrie correspondant & une petite racine d'une telle
composante; on note {£8,} la paire de coracines de G associée & s. Alors §; = ng-aq
avec ng € {1, £2}; toute la question est de savoir quand est-ce que ng = 2. Pour
y répondre, nous allons considérer les ensembles F' = F(s), @ = Q(s) et K = K(s)
définis par:

F:={teT; s-t=t}, Q:={teT; s-t=t""}, K= {n* nen-i(s)}.

Il est évident que F (resp. @) est un sous-groupe fermé de dimension n — 1 (resp.
1) de T; on notera Fy (resp. Qo)) la composante du neutre de F (resp. Q). On
vérifie que K est une partie de T'; d’aprés [CWW], K est une composante connexe
du groupe F'. Par le corollaire de la page 31 de [Bour2], il existe un homomorphisme
de groupes de Lie v : §2 — G tel que:

i) »(8") C T;
i) v(j- 8" C 77i(s);
i) »(—1) = ezp(%).
Comme 85 € T(T), on peut affirmer que exp(%) se trouve dans F N Qo = {1,%},
ts étant 'autre racine carrée de 1 dans le cercle Q. On peut écrire ts = exp(%)
parce-que Qo = exp(IRas), 12 = 1 et as € [(T). Soit ¢ € j-S§' C §3, alors ¢* = ~1

et on peut écrire [v(q)]® = v(¢q?) = v(—1). Avec les propriétés ii) et iii) ci-dessus,
cela signifie que

_03 ng - as
2 2

Assertion. ng = £2 si et seulement si t, ¢ K.

(%*) exp(—) = exp( )=t eK.

Preuve
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<« Sing = %1, alors tg € K par la relation (x*) et on conclut par contraposition.

= Si ng = %2, la relation (x*) nous dit que le neutre ¢ se trouve dans K.
Comme K est une composante de F, on devra avoir K = Fy = Hg, ou Hg
est ’hyperplan fixe de la symétrie s. Supposons, par I’absurde, que ts se
trouve aussi dans K. 1l existerait alors un vecteur X de I'hyperplan Hg avec
ts = exp(%) = ezp(—X); par conséquent, le vecteur % + X se trouverait dans
I'(T). Puisque as et X sont perpendiculaires, le projeté orthogonal, sur la com-
posante irréductible ®; de la racine a,, sera de la forme % + X; avec X; € I;
et ag est orthogonal & X;. On voit immédiatement ce projeté orthogonal ne
pourra jamais s’écrire comme combinaison linéaire, & coefficients dans Z, de
racines de ®;; c’est la contradiction recherchée car la composante irréductible
®; est "doublable” par hypothese. : »

En résumé, voici I'algorithme qui permet de récupérer le diagramme de G a partir
de ®pazt

1. Décomposer ®,,,, en ses composantes irréductibles ®,,..., ;.
2. Pourj=1,...,k

> Si ®; n’est pas de type B, on ne fait rien.
> Sinon, on regarde la projection orthogonale I'; de I'(T') sur V(®;)
o> Si I'; n’est pas engendré par ®;, on ne fait rien.
>> Sinon, on prend une petite racine & de ®; et on calcule K = K(s,)
et t, = exp($).
> b Sits € K, on ne fait rien.

b b sinon, on "double” ]a composante ®;. L

Remarque En fait, la preuve donnée par Curtis, Williams & Wiederhold s’applique
sans probleme au cas général, pour autant que I’on remplace leur lemme 1 par le
théoréme de classification 6.1. Notons aussi qu'une autre preuve du théoréme 6.5 a
été donnée par D. Notbohm dans [Not2].
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Chapitre 7
Le probléeme de Mislin

La question suivante a été posée dans [Smith] par G. Mislin:

Soient G et H deuz groupes de Lie compacts connezes. Si les classifiants
B@G et BH ont le méme type d’homotopie, peut-on conclure que G et H
sont isomorphes en tant que groupes de Lie ¥

Pour ce probléeme, le premier réflexe consisterait a prendre les espaces des lacets
et & observer que ’hypothése implique que les groupes de Lie G et H ont le méme
type d’homotopie. Si I'un de ces groupes est 1-connexe ou simple, les résultats de
Baum et Browder ([Ba~Br)) et Scheerer ([Sch]) nous autorisent & conclure que nos
deux groupes sont isomorphes. Pour le cas général, le contre-exemple suivant nous
oblige & essayer d’autres méthodes d’attaque: les groupes SO(4) et SO(3) x SU(2)
sont homéomorphes sans étre isomorphes (les anneaux des représentations de ces
deux groupes ont été calculés dans 'appendice au chapitre 4; 'un est polynomial
alors que I'autre ne I’est pas).

Dans ce chapitre, nous allons présenter trois différentes preuves de ’assertion
suivante:

Théoréme. Le type d’homotopie de 'espace classifiant d’un groupe de Lie compact
connexe détermine la classe d’isomorphisme de ce dernier.

Le principe des trois preuves est le méme: on montre que certains invariants
homotopiques du classifiant BG d’un groupe de Lie compact connexe G permettent
de reconstruire le diagramme radiciel covariant de G et on conclut en observant que
ce diagramme caractérise la classe d'isomorphisme du groupe G ( Théoréme 6.1).
Deux des preuves présentées utilisent le théoréme principal du chapitre précédent.
La troisiéme a été esquissée dans [Osse] et nécessite des résultats de D. Notbohm et
L. Smith sur les applications entre espaces classifiants; elle est suffisament fonctorielle
pour nous permettre de retrouver le résultat de [JMOZ2] sur le groupe des classes des
équivalences homotopiques des espaces BG.

Grace au théoreme ci-dessus, on peut affirmer que la réponse a la question de
Mislin est positive. De plus, la combinaison de ce théoréme et d’un résultat de A.
Dold conduit & I'amusante proposition qui suit:

91



92

Corollaire. Soient G et H deux groupes de Lie compacts connexes. Les deux
affirmations suivantes sont équivalentes:

1. il existe un isomorphisme de groupes de Lie ¢ : G — H;

2. il existe un homomorphisme de groupes de Lie ¢ : G — H qui est aussi une
équivalence d’homotopie.

Preuve D’aprés [Dold, Theorem 9.1],’homomorphisme de groupes de Lie ¢ : G — .
H est une équivalence d’homotopie si et seulement si 'application classifiante By :
BG — BH est aussi une équivalence d’homotopie. ]

Signalons que ce probleme de Mislin a aussi été résolu (affirmativement!) par
D. Notbohm ([Not2]) et J. Maller ([Mg]). D. Notbohm montre d’ailleurs que la
réponse est encore positive si 'on enléve ’hypothése de connexité. Notons enfin que
J. Harper résoud-le méme probléme dans [Zab, §8] pour les groupes de Lie semi-
simples, compacts et connexes. Sa preuve utilise un résultat de A. Zabrodsky et
ne nécessite I’hypothése de semi-simplicité qu’au moment ol intervient le fameux
théoréme de Curtis, Wiederhold et Williams. Puisque ce dernier s’étend a tous les
groupes de Lie compacts connexes (théoréme 6.5), ladite preuve fournit aussi une
réponse positive et générale i notre probléme.

7.1 Les deux premiéres preuves

On se donne le classifiant BG d’un groupe de Lie compact connexe G. L’espace BG
détermine le A-anneau K (BG) ainsi que les sous-groupes additifs de K(BG) que
constituent sa K-théorie réelle KO(BG) := KO%(BG) et sa K-théorie symplectique
KSp(BG) := KSp°(BG). D’apres [AM1, Corollary 1.12] (ou plus explicitement
(Ad2, Theorem 1.8]), le A-anneau R(G) coincide avec le sous-A-anneau de K(BG)
engendré par les éléments de A-dimension finie. On procede maintenant comme dans
la preuve du théoréme 6.4 avec la légére modification suivante: pour savoir si une
composante irréductible de Dy doit étre doublée, il suffira de s’assurer que I’élément
S(w) € R(G) qui lui est associé (voir la preuve du théoréme 6.4 pour la définition
de S(w)) se trouve dans K O(BG) (observer que cela revient a s’assurer que S(w) ne
se trouve pas dans K Sp(BG)). Et on peut alors conclure la premiére preuve.

La deuxiéme découle immédiatement du résultat suivant:

Théoréme 7.1 Si l’on connait le A-anneav K(BG) de lespace classifiant d’'un
" groupe de Lie compact conneze G ainsi que la série de Poincaré P(BG;Z[2) de la
cohomologie modulo 2 de BG, alors on peut reconstruire le groupe G.

" Preuve Comme nous venons de 'observer, la K-théorie de BG détermine I’anneau
_des représentations R(G) du groupe G. Grace au résultat principal du chapitre
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précédent (théoréme 6.2), la connaissance du A-anneau R(G) détermine univoque-
ment un groupe de Lie compact connexe G tel que G.= G x H avec H produit
cartésien de groupes SO(2! + 1) ou Sp(!) (! > 0). Pour un entier I > 1 fixé, le
nombre des facteurs irréductibles de rang ! dans H sera noté n;; et z; désignera le
nombre de ceux qui sont isomorphes au groupe SO(2! +1). Pour tout { > 1, ’entier
ny est égal an nombre de composantes irréductibles "doublables” et de rang ! dans le
diagramme Dy, construit dans la preuve du théoréme 6.2; il est donc déterminé par

le \-anneau R(G). Le nombre z; n’est autre que celui des composantes irréductibles.

de rang ! de Dp,q; qui doivent étre "doublées”, si I'on désire retrouver le groupe G.
Les entiers n; sont evidemment presque tous nuls et on a forcément z; < ny, pour
tout I > 1. La série de Poincaré de H*(BH; Z2) vérifie la relation

I S V(1 18N (1 AN T] o AN sb... T
F{BHZf) gl(l B =)o (1= E (1= 1 - €)1 = 1)
= —tH(1-£8)...(1 - ™. (1'~i25('1—t'a)--‘-'(l—tﬂﬂ)]"'
= ’I;_![(l t )(1 t%)---(1-1¢ )] 11;11 (1_?4)(]_?t8),...(1_t41)
= [ -Ha-8)--.a-ehm™ H a-£u ‘-'ts)"'(l—tz'“)] '

53 syl A+ +t4) - (1+1%)

d’ot I'égalité:

P; ) v » N (1+t2)(1+t4)--.(1+t21) Ty
“ H(BH,ZIZ).II;II[(I_”)(I_”).“(1441)1 : ;I;Ix [(1 ~B)(1-15)--(1— t21+1)] .

Le membre de gauche de (*) est déterminé par les données de notre énoncé puisqu’il
est égal & .
M__@_@ . H[(l — (1 - ts) I t“)]"' :
P(BGZR) i3

on ’écrit sous la forme c- %%?)- avecc € Q) et A(t), B(t) € Z[t] des polynémes primitifs
(i.e le pged des coefficients est 1) tels que pged(A(t), B(t)) = 1. D’un autre c6té, le
numérateur N(t) et le dénominateur D(t) du membre de droite de (*) sont premiers
entre eux. En effet, pour tout entier j > 1, la factorisation en produits d’irréductibles
de Z[t] des polynémes 1 4+ 1%/ et 1 — ¢*/+! est donnée par '

1+t¥= J] @at), 1-9% = T ®a(t);

d|4j, di2;5 d|2j+1

®4(t) désignant le d-iéme polynéme cyclotomique.
Puisque I’anneau Z([t] est factoriel et N(0) = D(0) = 1, on a le droit d’affirmer que
c =1, A(t) = N(t) et surtout que:

Bit)=D(t) = J[{a-©)1 -t (1 -)]"

i>1
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- H ﬁ(l - t25+1)z,

i215=1
= 1 -2 ,z:’i
II(-)
E,‘z:’i
= :tH( I ¢I>¢(t)) .
121 \dj2i+1

Pour des entiers posififs I,m avec | 2 1, on pose
{ 1 si2m+1|2041
=Ez,- et apmy= 0 si
S sinon .
La factorisation du polynéme B(t) en produit d’irréductibles de Z([t] s’écrit alors:

£ 11 (T ameaor)

21

= (1 -tk JT RBamp()mmtms .

m21

B(t)

La factorialité de I’anneau Z[t] nous autorise & dire que les polynémes cyclotomiques
®2m41(t) (m < ) sont les seuls diviseurs irréductibles de B(t); et, & partir de
P,(BG;Z[2) et du X-anneau R(G), on peut déterminer les entiers ap,a,... tels

que
B(t) = £ [] [®2maa ()"

m>0
Les inconnues z;, Z3, - .. sont alors solutions du systéme d’équations linéaires

L L
Yu PIEE?

I=1 i=1

I

L

(5) Y omiy = am m=12,...,L (1)
I=m
L
3z = 1=1,2,....,L {2
2

ou L est le maximum des rangs des facteurs simples de H.

L’existence du groupe G fait partie de nos hypothése et signifie donc que le systéme
(S) admet au moins une solution. Comme les matrices des sous-systémes (1) et (2}
sont triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale, on peut conclure que (S)
admet une solution unique. Il suffit de résoudre les sons-systémes (1) et (2) pour
connaitre les entiers z),z3,...,21 et mettre ainsi la main sur le facteur H de la
décomposition du groupe G. [ ]
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7.2 La troisiéme preuve

L’ingrédient topologique est fourni par le

Théoréme 7.2 (Notbohm & Smith) Soient T un tore quelconque et G un grou-
pe de Lie compact conneze. Les applications canoniques

Krg: [BT,BG}— Hom,(K(BG),K(BT)),
Brg: Rep(T,G) — BT, BG].

sont des bijections; comme d’habitude, le symbole Rep(T,G) désigne lensemble des
classes de conjugaison des homomorphismes de groupes de Lie de T dans G.

Preuve Voir [NS1, Theorem 5.2] et [Notl, Proposition 1.3). : n

Pour la suite, nous aurons aussi besoin de la

Proposition 7.1 Soient G et H deuz groupes de Lie compacts connezes. L’appli-
calion

p: Homy(K(BH),K(BG)) — Hom,(R(H),R(G)), ¢+— dnw)
est une bijection.

Preuve La fleche est bien définie car R(G) (respectivement R(H)) est ’ensemble des
combinaisons Z-linéaires des éléments de A-dimension finie de K(BG) (respective-
ment K(BH)). La proposition 4.1, le théoréme 2.4 ainsi que la propriété universelle
de la complétion I-adique impliquent que les éléments de Hom,(R(H), R(G)) et de
Hom(K(BH), K(BG)) sont continus par rapport aux topologies définies par les
idéaux d’augmentation. Comme ces topologies sont séparées, on peut conclure que
p est bijective. [ ]

Fixons, pour le moment, un groupe de Lie compact connexe G, un tore maximal
T de G et notons W(G) le groupe de Weyl de G par rapport a Tg. L'inclusion
t : Tg — G induit une application Bt : BTz — BG entre les espaces classifiants,
un A-morphisme injectif ¢* : R(G) — R(Tc) et aussi un homomorphisme surjectif de
groupes i, : 7, (Tg) = m(G). Tout é€n conservant les notations ci-dessus, nous allons
poser . -

Res: Hom,(K(BTs),K(BS')) — HomA(K(BG),I((BS')j,
: ¢ — $0K(Bi); '

(i*: Hom\(R(T5),R(S")) — Homy(R(G), R(S")),
: ¢

— doi; .

et aussi w;(~) : Rgp(S’,C) — m(G), f_"—" [f]
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Toutes ces fleches interviennent dans le diagramme

[BS', BG) BT pey(st,G)

k3T Im()

Homy(R(G),R(S")) &2 Hom,(K(BG), K(BSY) (G)
* T Res | “ti.
Homy(R(T6); R(S')) &= Hom,(K(BTs), K(BS'Y) n(Ts)
Krg T i=

(BS', B(To) Z2  Rep(S', Te)

Soit = € my(T¢), il existe un unique @ € Hom(S',Tg) = Rep(S', Tg) tel que [o] = =;
en parcourant, dans le sens des aiguilles d'une montre, la partie de droite de ce
diagramme, on trouve successivement

z ++ a — [Ba] ~ K(Ba)~ K(Ba)oK(Bi) = K(B(ioa)) — [ica] = [ica] = i.(z) .

Comme sa partie de gauche ne pose aucun probleme, nous pouvons conclure que
notre diagramme commute.
Pour la suite, nous considérerons surtout les applications 5y, et 7¢ définies par

(BTG)-l o (I(Ta)—l o (pTG)—l )
m (=)o (Bg)™ o (Ke)™ o (pa)™" .

N1

nG

La fleche 7 est surjective, les groupes abéliens I'(Tg) := Homy(R(Tg), R(S")) et
71(Tg) sont des W(G)-modules et ng est un isomorphisme de W(G)-modules. La
commutativité du diagramme ci-dessus entraine la relation g 0 i* = i, o N1, Par
conséquent, 7g o i* est un homomorphisme (surjectif) de groupes abéliens et son
noyau est W(G)-isomorphe & I'o(Tq) = ker(i.).

Maintenant que tous les ingrédients sont en place, nous allons repartir -comme
dans la section précédente- avec 1’espace classifiant BG d’un groupe de Lie compact
connexe (G; sans nuire & la généralité, nous supposerons que BG n’a pas le type
d’homotopie d’un produit de BS'. De la K-théorie (complexe) de 'espace BG nous
pouvons extraire le A\-anneau R(G). L’observation cruciale, c’est que la fleche 7¢
de tout a I'heure est complétement déterminée par BG. Pour le prouver, nous
allons considérer I'application vg : [BS!, BG]o — [BS’, BG] obtenue en "oubliant”
les points-base et ’application .

Q(~) : [BS', BGlo — [UBS"),A(BG)o = m(G), [f]— (9]
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La fleche vg est bijective car BG est 1-connexe; et on vérifie facilement que le
diagramme

-1
[BS', BG] 2% Rep(S',6)
va'l Im(=)
(B, BGly 3 m(G)
commute; d’ou 'égalité ~
ne = Q(=)ovg' o K5 opz' .

Il suffit maintenant d’observer que le membre de droite de cette égalité est déterminé
par I'espace BG.

Par ailleurs, le A-anneau R(G) est un anneau de Willisau; nous pouvons donc
invoquer le théoréme 4.2 pour produire une A-extension ga.loxslenne

p:R(G)—=R(T)=A

de groupe de Galois W C Auty(A,) = GL,(Z), avec T = 8! x --- x §* (n facteurs)
et n +1 = dim(R(Q)) = rang(G) + 1.

D’aprés le théoréme 2.3, l'inclusion d’un tore maximal Tg dans ‘G induit aussi une
A-extension galoisienne i* : R(G) «— R(Tg) de groupe de Galois W(G). Le point 3)
du théoréme 4.2 nous dit alors qu’il existe un M-isomorphisme 4 : R(Tg) — R(T)

faisant commuter le diagramme

R(Tg)

R(G) —&— R(T)

Lemhe 7.1 i) La correspondance
AW —W(G), w—s8owod
est bien définie et un isomorphisme de groupes.
ii) Posons
I(T) := Hom\(R(T), R(§")) = Homz (R(T)(1), R(8")(1)) ,

[(Tg) := Homy(R(Tg), R(S")) = Homz(R(Tc)(1), R(5")(1)) .
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Rappelons que le groupe W (respectivement W(G)) agit sur I'(T) (respective-
ment I'(Tg)) via la contregédiente. L’application

0% . T(T) — I(Tg), fr— fob
est un isomorphisme de groupes abéliens et elle satisfait la propriété suivante:
Ywe W, Vfe(T), 0*(w-f)=h(w) 0%().

En particulier, W est un groupe engendré par des symétries de I’espace vectoriel
réel V=T(T)®R.

Preuve

i) Pour w € W, on calcule

~—

(0 owod)oi"=0"owop=8lop=0"0(f0i")=1";

le point 1) du théoréme 4.2 permet de conclure que - owo 8 € W(G). On
montre de fagon analogue que 8 o wg 0 8~' € W(G), pour tout wg € W(G). 1l
suit que h est bien un isomorphisme car son inverse est la fleche

W(G)—bVV, wgr— fowgo .

L'iriverse de 6% envoie ¢ € I'(Tg) sur g o §~'. Pour montrer que 6% est
équivariant, on fixe w € W, f € I(T), =z € R(Tg) et on calcule

— d'une part

[(*(w- Ni) = [(w-f)obl(=)
(w- £)(8(=))

Cfw™-8(2)),

— et d’autre part

[h(w) - 0*(N](=)

(A(w) - (fo 8)](=)
(Fod)((67 ow™ 0 6(x))
= flw™-8(e),

d’ou la relation annoncée. La derniére assertion provient du fait que W(G) est
engendré.par des symétries de I'(Tg) @ R; en effet, si.o est une symétrie de
Iespace vectoriel [(T) @ R, alors oo o8-! est une symétriede V = T(T)®R
(c’est, par exemple, une conséquence de [Bourl, Prop. 2 (page 67)]). ]
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Soit
p#* : T(T) — Hom,(R(G),R(S")), fr— foyp,

le diagramme suivant est commutatif:

Homy(R(G),R(S")) = Hom\(R(G),R(§")) =% m(G)
o1 1 Te
I(T) LN I'(Ts) o m(Ts).

Nous pouvons donc affirmer que le noyau I'y(T') de I'homomorphisme 5¢ o ¢* est
stable pour 'action de W sur ['(T') et envoyé par 5r,06* surle sous-groupe [y(Tg) =
ker(i.) de m(T¢). D’aprés un résultat classique (cf [Br-tD, Theorem 7.1 (page 223))),
le groupe abélien I'oy(T¢) est engendré par les coracines de G. Pour récupérer ces
coracines dans I'o(T") (et donc le diagramme radiciel covariant du groupe G), nous
allons procéder comme dapns la preuve de la proposition 9 (page 181) de [Bourl]
(voir aussi [Far, Proposition 12]). Pour ce faire, nous allons poser V = I'(T) ® R,
regarder I'(T) comme un réseau de V et prolonger I'action de W sur I'(T) en une
action IR-linéaire sur ’espace vectoriel réel V. Soit s une symétrie de W, cela revient
a demander que h(s) soit une symétrie de I'(T¢) ® IR. On sait que h(s) est associée
A une unique paire de coracines (opposées) de G; les éléments de [o(T) qui sont
envoyés, par 6% sur ces coracines seront notés x7,. Puisque I'o(T¢) et T'o(T) sont
isomorphes, les vecteurs £75 sont les deux générateurs du sous-groupe cyclique infini

Coi={o€V; s(v) = —o}((To(T).
Posons
PTW:={veV, wv=v,Vwe W)} et &:={tn; s symétriede W) .

Par un raisonnement anologue & celui de Iétape 2 dans la preuve du théoréme 6.2
et qui utilise I'invariance de I'o(T’) sous l'action du groupe W, on montre que

D = (X(T), T(T)¥; &)

est un diagramme radiciel et que ce dernier est isomorphe (via §#) au diagramme
radiciel covariant du groupe G. Il ne reste plus qu'a observer que la construction de
D ne fait intervenir que des invariants homotopiques de 'espace BG et  faire appel
au théoréme 6.1 pour achever notre troisiéme preuve.

7.3 Le groupe Aut(BQG)

Tout au long de cette section, G est un groupe de Lie compact connexe, T un tore
maximal de G et W le groupe de Weyl de G relativement & T. Par définition,



100

Aut(BG) est le groupe des classes des équivalences homotopiques de 1’espace clas-
sifiant du groupe G; en d’autres termes, Au#(BG) est le groupe des classes [f] €
[BG, BG) telles qu'il existe g : BG — BG avec go f ~ Idgg et fog ~ Idpg. Ce
groupe est un invariant du type d’homotopie de BG et peut étre considéré comme
le groupe des symétries homotopiques de notre espace classifiant. Dans ce qui va
suivre, nous nous proposons d’utiliser les contructions de la section d’avant ainsi que
le théoréme 4.3 de [JMO1] pour donner une nouvelle démonstration du remarquable
résultat suivant (voir [JMO2]):

Théoréme 7.3 (Jackowski, McClure & Oliver) Le groupe Aut(BG) est iso-
morphe au groupe Out(G) des automorphismes exztérieurs du groupe de Lie G.

Preuve Le groupe des automorphismes de G sera noté Aui(G); sa composante
du neutre est le sous-groupe Int(G) des automorphismes intérieurs de G, d’ot
no(Aut(G)) = Out(G). Le symbole D désignera le diagramme radiciel covariant
de G relativement au tore maximal T; on identifiera les groupes abéliens T'(T) et
m1(T). Posons maintenant

Aut(G,T) = {a € Aut(G); o(T)=T} ;
c’est un sous-groupe fermé de Aut(G) et on a
Out(G) = Aut(G,T)/(Aut(G,T) N Int(G)) .

Soit a € Aut(G,T); 'application m(a) : [(T) — ['(T), qui est induite par la re-
striction de @ & T', est un automorphisme du diagramme radiciel D. D’aprés [Bour2,
Proposition 17 (page 41)], la correspondance & —+ m;(a) fournit un isomorphisme
de groupes :

71 : Aut(G,T)/(Aut(G, T) N Int(G)). = Aut(D)/W .
D’un autre coté, le foncteur espace classifiant” induit une fleche
- B(~): Aut(G,T) — Aut(BG), a+— [Ba].

A cause du point v) du théoréme 1.5, cette fleche envoie Aut(G,T) N Int(G) sur la
classe de Idgg et on obtient ainsi un homomorphisme de groupes

B : Out(G) — Aut(BG), [o] — [Ba]. -

Afin d’introduire le troisieme protagoniste de notre histoire, nous allons nous
fixer une classe [f] € Au#(BG). A cette classe [f], nous pouvons associer le A-
isomorphisme K(f) : K(BG) — K(BG); par. restriction, ce dernier fournit un A-
automorphisme, que nous noterons aussi K(f), de 'anneau de Willisau R(G). La
composée de K(f) avec la A-extension galoisienne i* : R(G) — R(T) donne une
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autre )-extension galoisienne ¢ = i* o K(f) : R(G) — R(T) de groupe de Ga-
lois W. A Paide du point 3) du théoréme 4.2, on construit un M-isomorphisme
8(f) : R(T) — R(T) faisant commuter le diagramme

RT) 4 RT)
OIS T
RG) *9 g).

Grace & la naturalité des constructions de la section précédente, on en déduit la
commutativité du diagramme suivant (les notations sont celles de ladite section):

I(T) 5 Homa(R(G),R(SY) 2% m(G)
an* ] K(*l =]f
I(T) <5 Homy(R(G),R(S") 2% m(G).

Par conséquent, 8(f)# envoie I'/(T) = Ker(ng o i#) sur lui-méme. Par ailleurs, le
point 1) du lemme 7.1 nous dit que ’application

RfYy:W—W, we—8(f)towod(f)

est un isomorphisme de groupes; on peut donc affirmer que i(f) laisse I’ensemble des
symétries de W globalement invariant. En se référant & la fagon dont les coracines ont
été récupérées dans la section précédente, on se convainc facilement que 8(f)#* est un
élément de Aut(I'(T)) qui laisse invariant I’ensemble des coracines de G (relativement
4 T). Le lemme 9.2 (page 43) de [Hum2) nous autorise maintenant & dire que §(f)*
est un automorphisme du diagramme radiciel D. A ce stade, il convient d’observer
que, pour tout w € W, la fleche §(f) o w: R(T) — R(T) fait aussi commuter le
diagramme (*); et le point'1) du théoréme 4.2 nous garantit que ces fleches sont les
seules & vérifier cette condition. Ainsi, la classe de 8(f)* dans le groupe Aut(D)/W
est univoquement déterminée par [f] € Aut(BG); cette correspondance nous définit
un homomorphisme de groupes

0* : Aut(BG) — Aut(D)/W, [f]— [8()*].

Assertion. Le diagramme
Aut(D)|W

o#

Out(G) B Aut(BG)

est commutatif.
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Preuve Soit [a] € Out(G) avec a € Aut(G,T); dans le diagramme (*), on peut
prendre §(Ba) = (eyr)*. Notons X(a) la restriction de (a7)* au groupe abélien
R(T)(1); alors 6*( Ba) n'est autre que la transposée de X(a) : R(T)(1) — R(T')(1).
Mais, d’aprés [Bour2, page 26], la transposée de X(a) est égale & m(a); d’ou le
résultat. »

Cette assertion implique immédiatement que ’homomorphisme B est injectif.
Pour meontrer sa surjectivité, nous allons choisir une classe [f] € Aut(BG) et écrire
#71(6*(f]) = [a] avec @ € Aut(G,T); grace a l'assertion ci-dessus, on a 1'égalité
0*(Ba) = 6%(f). En passant 2 la transposée et en utilisant le point 2) du lemme
7.1, on en déduit que Ba et f induisent le méme homomorphisme en K-théorie;
cela revient & dire que ’application B(a~1) o f induit I'identité en K-théorie. Un
argument de caractére de Chern permet alors d’affirmer que B(a™!) o f induit aussi
'application identité en cohomologie rationnelle; B(a™!) o f est donc une opération
d’Adams instable de degrée 1. Par le théoréme 4.3 de [JMOL1}, 'application B(a™!)o f
est homotope & I'identité de BG c'est-a-dire [Ba] = [f] dans Aut(BG). =
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