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C.. INTRODUCTION

Soit M , une a2lgébre de Von Neumann. Rappelons
gu'un antiautomorphisme {resp. un automorphisme } o de M
est une biljection linéaire de M telle gque, pour tout X, ¥y

de M,

a(xy) alyla(x} (resp. alxy} = a(x}a(y} } et

alx*) = a(x)* .

Deux antiautomorphismes a et B de M sont conjuqués s'il

exlste un a2utomorphisme & de M avec a = BoBeB-l .

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés & la
clagsification & conjugailson prés, des antiautomorphismes
involutifs de M . Ce probléme est, d'une part, &gquivalent &
la détermination, & conjugaison prés, des involutions antili-
néaires, définissant une structure "rgelle" sur M , au sens
de Kasparov ([431]) et d'sutre part, est &troitement 1ié &
la classification, & isomorphisme prés, des formes réelles de
l'alggbre de Lie involutive, dé&finie par M, ([413]}.

Nous obtenons une classification compl&te pour les

facteurs injectifs continus de type II et III A#EL,

PO
agissant dans un espace de Hilbert séparable, ainsi que pour
le facteur d'Araki-Woods‘de type III, .

Rappelons le cas des facteurs discrets . Soient H,
un espace de Hilbert séparable ; M , un sous-facteur de type I
de L ({H) (i.e. M est isomorphe & L(Hn) . o0 H  estun
espace de Hilbert de dimension n ¢ INVU{=} ) et

{ ey, | 1=i,j2 n}

3

un systéme d'unités matricielles (s.u.m.} de M .
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' Ces T -
La transpasition tn , définie par tn(ei,j} Pj,i
2

tout 1<i,J-r , est un antiautomorphisme involutif (i.e. o= 1

, pour

de M. $1i n est impair, tout antiavtomorphisme de période
deux de M  est conjugud 3 tn , alors que, si n est pair cu
infini, M possidde deux classes d'é&quivalence d'antiautomorphis-

mes involutifs . ([473.021).

Soit R , le facteur hyperfini de type II1 '

réalisé comme ngt Mnu(E),Tnv y o, ol (nv)vzl est une suite
d'entiers = 1 et Th est la trace normalisée sur Mn (€)
v W
Lz produit tensoriel t = @ tn est un exemple d'antiautomoar-
v v

phisme invalutif de R .

Soit M , un facteur de srieqer continu (i.e. le
produit croisé d'une algdbre de Von Neumann abélienne diffuse
Lm(x,u) ;, par un automorphisme ergoedique T ), Rappelons que
tout Elément de M s'Ecrit de manidre unique nfz anUn .

ol a « Lm(X,p) et U est un unitaire de M , qui implé&mente

l'action de T sur Lm(x,p) . Nous vérifierons, dans le para-

graphe 4 , gue l'application, qui, a tont nzz anUn de M ,
=n

assocle 1'&lément L U a, est nn antiautomorphisme
ne &

involutif de M .

Sait M ,une alglbre de Von Neumann, de genre
déncmbrable ; Aut{M) , le groupe de ses automerphismes, muni
de la topologie de la convergence simple en norme sur le pré-
dual M, et Int{M) , le sous-groupe des automorphismes inté-
rieurs. Nous noterans U(M} , le groupe des unitaires de M ;

Ey v 1'homomorphisme canonique de Aut(M) sur Out(M) , quo-
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tient de Aut (M) par Int(M} ; Ant(M) , l'ensemble des antiauto-
morphismes de M et A(M) , le groupe BAut(M) U Ant(M) . Une
traneposition de M eera un £l&ment involutif de Ant(M) .

Dans le premier paragraphe, nous &nongons et
prouvons quelques lemmes préliminaires, gul sont fréquemment
utlilisés dans la suite de ce travail. En particulier, nous
démontrons d’une part, que si o est un antiautomorphisme d'un
facteur M , de genre dénombrable, avec 02 ¢ Int{M) , il exis-
te une transposition B de M avec wef ¢ Int(M) et d'autre
part, que si y est une transpoeition et u , un unitaire d'une
alg&bre de Von Neumann, avec Yy{u} = u , Ad usy et vy sont
conjugués par un automorphisme intérieur.

Dans le deuxidme paragraphe, nous démontrons
pour les antiautomorphismes, un résultat analogue 3 celui du
théorgme [ 7 J.2.3.1. En effet, si M ‘est un facteur de McDuff
(l.e. M est isomorphe 3 M@®R , ol R est le facteur hyperfini
de type ILlJ, 4 prédual séparable et o ¢« Ant (M} , nous cons-—
truisons un unitaire &8 de M et un sous-facteur A de M ,
isomorphe & R , factorisant M en le produit tensoriel de A

par son commytant relatif dans M , A'NM et tel que
Ad au(;.JA =t
Dans le troieiéme paragraphe, nous prouvons le

théoreéme ci~dessous, qul est & la base de la classification an-
noncée :

Théoréme 1 : Solent o et £ , deux transpositions d'un fac-
teur de McDuff M , & prédual séparable. Alors, il existe

0 ¢ Tat(M) , avec B = BoaeB8 ! gi et seulement si

aeR € Int(M) .



Le schéra de la preuve, gui est un développement de celle di
Théoréme 2 de { 7 ], est le suivant : nous construisons
deux unitaires 3 et b de M tels gue w«f{a) = a et

f{b) = b , et une suite de sous-facteurs de type I de M ,
qui commutent deux & deux, sont laissé&s globalement fixes par

Ad a s et Ad b °B et sont tels gue

a) 1le sous~facteur K de M , qu'ils engendrent, est
leomorphe 2 R et factorliee M en le produilt tensoriel de

K par K'N M.
b) sur K'AM M, Ada ca=2Ad b 8

Comme Ad a *® et & (resp. Ad b ¢f et B } sont intérileure-
ment conjuguée, la démonstration du théoréme 1 se réduit a
la comparaison de deux transpositions, définles sur K et de

type produit tensoriel infini.

Dans le quatriéme paragraphe, nous générali-
gons, pour les alg&bres de Von Neumann proprement infinies et
de genre dénombrable, 1‘homomorphisme mod , défini dans l'arti-
cle de A.Connes et M.Takesaki sur le flot des polids, au groupe
A(M) . Nous montrons, aussi, que, sur tout facteur de Krieger
infini, continu, la transposition, définie ci-dessus, est de

mod &gal 8 1 .

Dans le cinqui&me paragraphe, nous &tabliasons
une bijection entre les classes d'équfvaience de transpositions
d'un facteur de Krieger infini, continu M et les ciasses de
conjugaleon d'automorphismes invelutifs de son flot des polds.
Une epplication du théoréme 1 et le fait que le noyeu de la

restriction de mod & Aut(M) est &gal & Int(M},([40].Th.15),



démontrent 1'injectivité. La surjectivité découle de l'énoncé
suivant, que nous prouvons par une méthede proche de celle du
théordme 1 : si N est un facteur de McDuff de type III , &
prédual eéparable et a un antiautomorphisme de N avec

uz € T;E(N) + 11 existe une transposition B de N avec
a°f ¢ Int{N). Cela est donc la généralisation aux automer-
phismes approximativement intérieurs, du résultat déﬁontré

dans le premier paragraphe.

Dans le sixidme paragraphe, nous appliquons les
résultats du cingquidme aux facteurs continus,injectifs, "con-
nus” et obtenons la classification annoncée dans. [141 , a
savoir :

{a} Deux transpositions dqu facteur hyperfini de type I,
cont conjuguées.

{b} Il en est de méme pour le facteur injectif de type IT

et pour le facteur &' Araki-Woods de type III; .

“

(c} Pour chaque A € Jo,1{ , le facteur de Powers, RA .

poss@de exactement deux classes d'équivalence de transpositions.

{d) Si M est un facteur injectif de type IIIo , il exis-
te une bijection entre les classes d'éguivalence de transposi-
tions‘de M et les classes de conjugalscon d'autcomorphismes

invelutifs du flot des polds de M .

L'assertion {(a) a &té obtenue, en collaboration avec
V.F. Jones et a &té annoncée dans [15 ] . Signalons aussi
l'existence d'une démonstration de (a) , tout 3 fait diffe-

rente,due & E. Stgrmer [ 29 ],
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Pour chaque A € Jo,:[ , nous exhibons aussi une transposition

de R, de module vA modulo { Rn}mz et, pour tout n ,

neNU{=} , un facteur injectif de type IIIO avec 2"

classes d'équivalence de transpositions.

Enfin, dans l'appendice A , nous rappelons la

Ib

¢
+

de Von Neumann M , ol ¢ ¢ M, et noue €nongons quelques iné-

définition des semi-normea ﬂ - l¢ et " - sur une algdbre
galités, souvent appliquées sans référence dans ce travail.
Dans l'appendice B , nons rappelons las dé&fini-
tion du centrallsateur asymptétique d'nne algdbre de Von Nen-
mann, donnée dans [ 3 ] . Nous y démontrona aussil deux lemmes
techniques, les lemmea B.4 et B.5 , sur les sultes w - cen-

tralieantes, que nous utlliserons fréquemment cl-apréa .

Je remercie trds asincérement M. R. Bader, qui
m'a suivl et soutenu tout au long de ce travail. Qu'il recolive
ici le témoignage de ma reconnaissance.

Ma gratitude s'adresse &galement aux autres
membres du jury, MM. P.-L. Aubert, A. Connes et P, de la Harpe.
Un merci tout particulier 3 ce dernier qul m'a anggéré& la poa—
sibilité de cette recherche, ainsi qu'a MM. 0. Besson et
V. Jones, pour de fructueuses conversations.

Ce travall a &té réalisé grfce au asoutlen du
Fonde national auisse de la recherche scientifique (requétes

no. 2.237 - 0.79 et 2.643 - o0.80 ).



I. QUEIQUES LEMMES PRELIMINAIRES.

Nous prouvons 1ci deux résultats que nous utiliserons
trés souvent dans la suite de ce travail, & saveoir la proposi—:
tian 1.2 et surtout le lemme 1.6. ‘

Ce dernier démontre gue si ¢‘5M: , @ est un antiauto-
morphisme et u, un unitaire d'une alg2bre de Von Neumann conti-
nue M, avec u2 =Ad u et af{u) = u* , 11 existe alars un unitai-
re v de M tel que Ad v+a est une transposition de M et tel
e fv-afy sz fu-al, '

Lemme 1.1 : Soient M, une algé@bre de Von Neumann et & & A(M).
Pour tout unitaire u de M, tel que afu) = u , il existe un
unitaire v & M avec u = va({v). De plus, si wéiM: , Vv peut
étrg choisi tel que ||v - 1”qJ s "u - 1||w -

Démonstration : Considérons la décomposition spectrale_

u = fﬂ en dE (A} et posons v = f“ e:i'”2 dE{A} . e
- -

v est un unitaire de l'algébre de Von Neumann U, engendrée par u.
Remarguans aussi gque v2 =u et gque, comme & lalsse U invariant
palnt par point, u = vo({v). Notons EW ; la mesure borélienne,
pasltive, bornée, défin;e par

E¢tw) = Y(E{w)) , pour tout wec B{I-n,n])

Nous avons

Io - 112

Wiz -v-vy = (2~ elM2 L T1M2 )dEﬁ(A)
-

2 [ (1 - cosx/2)dE, () .
g v
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p2 -u-ut) = " o2-ett- e—iA)dEw(M
-T

2
un -1
[ | .

2 " (1 - coalrdE, (M)
- v

Or, 1 - cosAf2 s 1- cosh , pour tout X e¢l-w,n] et donc
v-1 - u-1
bo - 1, s Ju - 1,
) qged.

Proposition 1.2 : Soient a, une transposition et wu, un uni-

tailre d'une algibre de Von Neumann M. S5i afu) = u, alors

a et Ad u su eont conjuguées par un automorphieme intérieur.

Démonstration : Par le lemme 1.1 , u peut a'écrire va(v)
Donc, Ad u ¢a = Ad (va(v))ea = Ad v cgeAd v*

ged.

Lemme 1.3 : Soient M une slgébre de Von Neumann ; o ¢ Ant(M)
et u un unitaire de M tels que u2 =Adu et alu) = u* .

Si -1 n'est pag une valeur propre de u ,il existe un unitai-
re v ¢ M avec ut = valv*) .

Si, de pius, T M: , 8lors v peut 8tre choisi tel que

b -1l s fu-al, -

Démonstration : Considérons i'unique réeolution E de 1'iden-

tité telle gue - )
u= ["erarmy .

-1
Comme, par hypoth&ee, afu} = u* , nous avone Sp(u) = Sp(u}

et af{E{w)) = E{-w) pour tout ensemble borélien w de ]l-m,1)



Comme E({r}) = 0 , nons avons : st Z

[ foaE() = f £MIEEGR) , ¥ fe Lg(lem,md) .

|A]sn [x]<m T
Alors,

ve [ e M2 45(0)  eat un nnitaire de M avec

ENEL BT e

v® = u* et a(v) = v* . Ainsi, nous avons bien u*-= va(v*)%;

Par un calcul tout & fait aemblable a celui du lemme 1.1 5 on-
vérifie que Jlv - 1ﬂ¢ < Ju - 1"¢
ged. - e b

Lemme 1.4 : Soit M, nne algébre de Von Neumann contilnue, de

genre dénombrable , Denx s.u.m d'ordre n<e sont, alors,

unitairement &guivalents.

Démonstration : Comme M east isomorphe & une sdmme'direéte

* . R LA 4
de deux algébres continnes, l'une finie, l'antre proprement

infinie, 11 suffit de démontrer le lemme dans ces deux cas.

Solent (e )

1.3

. ' £, ). .
1,=1,...,n " { 1,3)1,3 = 1l,00.,n
deux s.u.m. d'une algEbre de Von Neumann M . Ponr montrér ‘

qu'ils sont unitairement &quivalenta, il suffit de vérifier- -~

que e, ~ fll . En effet, il existe alors une isométrie’ par--

tieclle w de M telle que wW'w = g , wWw* = f . Posons

11 11

n
u=§ £,

wa. . . C'est un unitaire de M tel que
hEXY 3.1771,] . - : [,
Ad u (e, ) = £, o , ¥ os,t . ) .
Si M est finie, continue, nous avons n(ell) = n(fllﬁ =1
ot ¥ désigne la trace centrale canonique sur M , donc e, "~ £

Si M est continue, proprement infinie, tant By ¢ que f11
sont proprement infinie, donc, comme M est de genre dénombra-

ble, par la prop. 4.13 de [30] . ey~ fll'



Lemme 1.5 : Solent M une slgébre de Von Neumann continue,
de genre déncombrable et o une transpasition de M . Il existe
alors un unitaire v de M avec a{v) = -v .

Démonstration : Soit un s.u.m. de M. Par

&y, 471 51,5 s2

*
le lemme 1.4 , 11 existe w ¢ U(M} tel que wa(e, ,}JWw = e, . .
.l 1,3
Comme o est une transpasition,
2
* = =

Ad (wo(w ))(ei,j) (Ad wea) (ei,j) ei,j

et donc wa{w*)} commute aux ei j (1 =1,j s2) . Posons u,
r
1l'unitaire de M , &gal & e w+ e a{w), et B = Ad u-°Q
1,2 2,1 ‘

Nous avons:

= = *® L]

a{u) u(w)u(elfz) + wu(ez,l) a(w) (w ez,lw) + wiw el,zw)

& =
ezll(u(w)w Jw + el,2w u

et donc, par la proposition 1.2, B est une tranaposition, inté-

It

rieurement conjuguée 34 ¢ , Comme

B{ell) =2ad u ¢°a(e,.) = Ad u (ARd w* {eLl)) =

11

- * * =
leg 2 + ey @ (wiwhle; {e, § + &) Jwa(wh)) = ey, ,

' [ - - 1 = - [ |
l'unitaire v' = 2e;, -~ 1l=1¢e;, - e,, est tel que B(v') v .
Comme un conjugué de @ satisfait la conclusion de 1.5 , il

en est de méme de la transposition o .

ged.

Remarque 1,5.1 : Une autre démonstration de ce lemme a &té

donnée par E. Stgrmer dans (23] (Lemme 2.12)



Lemmé 1.6 :  Soient M, une algébre de Von Neumann continue,
dé génre dénombrable ; a € Ant{M) et wu nn unitaire de M
tel dqueé a2 =adu et afn) =u* . Il existe alors un unitai-
re v e M, avec u* = va(v*) . De plus, si y ¢ M: . alors v

peut ‘&tre choisi tel que - “v - l"ws 2]|u - 1"¢ .

Démonstration : Décomposons u en -p+ w ol p est le
projecteur spectral de u , associé & la valeur propre =1 et

w un opérateur partiellement isométriqué avec ww* = w*w =1 - p

MO TN a1} = foze w1 - B |

2 2
'-2p ﬂw + ﬂw -1 - p) "¢

Do;c, "pﬂ#S kl/z) ﬂu

1|uj et Jw-a - mf,s e - 1“¢

Comme, par hypoth&se, alu) =u* , nous avons alp) = p et

done, par restriction, o« dé&finit un antisutomorphisme de

1'alg@bre de Von Neumann continue MP (= pMp}. De plus, comme
ali= Ad n , a egt nne traheposition de My Donc, par le
lemme 1.5, il existe un unitaire x de pMp tel gue

a(x) = -x et nx"lIJ = IJJ(x"'x)]'/2

= v 2 = |p),
Sur M ;, @ est un antiautomorphisme aveé a2 = Ad w et
a(w) = w* , Par le lemme 1.3 , il exigte alors y € M tel q§e

LIRS YYo= 1P, yalyt) = wh et |y -(1-p) s fw -t1-m |,

Posons v = ix + y . C'est un unitaire de M avec

va{v*) = [(ix + Yia(~ix* + y*} = (ix + y) (ix* + a{y*})

= -xx* + ya{y*) = ~p + w* = u*
Tyl = Jxc-p vy = bx - 2], + [y -a-w),

s2fpf, + lv-u-p], = 2 fu - 1ﬂw
ged.



Remarque 1.7 .: Solent M un facteur, de genre d&nombrable
et o un antiautomorphisme de M , dont le carré .est intérieur.

Il existe alors une transpoaition B de M avec a°8 ¢ Int(M).

Démonstration : S1I M est un facteur de type I, la remarque
e6t triviale, Nous pouvons donc supposer gue M est un facteur
continu. Comme az € Int(M) , i1 existe un unitaire w de M

avec o = Ad w et donc wa{w) = Al ¢ € ,[A| =1 , car

Ad weg = u3 = a°Ad w = AQ a(w*)eq

Posone u = l—lfzw . Nous avons alors 02 =Adu et af{u) = ux.

Par le lemme 1.6 , il existe v ¢ U{M) tel que wva{v*) = u*
et donc tel gque Ad ¥ sa soit une transposition de M. La re-
marque est donc vérifiée en posant B = Ad v ca

ged.

Lemme 1.8 : Soient M une algébre de Von Neumann continue

et o, une transposition de M. Pour tout 1 s n <« , A e €,

IAl=1 , 11 existe un s.u.m. {fi'j)15 1,4% n de M avec
a{f ) = Aiwj f s pour 1 =i,j= n .
1.3 j.1i
Démonsgtration : Soit (e ) un s.u.m. de M.

i,3°1 54,3 n
Montrons gqu'il exiate un opérateur partiellement isométrique w

de M tel que wrw = eyq ¢ wWwk = a{elll et a(w) = w .
P : = . ur 1 si,js n . C'est un
osona ei,j G(EJ'i) + PO ]
. o
a.u.m. de M et donc,par le lemme 1.4 , e11 el u(ell) .

Solt alors v, une isométrie partielle de M avec wv* = 247

et v*v = a(e,.) . Comme az = 1 , nous avone ausasl

11



a(vi)a(v) = ey, et a(via(v}) =ale),) . Soit 'x = a(vr) i,
C'est un unitaire de eLlMGLl tel que ’ ST w

(hd v* ou)z = Ad (v*o(v)) = Ad x* et

Ad v* oca(x*) = vra(vra(v))v = viva(v*)v = ele =X
Donc, par le lemme 1.6, appliqué a eLlMeLl » Ad v* ea et x* .,
1) existe Yy € em_!“!el’1 avec y*y = yy* = eLl et Cx e
yAd v* ¢« a(y*) = x . Posons w = vy* . Nous avons : -

wrw = *yy* = ye y* = * = e

Yvivy b Lly yY 11 .

ww*

vyryv® vellv* a(elg)

]
£

VErifions aussl que 1 a(w) . En effet, nous avons

yAd v¥ealy®) = x = a{v¥)v ==> yvra(y*) = a{v*) . - .

i

yv* = a(v*)ati) = a(yv*) =y w* = a(w*)

wop K

L3
Posons u = I Aja(el Jwe, ., . C'est un unitaire de M tel que
. :‘.: ,J l'J B . - FRNRE
. ]‘i N - - ar
= *
Ad u (et,s) Eii X q(el,j)wel,jet,sei,lw a(ei'lr . ..
t-&

18

A “‘el,t)w w*a(es'l)‘

®1.,t%,8%,1

k-5 t-s. Ty Lt

= A a‘el,t)“(ela)“[es,ll = A “afe

pour 1 Ss,tzn , et - cotT

- 7 33 G | ' =
a(u) jE A “(el,j)“(w)el,j %1 A u(el,j)wel,j u .

Donc, par le lemme l.l, 1l existe un unitaire a de M avec

u = g{a)a . Posons a* , pour  1s 1,j<.n.. Les_fi__j
Lt e rL

£ = .
1,3 aeiuj

forment un s.u.m. qul satisfait les conclusions du lemme, car,

Yata) = a(a*)u(-\l_jej Juraa)y

a(a*a(a*))uli—Jej iu*[a(a)a)a* = X1 “ae, ,a*

a(f }

a(a*)a(e

13

1.3 i,3

= ‘Ai_ij ' pour 1s4i,jsn .
r

ged.



‘2. FACTORISATION DES ANTTAUTOMORPHISMES PAR DES ANTI-

AUTOMORPHISMES DU FACTEUR HYPERFINI DE TYPE II

1

Le principal résultat, démontré& icl, est 13 pro-
position 2.3 . Pour tout antisutomorphisme a d'un facteur
de McDuff M , & prédual s&parsble, nous construisons, pour

tounte suite (n_ ) d'entiers 2 1, un unitaire 3 de M et

y'vzl

v
une suite {(ei,j)ls i,3 snv} v 21 de s.u.m. de M , commu-

tant deux A deux, et satisfzisant lee conditions suivantes :
‘ao v = v

{a) Pour tout vz 1, Ad a(el'j} t=.-:.”1

(b) Le sous-facteur K de type II, , engendré par

(15 1,35 n, )

les ei?j , factorise M en le produit tensoriel de K par
R'N M,
Nous montrons, de plus, que 81 o est une transposition de M,
nous pouvons choisir a tel que a{a) = 8 et donc tel que
Ad a ea est une transpositlon.

Commenqoﬂs ce chspitre par rsppeler, pour &tre

complet, un résultat bien conmn .

Lemme 2.0 ¢ Soit N , une 3lg&bre de Von Neumann finie.
Si, pour tout nz1l, 11 existe une partition de 1l'unité
(pj)j =1,...,n dsne N , alors N est continue .
Démonstrstion : Remsrquons tout d'abord, qu'il snffit de
vérifier l'assertion suivante :

(1} Tout projectsur non nul £ de N majore un projecteur fl
avec C(fl)C(f-fl) #o.

{ c(fl) désigne le projecteur central de fl dans N }



En effet, soit e , un projecteur abélien de N. Si e # o,
il exlete un projecteur e, ée tel que c(el)c(e-el) # o .
Par consé&quent, ([3a). Cor.4.5), 1l existe deux projecteurs
et f,4e-e . Comme e est

1 2 1
= ec(f11=ec(f2) =f2 . Or, cela est

non nule, é&quivalents, flg e

ab&lien et que f_ ~f f

1 27 1
impoesible, car, par construction, flf2 =0 . N ne posséde

donc pas de prgjecteur abélien non nul, ce qui prouve que KN
est continue.

. Démontrons maintenant (1) . Solent £, un projecteur
non nul de ﬁ et fh ; son image dans Z(N), le centre de N,
par i'appliqation ] canonique de N ([30].7.11). De par les

propriétés de.ﬁ . fé > 0 , donc 11 existe un e>o0 et un

projeéteur p#o de Z(N) tel que f"p}ep . Solent alors

melN, tel que 1/m < e et (ej) une partition de

lsj<m

' eq = 1/m-1.

"
1'unité dane N . Corme e, =1 et que e ,~e,
. . 313 i i

J
P, = pey est alors un projecteur de N avec

§
P; = Pef = {l1/m)p s ep < f .
Par coneéquent, ([30],7.12), pi { £ . soit £, » un projec-

teur de "N avec pirvfl ' fl-s f . Vérifione que

chl)C(f_fl) £o0o .
On‘a-;'
. LI .f& g)
pc(el)c(f-fl) > p(f—fl) ‘— pl Py
; .

c(fl)c(f-fl)

plf'~(1/m)p) > o

ged.
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Lemme 2,1 : Sclent M , un facteur de McDuff & prédual sépa-
rable ; o < Ant{M) ; p ,un entier 2 2 ; A ¢ €, [A] =1 et
w , un ultrafiltre llbre sur IN . Alors, il existe un

a.u.m, (F dana Mm tel que

1,3 151, 3p

1=3g (1si,3sp)

um(Fi,j) = A i1

" Démonstration : Par le théoréme 2,2,1de [?#1, M, est une
algébre de Von Neumann de type II1 . Si la période asymptoti-
que de a2 . pa(uz) , est nulle, le théoréme [ 7 1. 2.1.]
1mp1ique que ai est stable, et donc, par les lemmes 2.0
et [71.2.3.3 , (Mulam est de type I, - si pa(az) = n>o ,
aiq est proprement exté&rieur pogr l<gsn-1 et a, = 1, par
[?1.Prop.2.1.2 , et donc (Mm}au est une alg&bre de type IIl
({9 1.111.2.15).

Pour terminer la preuve, 1l auffit alora d'appli-

2
quer le lemme 1.8 & th)au et 3 a,

ged.

Lemme 2.2 : Soient M , un facteur de McDuff, & pré&édual sé&pa-
rable ; a € Ant(M) ; p , un entier 2 2 et ¢, un &tat normal,
fidéle de M . Alora, pour wlo...,-wq €M, et e>o , 1l existe
un unitaire a € M et un s.u.m. (ei,j)lsi,jsp de M , satia-

faieant lea conditione suilvantes :

(ay [y ey s e pour r=1,...,9 et 151,55 .
I 'j

. = 4,j§5p .
(b) Ad = a(ei’j) 5,1 pour 1%1,3j35p

() Ja —:L[I(15 Sf
et 51 o eet une tranepoeition ,

(d) a{a) = a .
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Démonstration : Soit w , un ultrafiltre libre sur N . Par

le lemme 2.1, il existe un s.u.m. (F dans M,

1,371<1,j<p
tel que o« (F {(1<i,jsp). Soit ([ 7 1.Prop.1.1.3)

k)
i,3'1s1,§sp

ves de (F, .}

= F,
1,59 = F5,1

{ (£ ] X ¢ N} , un syst2me de suites représentatl-

, of, pour chaque k ,

k
. £ .
1,3 1,511, 5p

est un s.u.m. de M.

1<i,jsp

est équivalent 2 c:(fk )

11
11 exiate ([ 7 ]. 1.1.4)

k
Pour chaque k , fu
w =
N d'opérateurs partiellement isométricues
Ky, um =£F

k' Tt

- *
(1.1k )—k——;?o ) fortement .

)

{Lemme 1.4) et comme am(F

une suite (uk)k ¢

telle que wu* = a(f

k% Ll et telle que

k
Pasons, pour tout k e N , v = 1.‘:‘ u(fl J)uk 1.5 ¢ U (M}

La suite (vk)k IN est w-centralisante. En effet, pour

("

lsj<p , tant (u.(f l,j)ksm

1, j”k n rdue le sont. De plus,

comme (u )k N est une suité bornée telle que
k

- *—
(uk fhl )T-_:--d]—) o |, fortement ,
(uk)kelN est a:‘uaai w-centralisante. Par ailleurs, (vk)ke N
représente I a (F .)F F =1 et donc
P s 1,311,
vy = 1 ]_E_-r_m)o , *- fortement .
“‘ k k
Comme u}*ca{fu.?uk = fl,l , nous avons, pour l<s5,tsp ,
K ok K £k
* =
Ad v oa(fs't) i.,izﬂ fj u u(fj l)u(fs,t)a(f )le 1,4
k * k k _ k
= ft,luku(fl,l)ukfl,a = ft,s
k
Comme chague sulte (fi,j)ke N est w-centrallsante et que
* o - .
(vk 1 )T:—m}o *- fortement ,

11 existe k tel que (a),(b) et (c) sount vérifiés, avec a = v;*c
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Supposons malntenant,que a est une transposltlon.
Posons Yy = via(vk} et notons Fk , le sous-facteur de M ,

engendré par les fk . Par constructlion,

1.3

2
Ad vﬁ o £ Ant(Fi(\M) et Ad ¥ Fk = (Ad vﬁ o) Fk =1 ,
donc Yy € Fi N M . De plus,
* = * * = * = y¥w .
Ad i u(yk? vka(vka(vk))vk u(vk]vk Yy
Comme (vk}kE n €8t une sulte w-centrslisante et que

Vk"ml . *-fortement '

11 en est de méme pour (yk)keln . En appliguant,pour chaque k,

le lemme 1.6 38 F! N M, Ad v¥.a et yk ; nous obtenons une

k k
suite (zk)kelN d'unitaires de M telle gue u(zkvi) = zkvi R
) k k
* * *
Ad (zkvk) oa(fi'j ) = fj,i et z vk — 1, fortement .

La démonstration se termine alors comme ci-dessus .

ged.

Proposltion 2.3 : Sclent M un facteur de McDuff, a4 prédual

séparable et o ¢ Ant(M) . Pour toute sulte (n‘,]v21 d'entlers

n“ 2 2, 1l existe un unltalre ac¢M et une snlte de s.u.m.

{ v

e’ ) . dsns M , commntant deux & deux et sstisfaisant
1,3 lsi,anu

les conditions sulvantes :

: v v
(a) Pour tout v , Ad.aou(ei'j) = ey 4 (1s1,3sn)
Posons Av +,le sous-facteur de M , engendré& par les ez 3
.

(b} Les A, engeridrent un sous-factenr A de type II1
de M , qui fsctorlse M en le produit tensoriel de A par
A'NO M,

Dg plus, sl o est une transposition,

(e} ala) = a .
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Démonstration : Soient ¢ , un &tat normal ,fid&le sur M
et (wj)jzl , Une suite dense dans M, . Nous construisons
par induction sur v , une suite ({a )

}

r
a, val d'unitaires de M

et une suite {({e’ de s,u.m. de M , satis-

i,j)lsi,jsnv vzl

faisant, pour chaque v , les conditions suilvantes :

(a) Le facteur A, , =ngendré par les BI . , commute
r

]
Bvec Al ' Az ""’Av—l .
\ 2
(B) "[ei,j' wklll S & pour ksv , 1si,jsnv
n
v
]
{y) a, e (AflAzu...UAv_l) pour v> 1 .
¢ -y
&ty .o.oa) - tay eeap Iy <27 pour v>a
(¢) a_ = Ad (e B,) *a satisfait o (ek ) = ek
v AU § v 1,3 j. i

pour X s v .

De pius, si o est une transposition , u(av

...al) = a,...3
pour v z 1 .

Pour v = 1, les conditions {a), (y) et (6} sont vides st
la démonstration de (B) et (e) provient d'une application
directe du lemme 2.2 &4 M, a, ng et wl . Supposons (Al,al),
(Az,az),...,(Av,av) construits et déterminons: Av+l et 2541 "
Solent aY 12 sous-facteur de M , engendré par Al,...,AV [-14
, son commutant relatif dans M . Comme M est ldentique

~

AVeA , 11 existe un nombre fini 4'&léments ﬁjl""’wr ds

cfe

t

A, =t un e>0 tels que ;

*) € xek, [ x] s, llrﬁj,x]ﬂ«: , lsjsr 1 =

={v+1)
= [ "twk.xllls E_E:t__ » pour lskswl ]

Morl
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Comme la restriction de ¢ & A est fid&le, 1l exiete n>o avec

~ * 1
() [ aeU(a) ; [ja - l“¢<ﬂ]=§["(a - llau...a1ﬂ¢ < ;;IT ]

Posone & , la reatriction de a, A X .5la estune tranepo-

sition, par hypothé@se 4'induction,

ai = (Ad (a,...a) ea)? = ag [{a,...a}al(a,...a)%) ] =1 .

Par le lemme 2.2 , il exiete un &.u.m. (ei,j}lSirj5nv+l et

un unitaire & de A tels que :

{a) ﬂ[wk, 5 1 <€ pour lsksr , Lsi,j=n ., -

(b)) Ad a « u(ei'j} =e ’ 1si,anv+l

{c) "s l!]¢ <n

J.l

{d) a(a) =& , 61 & eet une transposition .
Posons ev+% = e et a = 2 . Nous obtenone (B}, par (*)
1,3 1,5 w1

et (a), et (8} , par (%} et (¢} . La vérification des condi-
tiona (o} et (Y} esat immé&diate. Par (b), nous avone :

v+l _ . o YO v+l
uu+1(ei'j) = Ad a e (lsi,j=sn

w1 e,y T ey !
et pour k 5 v

vl

- (ek ) = ek
Wl v i,3 j.i (1si,jsnk )

k
j.i
De plue, 61 @& est une tranaposition, noue avona par (d),

car, par construction, a commute avec uv(ef j) = e
L]

w1l

a“(av+1) =8, et donc, en utilisant 1l'hypotheee 4'induction,
a(av+1...al) = G(au...al)u(av+ll =

= (au...allu(av+1)(au...all*(av...al)

= uv(av+l)(a '.al) = {av+1' .al)

La vérification de (&) eet donc terminée .
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Fin de la démonstration : Comme ¢ est fidéle et par (5) ,

{a ) converge *-fortement vers un unitaire aeM , gui

NE .al

satisfait, si o est une transposition, af{a) = a (par (e)),

vzl

ce qui démontre (c) . De plus, nous avons, pour tout X'z 1 ,

k } ek
i,] i

Par {B) et les lemmes 2.3.5 et 2.3.6 de [P ], les Av engen-

Ad asule (lsi,jsnk }, ce gqui prouve (a}.

drent un scus-facteur A de type II1 , qul factorise M en

A®(A'n M), ce qui démontre (b) .

ged.
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3. DEMONSTRATION DU THECREME 1

Rappelona 1'é&noncé du théoréme 1 , mals aupara-

vant, donnons la définitlon suivante :

Définition : Sclent M , une algtbre de Von Neumann et
H , un eocus-groupe de A(M) . Deux Eléments de A(M) o et
B sont dits H - E&guivalenta a'll existe 9 ¢ H tel que
B = Boaoe_l
Théoréme 1 : Solent a et B deux transpoeitions d’'un facteur
de Mchuff M , & prédual séparable. hAlore, ¢ et £ sont

Int (M)~ &quivalentes 61 et seulement si a.B ¢ Int (M} .

Comme Int(M) eat un goua-groupe normal de A (M) ,
la nécessit€ de la condition eat &vidente.
La démonstration de la suffigance de la condition
se divise en trois parties. La premifre, composée du lem-
me 3.1, nous permet de auppoéer que a et £ aont telles que:
{a) la période aaymptotique ([ 7 J.D&f.2.1.1) de aef eat
nulle.
() s8i w est un ultrafiltre libre aur IN , alors, pour
tout entier p22 , 1l exiate une partition de 1'unité
1’ dana M, telle que,pour osjsp-1 ,

B§) ocysp-

uw(P ) =P_ et Bw(P

3+l ) =B T

] ] ]
Le point principal de la deuxilme partie eat la

preuve du lemme 3.6 , qui .eera appliqué, de maniére ré&cursive,
dane la démonstration du lemme 3.1lo , qui est le coeur de la

trolaigéme partie.
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Plus précisément, le schéma logique de la preu-

ve du théoréme 1 .est le suivant

3.0 3.1 ‘3.2
~ i)
3.3 3.4 3.5
Ny v 7 3.7 3.8 3.9
3.6 “"A/
TS 3,10 ——> fin de la démoustration.

Le lemme 3.0 est certainement bien connu, mais

nous en donnons une démonstration afin d'étre complet .

Lemme 3.0 : Soient M , une algdbre de Von Neumann continue et

nelN .si (p.) est une partition de 1'unité& dans M ,

j"1l<j=n

alors le commautant relatif dans M des est une

tpj)lsjsn
algabre continue .

Démonstration : Comme, pour lsjsn , Py et Py

(pn+l = pl} 11 existe des opérateurs partiellement

sont équi-
valents

isométrigques u de M avec tn, = p, z* = p, . Posons
E 3 BiMy TPy e B3R5 T Pyyg

u , l'unitaire z uj et solt P , le sous-facteur de type I

kLS
de M , engendré& par le &s.u.m. { e, . = 1::1'-:I P

| 1si,3sm } .
o3

3

Le commutant relatif dans M des est isomorphe a

(PyY1<4sn
(rn @(P'M M) et donc est continue. En effet, comme tout x ¢ M

"

L} 3 1
s'écrit de mani&re unique Li: xi,j ei,j avec xi,j e (P'NM ,
. , o
sty « {‘Pj)lsjsn AR Y = I Yy4 %,
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Lemme 3.1 : Sclent M , un facteur de McDuff, A prédual
eéparable ; a , § des transpositione de M et w , un ultra-
filgre libre sur IN ., I1 exis;e alors deux transpositions
@ , Int(M) - &quivalente A a et £ , Int(M) - &quivalente

4 8 , satisfzisant les conditions suivsntes :

(a) pS(E-E) =aqa.

(b) Pour tout entler pz2 , 11 existe une partition

Ll -
de 1l'unité (Pj)osjsp—l dans Mm telle que :

um(Pi) = P—i+1 et Bmtpi) = P_1 {osisp-1) .
Remarque : Leszs indices sant calculés modulo p .

Démonstration : Soit (qu)jzl + une sulte dense dans M, .

Commengons par démontrer l'aesertion suivante :

Assertlon : Pour toute guite (nu)uzl d'entiere 2 1, 11 existe
}

une suite { (e de s.u.m. de M , commu-

i, j osd, jsn vzl

tant deux & deux et deux tranepoeitions LI Int{M) - &gui-~
valente & o et Bl , Int(M) - &quivslente & g , telles

que,pourtoutvzl,

-y
1) u[¢r, e ]ﬂ { ~—~— pour rsv , osi,jsn .
{n +1)
\y \ \ .
{2) ul(ei,j) &1(e1,j) 51 (osi.:snu) .
Démonetration de l'assertion : Soit (m ) , la suite

k' kal
d'entiers dont les premiers termes sont :

nlrnl:nzrnlanzrnafnl:nz.rna ,n4.nl,n2.n3.n4.n5.n1,....

Par la proposition 2.3 et sa démonstrstion, sppliquée a ©
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(resp. B) et 3 la suite (mklk)l (11 existe un unitaire a°-
£
i,j o=5i,jsm

-

(resp. b), une suite {({f k}(resp.{(g}:’j)oSi )

fJE=my
de s.u.m. de M , commutant deuxz 3 deux et tels gque, pour

tout k21 ,

k _ k _ k.
(g) Ad a na(fi )= £ {resp. Ad b °B(gi,j} = gj i)

] j.i
pour bsi,jsmk .
{b) af{a) = a (resp. B(b) =Db) .

(@ Joo£] 1] = 27 S

X -k 2 L
(resp. "[wr'gi,jjil < 27 /im+1)" ) pour osi,jsmy
et r =k .

) de

Construisons, par inducticn, une socus-sulte (mk p2l
p

(mk)kzl et une snite (up)pal d'unitaires de M telles gue :

(o) m, = np .

P k

(1) up commute avec les gifj . osi,jsmkr, l<r<p-l .

Pour teout p2l , posons vp = upup_l...u1 -
kr kr >
ii v £ 5, vy = . our o<i,jsm et r=1,...,
B vty 5 ¥p T 90,3 P I, R

(ii1) ||¢joAd vy - yyerd v | s 2~ {pm1)

pour 1l<jsp-1 .

|i¢juAd v;1 - yyoAd v;fl I s 2~ )

Comme les conditions (i) et (iii) sont vides pour p =1, le

premier pas de l'induction dé&coule directement du lemme 1.4

Supposons my , uq construits pour g<p et d&terminons my
q p
et u_ .
p k
Soit P =1{ g r_ ;, osi,j=m s r=1,...,p=11"'"\ M
i.3 kr )

Par construction, gt € P, pour k>kp_ et par (ii),

| 1
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k
vp-lfi,j V;J—l ¢ P pour k>kp_1 . Soit w , un ultrafiltre

= N =
libre sur IN et posans Kp { k e Nj k.>kp_l et m np } .

Par définition de 1s suite (mk) est un ensemble

k=1 ' %p

infini. Soient {resp. (G } les

(Fi,j)osl,jsn? :I.,j)osi,jsnp

s.u.m. dans Pm , correspondants aux suites w—centralissntes

k . k
{ (vp—lfi,jvp-l)osi,jsn }ksx {resp.{ (gi,j)osi,an }ke x )
P P P P
Comme FLl est équivalent & le1 dans Pm + 11 existe un

opérateur partiellement isométrique U Pw tel que

L ] *
F =4 G,. =00
11 Li] et 31 .

Par le lemme { 72.1.1.3 (b) , 11 existe une sulte w-centrali-

L]
sante (wk)k X d'unitsires de P tels gque

fk wh

k
* =
1,jvp-1 k= gi,j pour o<i,jsn,_ et ke Kp'

wkvp_l X

Il est clair, slors, gque pour un couple (k , wk) canvenable
lee conditions (i), (ii) et (il1i} sont blen remplies. Posons
slors kp =k et up =Wy Conme k CKP, 19 condition (o)
est é&vidente.

Paosons g = lim Ad vp . Par (111), o ¢ Int (M)

p-bu
k
et par (i1), o (f P, g P pour pzl et osi,jsm .
1.3 i,3 . kp
Pour terminer ls démonstration de l'aesertion ,
k
posons, d'une part, e; . = gi“ , pour tout vzl et
v] eJ
osi,jsnu et d'asutre part,
= (-] L. L] -1 - @
o =0 Ad 8 ca° O et Bl Ad be B .

Par (b) et la proposition 1.2 , &) (resp. Bl) est Int}M)-équi-

valente 8 a (resp. B) et par (a) et la définition de o , oy

et Bl satisfont le point (2) de 1'assertion.
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Fin de la démonstration : Soit (n ) ’
———————————— v vzl

tiers dont les premiere termes sont donnés par :

la suite d'en-

1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5;1;--.

v
Soient {(ei,jjosi,jsnv}vzl ;, une suite de s.u.m. de M
et ul ' ﬂl satisfaleant les conclusions de i'assertion
relativement 2 la suite (n ) ci-dessus,
vivel
n, v nu v
Pour chaque w21 , posons cv = Jle-i+1,i et du = Ji e-i,i
Solent Kv , le sous-facteur engendré& par les eI 3 et tv .
’

la transposition de Ku ., définie par
U =
i3 Jei
Comme cv et dv sant dee unitaires de Kv , eatisfaisant
* = * =
cvtv(cu) dvtv(dv) 1 .,
1l existe,par le lemme 1.1, deux unitaires x, et ¥, de Kv
tels que xvtg(xv) = cu‘ et thv(YvJ = dv .
Rappelons que si x ¢ K I=lls1 .

v s
= e’ . . , . 1.
X ‘,}:}AiaJei;J o Aylye o2y 5f =

De plug, par l'assertion,

v
"[ﬁr'ei,j]" =

2 pour oxgl,j n et rsv
(nv+1) v

Donc, nous avons, pour v»2 et rsgwv,

fo oaa %, _;.-ox) =% oBd (x,_)...x)) f =
(*)l = l¢iI°Ad xv - !Px_ Il =I "[lprrxv] l[ -1 1/2\)

Y
o, ond (x,..ox)* =9 oAd (x,_;...xp* || < 172

= e . * .
Posons %iﬁ; Ad (x\)xu_1 xl) . Par (*) X € Int (M}
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et par construction, nous avons

-1, v v _ v
xealnx (ei,j) Ad (xvtv(xv))(ej,iJ = Ad <, (ej,i)
= a v ‘ '

=j+1,=1+1

Posons, de méme 1] 1lim Ad (yvyv_l...yl) . Par un calecul

v-’ﬁ -
semblsble, noue avons : P € Int{M) et

-1, v _ v v
L n61n¢ (ei,j) = Ad (yutu‘yv))(ej,i) Ad dv (ej,i)

v
= e
-3,-1
~ -1 ~ -1
Posons o = xnulnx et 5 = tho Blnw .
Vérifions que pa(a°§} = o . Conme, pour tout v 2 1 ,

v

. oy
aoBley ) = 841,501

et que, par définition de la suite (nv)vzl , tous les

entlers y apparalesent une infinité de fois, ;°§ est exté-
rieurement conjugué a §°§ @ s; ¢ pour tout p=2, par défi-
nition des a; ({8 J.Prop. 1.6). Par le théor2me 1 de [ ¥ ],
cela démontre que pa{a°§ )y =o .

Prouvens 3.1 (b} . Scit p, un entler z 2 et posons

P =1 ve an\J = p-1 } . Par définition de la suite (nu)u21

P est un ensemble infini. Pour v ¢ P , soit p; = e;j

t
j)OSjSp-l forment une partition de l'unlté& dans M

Les (p“

avec ~ eV W - Vv
) = t D o=po. .
a (py) Py © B(pJJ P_;

{

v
(pj)ostP-l }veP est clalrement une suite w - centrslissnte

et donc représente une partition de l'unité

Pj)osj5p—1

dsns M, - Comme aw(Pj) et Bw(Pj) = P__j . le

= P?j+1
lemme est bien démontré .

qged.
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Lemme 3.2 : Soient M , un facteur de McDuff, & prédual ,

séparable et @, B  deux transpositions de M , avec aeB ¢ Int (M}

et F%(anﬂ) =0 . _ Co
\ . ; -
Alors, 11 existe une suite (zp)P em d'unitaires de M
telle que, gquand p -+ ® , o n
(a) Ad zy —-> aoB dans Aut (M) . Co et
k AR
(b) f(a(z) - zk ) + o, * - fortement et s
P P B vy
k k : .
(B(zp) -z ) + o, * - fortement , pour tout ke .

Démonstration : Par le lemme 3.1.1de [ # 1, 11 existe une ..

sulte {yp)gew‘d‘unitaires de M telle gque, quand p* © ,

-

(1) »ad yp —3 acf dans Aut (M} .

~

t

k

b ) + o *-fortement , ¥ k¢

k
1i o -
(11) (o B(YP) y

: B Tk
Pour tout pe™ , posons wp = ypoty;) . C'est un unitaire

: . S =

de M . Comme par (i), Ad Ypoo asB.a dana A{M) , nou§ 9

. : P SR

avans

2 _
Rd (¥ alyf)) = Ad w == {asgral” = 1 dane Aut{M).

w_} est une suite centraliéante.-
P PeW™

Soient y , un ultrafiltre libre sur IN et W , l'unitaire.

Par coneéquent, |

de M , représenté par (w_} . ‘Il appartient - & 1Mw)uw°3u
w

“ppew

la sous-algdbre dee points fixee de M eoue uwon o

En effet, la euite (a°8(wp))p¢gw est &guivalente & la auite
ca. comm r (ii

(wp)pcIN , X, e, par (ii},

(auﬂ{yp) - Yp);;E a et (uoBoa(y;) - u(y;));it o,*-fortement

et gue, par (i), &Ad a(ysl F:;§ Boa dans Aut(M) , nous

obtenons, par le lemme B.4.2} , que :
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(G°B(YF)GanG(YE)-YFG(y;)J = (unB(wP)—wp)P;”o *-fortement .
81 (x) est une sulte w - centralisante, 1l en est de
P peN
méme de la sulte (Ad ypom(xp))pdM , par (1) et le lemme B.4.1).

Ceci noue permet d'énoncer l'assertion sulvante :

"Aseertion : L'application, qui,3 toute suite représentative
L]
(xp)PclN de X ¢ Mw , associe l'élément de Mw ;, représenté

par la suite (Ad yp.u(xp)) , induit un antiautomorphisme

pe IN
v de Mw ayant les propriét&s suilvanteg:

B

[+ S
w oW

{1} v laisse (Mw) globalement invarilant et donc

. asB

définit, par reetriction, un &lément y ¢ Ant((Mm) wowoy
2 ~ 2 asB

{(2) ¥" = Ad W et donc, ¥ =Ad W ¢ Int((Mw) ).

(3) YW =w .

Démonstration de l'assertion : ¥ eet blen définil, car, si

xp)pew est une suite w - centralisante de M , qui tend

vers o, *=fortement, 1l en est de méEme, par le lemme B.4.2)
de la eulte (Ad Yp°°(xp))pelN .

Il ést clair que ¥ est un antiautomorphisme de Hw ’

car, pour tout p e IN, Ad ypuu ¢ Ant(M) .
asfh
W w

Solt , une suite repr&eentative de XE(Mm)

(xp}pciN
Pour dé&montrer (1}, il suffit de vérifier que les deux sultes
w - centralisantes

(ad (aoa(yp)) {a (xp)))pE N et (Ad yp(u (xp)))pE N
sont &quivalentes, car par le lemme B.4.2),

{acB(Ad ypou(xp)) - Ad (aoB(Yp))oa(pr) P—:wO,*-fortauent .
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Comme - =um_( X) e M et que, par (i), (unB(yP)-yP)

w

Pe N
est une sulte w - centraligante, qui tend vers o , *-forte-

o - h— * - -
ment , {{a B(Yp) yp)u(xp))P*u? o, *-fortement

Par le lemme B.4.2), nous obtenons :

; o - .- * _) *_f -
fa B[yp) yPJu(xPJu B(yp) e o, ortement

On montre de la mSme maniére, que :

o . o * .— *l . o
Yo (xp) la B(yp) yP) P-'“‘> o,*-fortement

ce qui termine la démonstration de (1).

.Comme {w ) = (ypa(y;)) eet une euite représen-

P peN
tative de “W. ; (2) esat clair.

pe N

;(W) .eat ‘représenté par
= * = *), . .
(Ad y oa (W) )PE N lalyy) yp) pelN = (W) pe IN
ce qui prouve (3) "ot termine la démonstration de 1'assertion.

" Fin de la démonstration du lemme : Comme, par hypoth2sae,

p lacB) = o, le théorame[ 7 1.2.1.3 implique que asB,

est stable &t donc, par les lemmes[7].2.3.3 et 2.0 ,
asB
.(Mw) ww est une algébre de type II1
aeB * -~
i1 existe un unitaire V de (Mm)w ®  avec W = VY(V) .

. Par le lemme 1.6 ,

Soit (v_)

ppen une suite d'unitairee de M , représentant

V (existence par la prop.[ 7 1.1.1.3) et poscns zp= Ve¥y
pour tout p e IN | l

Comme Ad vp —3..1 dans Aut(M) , Ad zp‘—-é «28 dans

But{M) , quand p —» w . V&rifione que les suites

(a (zp) -z) et (B (zP) )

z -z
P P'pe N
tendent vers o, *-fortement, loreque p —3 w . Par cons-

pe N

truction de la suite (v} , Nous avons :
P pe N
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(vpypa(V;)yE - ws} = [(prpa(vs) - u(yp))yglizujoJ*-fort.

et donc, par (1) et le lemme B.4.2),

(VpY - G(prp)) = (zp - a(zp)) — o, *-fortement

P P

car
AdaWP ——3 1 dans Aut{M) .
o°B

Comme (v ) est une suite représentative de V ¢(M yo o
p peN w

les deux suites w - centraliasantes (v ) et (aoB(vp))pElN

P PeN
sont &quivalentes. Donc,
(a°B(vp) - vp) — o, *-fortement, quand p -+ u
et par conséquent of - = (aeB(v - aussi
B quent, (a (zp} zp) ( B(pyp) vpyp) s
car,par (il) et le lemme B.4.2),tant (uoB(vp)(aoﬂ(yp)-yp)pEIL
convergent *-fortement vers o.

e arf(v )~
qu {{a°B( p) vp)yp)pew
Comme o €S8t involutif, (u(zp) - B(zp))pell et done
(B(z ) = 2} tendent vera o *-fortement .
P P peW

Nous avons ainsl montré& comment construire une suite

d'unitaires (zp)pc , vérifiant 3.2(a) et (a(zp)-zp) + 0,

N

*-fortement, (B(zp)-zp) —— o , *-fortement , quand p +

r r
Soit r ¢ N et aupposcons que (a(zp) - zp ) e © , ¥-fort.

r r r _
Comme ((a(zp] zp)a(zp))peli et (zp(a(zp) zp))ch convergent

vera o *-fortement et que

u(z;+1) - z;+1 = (a(z;) - z:)a(zp) + z;(a(zp) - zp) '
(a(zr+1) - zr+1 ) —» o , t-fortement .
P P Pre=

La condition 3.2 (b) &8e démontre alors par induction .

ged.
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Lemme 3.3 : Soient M , comme ci-dessus et o ,. B deux ~™
transpositions de M , satisfaisant les conclusicdns de~3.1.u !
Alors, ponr tout n 22, il existe nne snite de partitions

de l'unité { (p];)

)

Osjsn—l} ke N et deux suites d'unitaires P

de M, (¢ ke €t (dk)kelN telles que : e m par ad

(1) ﬂ[wrp§ 11 ;————) =] pour osjsn-~l et tout "¢ e M,

-+ m

(ii) Pour tout k ¢ N , Ad o, ea et Ad dk;h " sont des '

k
. SIS
transpositions de M , satisfaisant :
k. k k. k B -:.‘:i
a) Ad ckea(pj] = p_j+1 et ad dka(pj] = P_j (osifn-l?;:il
b) a(ck) =c . et B(dk] = dk . © i oA Lngrion
(iii) (e - 1) =+ o , *-fortement ‘ 1
k+x ’ Co . ' -
(dk -1)—» o , *-fortement
k»a
Démonstration : Par 3.1 et la prop.[7#].1.1.3 {c) , i1
existe une suite de partitions de l'unité& dans M-
k oo L NI ST
{ (pj)ostp—l }ke n telle que , quand k — = , .
(a) (a(p’) - pF...) —> o ,*-fortement . i
) A 3 P-j"'l ) . - LYY
k k ) o
(b) (B(pj) - Py ) — o, *—fortement . :
(c) "[w,p§ 1] — © , pour tout- ¥ EVM* v
Par (c}, la vérification de (i) ‘est triviale . -
Pour tout osjsn-1 et tout k ¢ N , ufp?) et P§j+l sont

des projecteurs &quivalents. Par (a} et le lemmel 7 1.1.1.4,

i1l existe,alors, n suites d'opfrateurs partiel}ement iso-
. ‘
;|
k., k_ k k k . L. .
(zj)*zj =P 5y et (zy - a(pj))g:: o ,*~fortement .

} de M avec z

k k _ k
m&trigques {(zj) osjsn-1 (zj)* = a(pj) r

k e N
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’ a1
Pour tout k . IN , posons cl{‘ = I (zl;)* . C'est un
‘-0
unitaire de M tel que, pour o<jsn-1 ,

k k k
ad clﬁ G(ij = p'j+l
De plus, la suite d'unitaires (c];)kelN tend vers 1 , *-for-

tement, quand k + o

Pour tout k ¢ N , 1'antisutomorphisme Ad c];ou lalsse

globalement fixe le commutant relstif dane M des p}; , 0<j=n-1,
et définit donc, par restriction,; un entiasutomorphisme de

. k s
{ Pj r @<gjan-1 }‘nn + gui est une algébre continue, par ie

iemme 3.0. De plus, (Ad clf-ulz = Ad (c];u(c];}*} est un suto-

morphisme intérieur de { p;.c s 9<jon-1 }'n M , car, comme
k k., k k, , k _ k . k ky o K, k, ,
clu!cl) Py wlcy} (cl)* = clcdclufpj) (Cl) ) e

k .k k k .
= cla(p_j+l] (cll* = pj pour o<jsn-1 ,

c‘l‘u(cll‘)a ¢ {p]; , osisn~i} A M .

k k kywy = k k *) &
Pour tout k ¢ N, 2d clnu(clu(cll ) = {clu(cl) ) et
(c'{}kE N tend vers 1 , *-fortement, quand k-+» . Il exiete,
donc , par le iemme 1.6, une suite d'uniteires l[c:];)kE N

de M teile gue :

(o). {c]; -1)—> o ,*fortement .

k+x=

(1) Pour tout kX ¢ IN , ck € {p]; P osjsn-l}'n M et

2
k Kiava - K k k.,
(cl'“(cll 1* = cznd c af (czl }
_ kk
Poaons, pour tout k ¢ IN , € = CaCy « Par construction, i3

sulte {ck)ke n 9'uniteires de M satisfait la premi2re partie
de (ii) et {iii). La démonstration de ls deuxi2me partie se

fait de la méme maniére.

qed.
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Lemme 3.4 : Soient M comme ci-dessus et g ,f deux trans-
positions de M satisfalsant les conditions de 3.2.Soient
de plus, n un entier > 2 et (pj)ogjsn-l ; uUne parti-

tion de l'unité& dans M telle qgue :
alpy) = p_5y) et Blpy) = P_j , ¥ ogjen-i .

Alors, il eéxijiste une suite (uk) d'unitaires de M

ke N
telle que, quand k -+ o= ,

{a) Ad u, ——3% a«f dans Aut(M) .

(b) (a(ui) - ui ) —> o *-fortement et
(B(u;) - ui ) —> o *-fortement , poﬁr tout r € Z
{c) Pour tout k ¢ N , u . , -pour osjsn-1

o
xPi%k T Pyn1

Démonstration :- Soit (z N , une sulte d'unitaires de M ,

k)ke
satisfaisant les conclusions du lemme 3.2. Comme, pour tout

ke N , 1= u(pj) et zkp.zi " sont des projecteurs

]
de M , égquivalents et que, par 3.2 (a),

Pj+

N - * -
{Ad z, (pj) pj+1) e © - fortemeqt .
il existe, par le lemme [ 7#].1.1.4 (b}, une suite d'opérateurs

partiellement isom&triques (x%)

P kewm telle que

Ky gk = . K o Kia o Ko .-
(xj)*xj = zkpjzk , xj(xj)t = Pj+1 et (xj pj+1)—%>o , ¥-fort.

n-1 x
b

Pour tout k e N , x = x
i=0

Kk est un unltaire de M ,

. kyk = $9sp=-
tel gque (1) xkzkpjzkxk pj+1 pour osjsn-1 .

{(2) Oy - 1) ~ Y o, *-fortement .

k+
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Posana, pour tout k e N, u Par (2), la

k- %% -

sulte d'unitaires de M , satisfait (a) et par

(uk)keN
(1}, l'affirmetion (¢} eet vérifide, pour tout k ¢ IN .
Pour vérifier (b} , remsrguons, tout d'abord, gue,

pour T ¢ 2

(3) ((xkzk)r - z; y —— o , *-fortement .
k a

Soit r ¢ N et euppoeone que

((xkzk)r - zi ) — o , *-fortement

k e

Comme, pour tout k ¢ IN , nous avens

T

r+l
= k ) ’

r+l _qy .+l T
{xkzk) -2y = (xk l)zk + xkzk((xkzk) -z
noue obtenons, par le lemme B.4.2), que

| zi”‘ } — o , *-fortement .

k0

({xp 2]
L'sssertion (3} se démontre alore par induction.
Comme, pour tout k ¢ IN et tout vy ¢ A{M} ,
YUz )5 - (220" = vz )T - 20 )+ y(z) -z +
za - (xkzk)r ’

nous obtencons (b}, par 3.2 (b) et (3) .

ged.
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Rappelons l'énoncé du lemme 3.1.3 de [ 7 ],que

nous utiliserons dans la démonstration du lemme 3.6.

Lemme 3.5 Soient M , une algébre de Von Neumann ; ¢ , un
état sur M et u € M , un unitaire, dont la mesure ;pect:gleE
3 valeur projectenr est dénotée par J +—) e(J) ( J sous-
ensemble bor&lien de I Y.

Alors, A(¢,u) = { X ¢ B | “e“:\,q” H Z;q ,qu.l'N ' 9 2}

est nonvi e , o J est l'intervalle de Fﬁﬂ , de centre i

A.q
-2q
et de mesure de Haar 2 .

Comme dans [ 7] , noue dénoterons par fn , pour
chaque n ¢ IN , la fonction borélienne de T dans T ~, °°

définie par : :
eie = eiB/n ' ¥og -1 < 85 T,

Le lemme sunivant est l'aboutiasement de la deuxléme partie

de la preuve du théoréme 1 .

Lemme 3.6 @ Saient M , un facteur de McDuff, a pré&uél
séparable et o , B deux transpositions de M , satisfaisant
les conclusions de 3.1 . Soient ¢ , un &tat normal,fidéle

sur M et wl,...,¢q , 9@ €Eléments de M: .

Alors, pour tout n = 2 , o<e<l, i1 existe une partition

’ 1
(Pj)asjsn-l de l'unité dans M et trois unitaires a , b et

u de M tels que :

n

(o) -l e Al ¢, 0 ) .

{1) |{ws,pj]| s € pour & =1,...,g et osjsn-1.
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i

(2) ﬂ ¢G° (@eB) ~ - ¥ ° Ad u—l[ <€ pour s=1,...,4.

(3) a{a)=a et BB =b .
() la-1ly se e In-1f, se

Posons P = fn(un)’ et u = uP .

(50 { e,y = Gi_jpj { 051,5¢ n-1 } est un s.u.m. du
’

sous-facteur K , engendré& par les pj et u , tel que, pour
o%i,jsn-1 ,

(a) Ad a ° &(e {b) Ad b °B{e, ) = e_

1,30 %ge1,-141 1,3 3.-1

6 rag acapy -1, 0, < ¢

DEmonstration : Soient os<es 1 et n 2 2 £ixés, Choisig-

sons ¢, > 0 avec 16 ei’z < € , Comme ¢ est fidele, 11

exicte o <c3 sez sel

nous ayocns d'une part,

tels que si  x ¢ M3 = { xe M| ! x "53 }

E € €
3 2 £2

Ixl, <72 = lxl,, =55 e Il =4
et d'autre part,

Hxh 5552 —_— ﬂx“¢°a°8 < €, .

- €
Choisiesons m ¢ N tel que 3(2 m)l‘/2 < 3% . Aloers,
-1

pour p = 1,...,n , choisissons des polyndmes (en z et z 7)

R _{z) = E zt tels que ;

P ¢ k
e Ll

| Ry(2) - (2 (=" L) s (¥zeT 2"

a
p.t

(1}
| Rtz | s 2 ¥zel
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Solent A= I|a_ | et prenons § > o , tel que
pt p,t
£ €
1/2 22 %2
V2 8 + A+ 5= s <
Par 3.3 , 1l existe une partition (p.) de l'unité

j o0sjsn-1
dans M et deux unitalres c et d de M tels que, si

nous posons &, = ad c.a et Bl = Ad def ,

(a) "[ws,ijlls € pour s =1,...,9 et osjsn-1 .

{b) ul(pj) =P .. et 8,

= ur osjsn-1 .
j } P_j r PO ]

3
@ fe-10,s6 et |a-1],558
(d) af{c) =c et B{d) =4d.

1

{e) | wsotuiﬁl)_ - ¢Sc{ao8)'1 | é % pour ls§Sq .

ralon

t£) |l $o 7By - ge (aoB) | =

Conme EM(uiBl) = EM(G°B) , Nous avons uisl e Int (M) et
pa(uisl) = pa(a°3) et donc @y et Bl , ainsi que la par-

titlon de 1'unité , satisfont les hypothéses du

(P53} o< ysn-1
lemme J.4. Par conséquent, il existe un unitaire u e M , avec
* = 3 -
(1) upju pj+1 pour o=3j<n-1 . _
r r r r
{2) _nal(u ) - | o S8 et [, -u ||¢ £ & (lzrlsk)

@ ly@pp™t -9 -aaal|sS pour lsssq.

et donc, par (f),

L X

(4) [¢cap, -¢onau] s
[4easB - ¢end u | s 6

Par 3.5 , nous pouvons supposSer que “lehtd, o) et donc,
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conme
-1 -1 -1 -1
fugotae)™ = yoead u " s fy_claoB) T - yoelaps)) T+

lvge (ap8) ™" = p_oad u ]

les points (o},(1) et (2) de 3.6 sont v&rifié&s,

Soit e , le projecteur spectral de u” pour J

_l’m
Comme ¢f{e) = 2™ , nous avens, par (1), en posant a= ufn(un)*
53

4in

(11) i Rp(u) - u? l]¢ s pour p = 1,...,n .

Comme Rp(u) - 3P est un opfrateur normal, nous avons aussl

E

(111) JR_tw -GP)*], s = pour p=1,...,n.
B ¢ 4n

Evaluons | al(ﬁp) - P ﬂ¢ )

Par (i1l) et comme l Rp(u) - aF I s 3 , nous avons :

~P
(v Joy ) - oy R ], s

1/2

- ~p
s 3 ]¢oal doc | + "(Rp(u) - u° ) u¢°a

32 Je-1 |;/2 + "(Rp(u) - GF )

doa

£
<32 8¥/2 . 2
4n

pe plus, par (2), | al(ur) - uf |¢ s 8§, |rlsk et donc,
par le choix de A,

(v} I Ryt ) - R | s &S

Par {ii),(iv) et (v} , nous cobtenouns, pour p=1,...,1 ,

wi) | e @F)-GF H¢ s | al(ﬁp)—al(np(u))| ot

+

- _~P
R eyan-r f + | r -0 |

Ez €

172 %2 2
— + -_ —_
< 3/2 §77 %+ in AS + mn S n
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On montre de méme, que :
P ~p 2
(vii) e &Py -aP | <

Démontrons, maintenant, (3),{(4) et (5) . Par constructicn,

' =1 et comme u" commute aux pj , 0sJsn-1 , 11 en .est .’

de méme de P=f (u”

o<jsn-1 .
n ' J

. ~ e
1* , d'old upju pj+l

On vérifie inmédiatement gue { e, = Ei-jpj | o<i,isn-1 }
r

est un s.u.m. de K , le sous-facteur de type Iﬁ , engendré

par 1 et les Ps

L1
Posons a, =

1
. . . M
1 i§o e—3+1,1°1tej,o) Clest un unitaire de ;

qui, par constrnction, satisfait :

A ajeayle, ) = e ) oy 0 ¥ osit oss,tsn-l .

De plus, nous avons :

(viil) ] a - 1 Ixs €, pour x = ¢ et x = ¢ogl .

En effet, par (vi), comme

wl

oy =20y s 2 leginnoes,0) = ogin,-5e1
n-y
3 )

LA RS TR AL AL TP R SR S L

< F Iy te, @) -8 )]
l-o

X

.~ . .
3y _ w3
s iiﬂalﬁ) T "X

Nous obtenons (viil) , car, pour o<jsn-l ,

~3, _ ~j _ s T I ~n-3, _ =n-j |
I @ (uh) - n I¢°u1 =1 aw?) - ﬂ¢ = | a (w7) -u ﬂ¢

L'antiautemorphisme Ad a laisse globalement fixe le

1°%1
commutant relatif de K dans M et définit, donc, par res-

triction, un antiéntumorphisme de K'N M , qui est un facteur
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. ' - )
continu. De plue, (Ad alnﬂl) = Ad(alal(al)) est un

antomorphisme intérieur de KXK' N M , car, comme

2
* = ° = -
Ad(aja; @) (e ) = (Ad 2peag) e ) = e o ¥ oss,ten-1,
al“l(ai) e Rinm . Comme, de plus,
o * =
Ad 3,va, (8,0, {3]}) {aja; (702"
et gue,par (viii),
* - - -
i 80, {ap) -1 |]¢ s fa; -1 n¢=a1 + | a,; -1 |¢ S 2¢y o
il exiate, par le lemme 1.6, un unitaire a, e KNnM tel que

a;laza,) = aja, et I a, -1 Il¢ s dey .

Posons a = aja.c . C'est un unitaire de M et,par construc-
tion, comme afc) = ¢ , les premidrea parties de (3) et (5)

esaont vérifigea. Par le choix de ¢ et comme

2

la-12 ﬂ¢ sfe -1 I, + ta, -2, + [ay-1]

$ 4

£ 8§+ e, + 452 < 652

2

la premiére partie de (4) est prouvée.

n-3

Poaaons b, = z

L]
1 joo e-j,oBl(ej,o) . C'est un unitaire de M ,

qui par définition, satisfait :

o = s -
Ad b; Bl(ea,t) ¥ oS%s,tsn-1 .,

Cot,-s

Comme ci-dessus pour {viii), nous avons ¢

{1ix) I b, -1 HXS e, pour x =¢ et x =¢°B8,

et par le lemme 1.6, il existe un unitaire b2 e KA M tel

que _ ' _
Bytbby) =bb, et  [bp -1 ﬂ¢ s de, .

Posons b = bzbld . Les points (3],(4) et (5} de 3.6 sont
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alors totalement démontrés.
Pour vérifier (6), montrons, tout d'abord, que :

(x} I aa aca(u*) - u* |]¢ < e

En effet, nous avons, en posant & = a,a; o
| rd T (u*) - u* |¢ < | Burqa* - 1)|¢ + (@ - Dur l¢

gﬂ§-1[i¢+ ﬂ5'1ﬂ¢nadu

+2ﬂ¢ondu-¢oaoel]l’2+ Ja-11

3-1
Sll'a I,

24172

‘¢eac B

s 582 + +toe s Bel
--l ﬂ¢ =} a,a; = 1 H¢ < 3¢, et donc

_1!]

0
[
"

L
-}

=
e

doas B s & . PAxr le cholx de %2.

D'on.
| a2 acatur} - u* ﬂ¢ <] ad Ao tur)-ua o+ I aa &*)-u* N

|1f2

~ s20¢enad - ¢| + lal(u*)-u*|]¢+ “Ada(u*)—u*“¢

2/ [E- 112 Fayonaat |y v 2 G-

]
<2/3/5E, + 6 +8e < (2/I5+ 1+ 8) eifzs lﬁeilz < e

¢

et ainsi (x) est vérifié. Comme

| » Ad aca(pr) - 2 ]]¢ = }(ad a.a(P*)~P*)P ||¢ et que

oAd P¥
Ad acq(il) = 4 , nous avons :

o= || ad aca(i*)-o* b gona ps = 1 RG aca(Prus)-urps Moong ps 2

> | th asa(u*) (Ad aca(P*}-P*) H ¢end P* -

- | (a4 aca(u*)-u*)p* Fpona pr |

e

et donc ﬂ P Ad aca(P*) -1 || bond Pr = } Ad acalu*} - u* ﬂ¢
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Par (x), le polnt (&) est prouvé, ce qui termine la démons-
tration du lemme 3.6.

ged.

Saient M , un facteur de Mcbuff, & préduzl eé&pa-

rable et (n ) ,1 ! une suite d'entiers 2 2 telle que

vy
P S,
vzl n\)
Comme dana [ #1, déterminons deux suites (Gv)vz 1 et (Ev]vz

de nombres ré&éele poeitife; & l'aide desc lemmes{ 7 1.3.2.2

et 3.2.3 . Rappelone l'&noncé de cec deux lemmes, ainsi que
la notation suivante : Si N eat wne alg&bre de Von Neumann,
X un socus-facteur de type I de N , alora, pour chague

¥ ¢ N, , nous noterons Ylgtnn ® Tg ¢+ 1'€lément de NW,,
quil est &gal, lorsque N est identifide avec (K'NN) ® K ,

aun produit tensorlel de ¢ eur K'AAN , par la trace normalieée

Ty de K.
-v =2 -1

Pasone Bv = 2 n, (nv+1} , pour v = 1 .Nous avone
alars :
Lemme 3.7 ([ ¥#1.3.2.2) : Pour chaque vel, 6“ est tel

1

que si (Fj}csjsnu—l est une part1t102 de 1l'unité dane M
et ue M, un unitalrede M avec u Vo= 1, quu* = Fj+1 ’

pour osjsnv-l, alors :

{ 9 em,, |y, nlfs 8, + By, Fj] i s §, + osjsn-1)
implique - “’]R'nN @ T | s 2¥ , od K ect le sous-

facteur de M engendré par u et les Fj
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Lemme 3.8 ([ ¥1.3.2.3) : Pour chagque v 21 , il existe

o<e,s 1/n, et eatisfaisant la condition suivante : si ¢ , .,

est un état normal, fidé&le sur M et u , un unitaire_de .M-:-

o Lo
tel que =1 ¢ A{ ¢, u vl ) .alors

( bemMy , vs¢ , JUy, ull s 2 ) impligue..

i ty, w1 <8, o+ ob G:u(fn' ™

Fixons définitivement, une suite (av)vzl , eatiefaisant 3.8

et telle que ¢,  3S¢, , ¥y

Rappelons encore 1'é€noncé du lemme 3.2.6 de [ 7]

Lemme 3.9 : S0it P = Q &N , le produit tensoriel d'un
facteur Q , de dimension finie, par un facteur N . ‘Pour
tout % € P, , il existe alore m &Eléments (m = dimension

de Q) de N, , wl,wz,...,wm , tels que :

{a) ¥ xen, flv, 1ex] ]| s sup []Wj, x1"]
3

(b) ¥ ue U{Q) , v € U(N) , 8 € Aut{N) , on a :

| vsad u @ 8) - veadtuev) | s sup [vee - ylend v |
: _
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Lemme 3.lo : Solent M , comme ci-dessus et ¢ , B satis-
faisant les conclusions de 3.1 § ¢ , un &tat normal, fidéle

. [ ]
sur M et (wj)jzl , une suite d'€léments de [°’¢]M*

, ol K

Il existe une suite de triples [Ku' v w2l v

w
v uJ

est un sous-facteur de M ; Vo o+ Wy des unitaires de M,

telle que , pour tout v = 1 ,

(a) kK, commute avec les Kj r 3 <v.

(b} K, est engendré par une partltion de l'unité

v Ay v, * v
j}osjsnu-l et un unitaire U, u, = 1 uvpjuv = pj+l P

pour ostnv-l .

(p

€ Jrv.ud] s 8, ,n[wr,p;]u s 6, Pour r< v

et osjsnu-l.

{d) v, et Y, commutent avec Kl' Ky veen Ku-l .
#_9
{e) "(vu l)vv—l"'vlli¢ £ n,
* 2
Il =20w, ey i|¢ <

W
POsOns o, = Ad(vv...vl)oa et Bu = Ad(wv...wl)os pour v z1

et, par conventlon, G, =0 et Bo =B .

(£) o, et Bv sont des transpoaitions de M , qui

laissent globalement invariant Kr , POUrX ¥ < v . qus pré-

cisément, { el , = wi=d

1,3 . pj Iosi,]snr—l } est un s.u.m. tel

que, poux osi,jsnr-l B

r _r x _r
(1 oy (8,5 = equt,-1n1 (2) Byley ) = 85,4
g) a,_ tv)) = v et B oW, =W

(h) Pour ks v, | wk°(uJBu)_l - wk°hd(uvoo-“l)_1l|5 £y
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Démoustration : Supposons (Kl,vl,wll rerar By oVy Wy )

coustrults et d&termlnons (K )

vl Vel 'wv+1

Soient Q , le sous-facteur engendré par les Kj , Jgv o

m , la dimension du sous-facteur ¢ ; N =Q'NM M et

U= uu...ul

de N, , qul satisfont lee conditions de 3.9 , relativement

. Pour 1lsrsv+l , eolent w: l1<es<m , des £léments
’

a v .

1t

Choislssons o<€<6v+ tel que si x M {xe M| |x] s 2}

1

€
2
( I]x"¢ 52e]=){|3x|x5(-\1’;81)

(o) pour X € { ¢, ¢°a, ; ¢eB , ¢ (B ea )} ]
. 1
.ﬂxll‘b < 22 = Sup ( vau”'vllq; . ]]xx\rv...x\rllu1 ) s ——
. v+l
Soit w , un nltrafiltre libre sur N . Par reatriction,

a, et E!\_1 définisaent des transpositions de N , gqul satis-

font les conclusione du lemme 3.1 . En effet ;, 51 nous ldenti-
fione M avec Q®N , nous avons uUOBv =Ad U B uvosle '
d'oll par le théoréme 1 de [ 7 ], uvﬂsv est extérieurement con-

Jugué & o °B

28,1 et donc, “voﬁleE Int(N) et

pa(av°B\JIN) = Pafﬂv*’ﬁv) = pa(a°B) =0 -

De plue, comme a, = Ad (Vv . .vl)ou r B, = Ad(wv - .wl)ug

et que o, et B, eatisfont 3.1 (b) , il exiete par le lem-

me B.5 , une partitlon (Pj) -1 de 1'unité de N , telle

ofjsa

que @ A = 5 -
‘“u)m‘Pj) =Py et (Bv)w(Pj) = B_y (osjsm,, . -1)

Comme ¢|N est un &tat normal , fid&le sur N ; 11 existe par

le lemme 3.6, une partitioun de l'unité dans N

(ps) e -
3 oSJSn\H_l 1
et trols unitaires a , b et u de N tels que :
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n
(1) -1 eA@], . v vl

s
(2) | [wr-.Pj] [ = 8,41 Ppour lsesm osjsn, -1
et T =1 ,...p vl .
vt

5 -1 5 -1 y
@) Jegeta 807" - ylerd w s ,

pour l<ssm , r=1,..., v+l .

I
o

(9 agte) =a et B (b)

sy fa-1 H¢ seet [b-1] =c¢

¢
Por1l  # ~
Posons P = fn (u ) y u=uP et K , le sous-fac-
u+l
teur de type In , engendré& par u et les pj
vt
= -] : -
{6) { ei,j = qu pj | osi,jsnv+l 1} est un &.u.m. de

K tel que pour osi,;snv+1—1

r

{a) ad a‘“v(ei,j) = e—j+1,—i+1 (b) Ad b°Bv(ei‘j) = E—j,—i .
(7 [ Paa asa (P*) - 1 “¢»na pr S E
v+l . _ _ -
Posons pj = pj pour os;snv+1 1l ., Kv+1 = K , wv+1 b
et U =@ - Comme avﬁv =Ad U @ avaIN , houe obtenons -
par (3) et 3.9 :
€
vl

® v el B8 )7t - g oadtuo) H s Y pour 1srsvsd .

et, psr hypoth&se d'induction,

1. ¥ °Ad g™l | s e, » pour lsrsv .

| qu(avsv)
Comme u et U commutent, nous avons @

E

R N

I fy_. ul s 2, pour lsrsv
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Comme wr s ¢ , la condition (1) et 3.8 montrent que :

Dew.. 2] <6,  pour 21srsv

Les conditions (a),(b) et (¢} du lemme 3.lo sont donc véri-

fiéas . Construisons maintenant v, Posons, pour simpli-

+1 °

fier les notations, a = Ad aea, . L'antiaotomorphisme

Ad P °a laisse globalement fixe Kvul N N et donc définit

!

par restriction, un antiautomorphisme de K NN, qui est

v+l
un facteur continn. Comme P e¢ N et P commnte 3 U1 et
aux pv+1 ; 05isn ~1 PG(P*) e K’ . N N et donc
3 vl C v+l

(3dd P °a)2 = aAd(Pa(P*))
est un automorphisme intérieur de Ku;1r1 N . De plus, par (7),
~ ~ ~ *
et comme Ad Pea(Pa({P*)) = (Pa(P*}) , 11 existe par le lem-

me 1.6 , un unitaire v ¢ K;+lr1 N  tel que

a{pv) = Pv et v - 1u¢°Ad px S 26
Posons vv+1 = vPa . Par construction, vv+l et Vv+l com-
mutent a K1 t see 1 Kv et donc (4} est vérifié.

Remarquons que, d'une part, comme LA b [nous avons,par (5],

= t =

Bu(wv+l) LA et que, d'autre part, comme av(a) a ét
a({vP) = ad aouv(vP) = yP , uv(vv+l) = Vv+l et (g) est
pronvé.
D&montrons {(e) . Comme ﬂwv+l - lﬂ¢ = v - lﬂ¢ <& , par {o),
nous avons ¥

ltw, .y = Vyw ...w || < £2

v+l v 1% no4

car "(wv+l-l)wv"‘w1"¢ s l/n, et

*
n[(wu+l—l)wv...w13 ﬂ¢ = ﬂwi...w;(w3+l-1)ﬂ¢ =

< llw* - ll

o+l £ e € 1/nu+1

¢
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Posons V= vv...vl . Nous avons alors :
vy -0V, = n(vpa-l)vl¢ < ||(a-1)v[|¢ + ﬂw—11pv[[¢ +
+ ||(P-l)v¢
n
Or,comme P = f (u vl )* , NOus avons uP - 1ﬂs U
n n
vil v+l
et donc
fee-1v], s [e-vv s =
¢ v+l
De plus, comme Ha -1 H¢ s ¢ et
feo-nipfy = v - 1l ng pa 5 2¢
nous avons, par (o} , 2 41
ﬁ(vv+1 = Dy ﬂ¢ < —5::1—

Par allleurs,

| v vs, -1) "¢ = Jvom [ld’ s na—1]¢ + l{v—l)P!¢ + ”P—l%

s 3e +nTr g 3=
v+l Ry+l
9
Flnalement, nous obtenons : "(Vv+l 1)vv...vl |]¢ s B
Comme par construction, i = Ad vu+1f°v et
= ° ’ -
Bv+1 = Ad LAY Bv vérifient (£f), il ne reste plus qu'd prou

ver (h}. Remarqueona, auparavant, que sl x e Mz,

D8y 0end Proaly = [ Adtw,, 8 (a*))egas Ad PrEx) |

1/2
s 2| eeaatve tan)) - o |75+ el B,

b 2/2 “ va(a*) -1 ";/2 + ﬂxP”¢oB\’a\’

s2/2 ()b -1, + ||a—1|]¢°8 y1/2 ][xpﬂ@o.sa
. A% v

€
s 42 4 xp |

18 ¢u B\’Gv

. Comnme u(v - 1)P "¢s 2e , nous avons, par {0) et pour TIsv+l,
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-1 ) ~ -1
{9} J] ([ °(GV+1 V+1} = wru (Ad Pcﬂuﬂv+1] "
= " q‘rnB\H'loE oAd P*.Ad v* - wr°8v+lDEDAd p* “
= || ypoRA (B qox 2Ad PH(VF)) - . [
< 2]lsv+1eu eAd P*({ v - 1 1u¢
€yl Eu+l
< 4 2 | tv=13p | <5 2=
18 $oBse, 18
De plus,
- -1 -1
Do otaa pea og )70 - ypend(e 0 |
- -1
= [ ype (a8, )7 oRd P* -y cAd(uU)*ehd B* |

- -1 -1
s vy oBuyyed —veBay [+ Ju e tegB )T - v oRd(uD) I

-1

A

B ondibe am) - v |+ fuetags )™ - pendo)h]

Par (R), {9) et comme

b -naws @) = v, | = 2 Jog @) - 1l = "‘1:u+1
nous obtenons :
" q"r°(C'\.'n+1"ﬁ\.1+l)_l - wr°Ad(u 1% ul)‘l ﬂ
< | wrutaw-lsvﬂ'll'l— Ve (ad Polog  DTH ]
|v-tadp ea'oswl)"l— _wrnAd(uV+1U)—l [
e L IR

Pour terminer la démonstration de 3.lo , remarguons que pour
w = 1, les conditiens (a),(c) et (d) sont vides. La construc-

tion de (Kl Vv, W, } sB'effectue de la méme manidre gque ci~

1 1

dessus avec v = o et a =o Bo= B .

qed.



—-46~

Fin de la démonstration du théordme 1 : Par le lemme 3.1 ,

nous pouvons suppeser que o et B satisfont les conditicons
d'application du lemme 3.lo. Cholsissons un &tat normal, fide-
le ¢ sur M et une suite (lj;j)jzl de [o,¢]M* ,qui est
totale dans M, . Nous construlscons alors, comme dans le lem-

me 3.1c , une suite de tFiples (Kv ,'.)'\:l ,wv } et nous ob-

vzl
tenons :

(1} Les Kv engendrent un sous-facteur K de type IIl

de M et M est £gal au produit temsoriel de K par K' N M .

{ appliquer 3.lo (&),(c¢),lea lemmes 3.7 et [ 7].2.3.6 ]

uvu-l"'vl et -bu = wuwu_l...wl

convergent * - fortement vers deux unltaires a et b de M.

{2) Les unitaires a,=v

De plus, afa) = a et B{(b) =b .

F 9 * /2
[ par 3.lo (e}, Iav may s n, et fb - bv_lﬂ¢s n
- -]
et par hypothése, I = <
wal nv

De plus, pour tout v 2 1 , u(av) =a, et donc:; af(a} = a. En ef-

fet, par 3.1o (g}, nous avons, d'une part,

a(al) = ao(vll =v)y =8
¥ i
et d'autre part, si a(a, ;) = 8,.1 * alors
*
afa ) = u{vvav_lJ = “(av-l}“(vv) = (av_la(vv)au_l)au_l

S ey vylagag T Va1 T,
On vérifie de mé&me, que B(bv) = bv , pour tout v z 1 .
Posona @, = Ad a-a et Bp = Ad keB . Par (2) , ce sont des

transpoaiticons de M et par la proposition 1.2 , a, (resp.

Bao ) est Int(M) - éguivalent &8 a (resp. £ ).
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Comme &= 1lim o, et B,=1im £, , nous avons :
Yoo

(3} o_=RAdu,B sur K, et B, (u)} =nu pour tout v 2z 1.

v

En effet, par 3.lo (d) et (£f) , nous avons, pour oss,tsn, -1,

v v _ v
Ad uv°3m(es't) = Ad ucB (e, (} = Ad u, (e-t,-s!

= T e\-l e\J \Y _ e\)
e Ck#1,k°-t,-s%r,r+1 ~t+l,-e+1
v _ v
uv(es,t’ ¢ w(es,t)
Lo} v LoTE | "
et By = B0 ek ) T UL Sk T

Par (3) et le lemme 1.1, il existe, pour tout v z 1, un unltaire

z, de Kv tel que n, = zqu(zu) . 84 ¥ ¢ M, , nous avons:

2
"qud z\]-w": n[’JJ, ZUJIISI'I‘J fugu[\l’- e;,jln

c3r z, ¢ U(Ku) . Par 3.1lo {c) et le choix de Gu , nous obte-
neons, alors, pour r < v

v

Y

() Jveraz, -~y ] <2 et |vorordaz M

' v 0 s2
car, pour ¥ ¢ M, et osi,jsn,_;
“[w' eI'jJ =0y, Ui-j P;] | < jc v, P;JII + ﬂ [y, ut-j]ﬂ
< [ e, p;Jﬂ +n [y, w1}
Posons 6§ = %Ei Ad(zvzu—1°°°21) . Par (4) , 8 ¢ Int(M)

et 6| = 1 . De plue par construction,

K'nM
oy = 880 ],

Comme, par 3.lo (h}, @ iK‘n M= B , nous obtenons

"IK‘HM
-1
G (x) = 608 B (%) , ¥ xeM.

Comme © {resp. B ) est Int{M)}) - Equivalent 2 o {resp.B ., ),

le théor2me est ainsi démontré,
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4, GENERALISATION DE L'HOMOMORPHISME FONDAMENTATL

Le but de ce parag£aphe est la généralisation
aux antiautomorphismes de 1'homomorphisme fondamental mod ,
défini dans [ 9 1.D&f.1Iv.1.1. Celle-cl est donnée dans 4.7
et est basée principalement sur le lemme 4.1, ol nous prou-
vone que s1 M est nne algébre de Von Neumann ; ¢ , un poids
normal, fidéle, semi-fini aur M et a € Ant(M} , alors

I R S

= Qo ° R .
& Qoo oat pour tout t €

Les propositions 4.% et 4.lo et le théoréme 4,12
sont des extensione aux antlsutomorphismes des propositions
IV.1.2 et iv.1.3 et dn théoréme IV.l.lo de [3]

Dane la proposeition 4.13 , nous montrone que, si
M est le prodult crolsé d'uvne algdbre de Von Neumann N , par
un eoue-groupe dénombrable G de Aut(N) , tout anti-
automorphieme de N , commutant & l'action de G , se prolonge
en un antiautomorphieme de M .

Soit M = W*(Lm( f,u), T}, un facteur de Krieger
de type II_, ou III . Dansg la propdsition 4,15 , nous
prouvons que la transposition canonique sur M , obtenue en
prolongeant, via 4.13 , l'identité sur Lm( ,0} , eet de

medule 1 .
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Lerme 4.1 : Soit ¢ un poids normal,fiddle,semi-fini sur

une algébre de Von Neumann M . 81 © ¢ Ant{M) , le groupe
d'automorphismes modulaires de M , ascocié & ¢°G_1 , est
donné ainsi : . ' -1

6t¢°u = uoc_tou 1 ’ t e R

" Démonstration : Rappelons que TI¢ = { xeM| $(x*x) <*} est

un 1déal 4 gauche de M et que TT1¢='H;'K¢ CT!¢0TT;
eet une sous-algébre de M . Comme { uocft aanl} t eR est

un groupe & un paramétre d'automorphtsmes de M , gqui laigse

¢ oa-l invariant, il sufflt ({30].Th.lo0.17), pour démontrer

le lemme, de vérifier que, relativement 3 ce groupe, ¢ oa_l

satisfait les conditions K.M.S., pour toute paire d'é&lé&ments

de 'm
1 -
Reﬂ'la.rquons tout d'abord, q'l.'le 'n = ﬂ( [ )

goo ¢
= u(Tﬂ¢) .

et donc que : ‘TR -1
¢ea

En effet, coit xe'ﬁ¢ . On a alors
pea T tx)aix*)) = g (a(xtx)) = plxrx) < ©

et donc, 1l'éE&galité& cherchée .

Soient x,y ¢ T -1
pen

. Comme ¢ eatiefait les

conditions x.ﬁ.s., relativement 2 {ot}te R et que
o lix),atiy) € TH , 1l exicte une fonction f a1 -1 '
%
a " (x),a " (y)
continue, bornée dans la bande D = {fe€ | os<Im; =1 } et

analytique 2 1l'intérieur telle que :

£ - RIS | -1
a l(x),u lty)(t) ¢{ogla "(x))a Tiy))

£ _ 1 U D S |
ol iy 0 by (E D = e (ol )
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Posons F_  (g) = £ _ - (t) , £ ¢ D . Comme
oX ol ot iy

{ Gt } lailsse ¢ 1invariant, nous avons, pour t ¢ R

4, -1 -1 -
F (£} = £ _ _ (t) = ¢(o {a " (x))a “{y}) =
¥iX o 1(x),a 1(y) t
= ¢(a-l(x)aftoa-l(y}} = ¢oa-1(a-cftea_l(YJX)
Fyalert) = 2 o) oLy () = ta el @ =

®

¢(oft-a_1(y)a'1(x)) pea Lixgeo tea‘l(y)) .

n

ged.

51 M est une algébre de Von Neumann et ¢ , un
poids normal,fidéle,semi-fini sur M , notons, comme de coutu-
me, M¢ ={xe M| c:(x) =x , ¥t eR} , le centralisa-
teur &u poids ¢ . Nous avons alors immédilatement le lemme

suivant :

Lemme 4.2 : Solent M , ¢ et o comme dans 4.1. hlors, «
définit, par restriction, un anti-isomorphisme de M¢ sur
M .
-1
$ea

Remarque 4.3 : BSoient M , ¢ comme dane 4.1 et o ¢ Aut(M)

Alors, o définit par restriction un leomorphisme de M

¢
sur M _;, car’ ([ é ].Lerme 1.2.lo)
deq
.¢oa—1 ¢ =1
o = weggea , pour t e R |

Dane ce qul suit, M dénotera une algébre de Von

Neumann proprement infinie, de genre dénombrable.
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Rappelons quelgques définitions de [ g j. Si- ¢

est un poids normsl, semi-fini sur M , son suﬁport, s(¢} ,
est le projecteur e de M tel que ¢(l-e) = o et gque la
restriction de ¢ & Me soit fidéle ; son groupe d4d'automor-
phismes modulsires [ U¢t } est le groupe d'autbmorphismeg
modulaires , associfés a4 la regtriction de ¢ a"Me'. Le cen-
trslisateur M¢ de ¢ est la sous-alg2bre de Von Neumann de
M, ,qui est laiss€e fixe point par point sous { Gi Y.

Pour un poids normsl,semi-fini ¢ sur M et un opérateur
partiellement isométrique u de M &vec uu* ¢ My, ., on._

définit un nouveau poids ¢u par ¢u(x) = ¢fuxu*) , ¥ x ¢ M, .

Deux poids normaux, semi~finis ¢ et ¥ sur M

sont dits &quivalents (¢ “ ¥) s'il existe un