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O.• INTRODUCTION • 

Soit M , une algèbre de Von Neumann. Rappelons 

qu'un antiautomorphisme (resp. un automorphisme ) a de M 

est une bijectlon linéaire de M telle que, pour tout X, y 

de M , 
a(xy) = aty)a(x) (resp. a (xy) = a(x}a(y) ) et 

a(x*) = a(x)* 

Deux antiautomorphismes a et ß de M sont conjugués s'il 

existe un automorphisme 6 de M avec a = 6°ßo0~ 

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés ä la 

classification à conjugaison près, des antiautomorphismes 

involutifs de M . Ce problème est, d'une part, équivalent à 

la détermination, à conjugaison près, des involutions antili­

néaires, définissant une structure "réelle" sur M , au sens 

de Kasparov ([18]) et d'autre part, est étroitement lié à 

la classification, à isomorphisme près, des formes réelles de 

l'algèbre de Lie involutive, définie par M. ([1?]). 

Nous obtenons une classification complète pour les 

facteurs injectifs continus de type II et I1Ii » * î4 1 r 

agissant dans un espace de Hilbert separable, ainsi que pour 

le facteur d'Araki-Woods de type 111I • 

Rappelons le cas des facteurs discrets . Soient H, 

un espace de Hilbert separable ; M , un sous-facteur de type I 

de £, (H) (i.e. M est isomorphe à £, (H ) , où H est un 
n n 

espace de Hilbert de dimension n e IN U{»} ) et 

{ e, . I lsi,j< n } 
*• > J 

un système d'unités matricielles (s.u.m.) de M . 
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La transposition t , définie par t (e, .) = P. , , pour 
n n 1, j j , x 

2 
tout l:'i,]̂ n , est un antiautomorphisme involutif (i.e. t = 1) 

de M. Si n est impair, tout aiitiautomorphisme de perìodo 

deux du M est conjugué à t , alors que, si n est pair ou 

infini, M possède deux classes d'équivalence d'antiautomorphis-

mes involutifs . (L 4 7 ]. [ 2 ]) . 

Soit R , le facteur hyperflni de type II. , 

réalisé comme ® ( M (<E),T ) , OÙ (n ) . est une suite 
vài nv v J 

d'entiers a 1 et x est la trace normalisée sur M ((L) . 
n n 

v v 
Le produit t ensor ie l t = ® t est un exemple d'antiautomor-

v nv 
phisme involutif de R . 

Soit M , un facteur de Krieger continu (i.e. le 

produit croisé d'une algèbre de Von Neumann abélienne diffuse 

L (X,u) , par un automorphisme ergodique T ). Rappelons que 

tout élément de M s'écrit de manière unique I a U , 
ne2 n 

ou a e L (X,u) et U est un unitaire de M , qui implémente 

l'action de T sur L (X,u) . Nous vérifierons, dans le para­

graphe 4 , que l'application, qui, à tout T a u de M , 

n£2 n 

associe l'élément Z U a , est un antiautomorphisme 
nc z. n 

involutif de M . 

Soit M ,une algèbre de Von Neumann, de genre 

déncmbrable ; Aut(M) , le groupe de ses automorphismes, muni 

de la topologie de la convergence simple en norme sur le pré-

dual M4 et Int(M) , le sous-groupe des automorphismes inté­

rieurs. Nous noterons U(M) , le groupe des unitaires de M ; 

e , l'homomorphisme canonique de Aut(M) sur Out (M) , quo-
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tient de Aut(M) par Int(M} ; Ant (M) , l'ensemble des antiauto-

morphismes de M et A(M) , le groupe Aut (M) \J Ant (M) . Une 

transposition de M sera un élément involutlf de Ant(M) . 

Dans le premier paragraphe, nous énonçons et 

prouvons quelques lemmes préliminaires, qui sont fréquemment 

utilisés dans la suite de ce travail. En particulier, nous 

démontrons d'une part, que si a est un antiautomorphisme d'un 

2 

facteur M , de genre dënombrable, avec a e Int(M) , il exis­

te une transposition ß de M avec a»ß € Int(M) et d'autre 

part, que si Y est une transposition et u , un unitaire d'une 

algèbre de Von Neumann, avec Y tu) = u , Ad uoy et y sont 

conjugués par un automorphisme intérieur. 

Dans le deuxième paragraphe, nous démontrons 

pour les antiautomorphismes, un résultat analogue à celui du 

théorème C7].2.3.1. En effet, si M est un facteur de McDuff 

(i.e. M est isomorphe à M®R , où R est le facteur hyperfini 

de type II, ) , â prédual separable et a e Ant (M) , nous cons­

truisons un unitaire a de M et un sous-facteur A de M , 

isomorphe S R , factorisant M en le produit tensoriel de A 

par son commutant relatif dans M , A'O M et tel que 

Ad a°a|A = t . 

Dans le troisième paragraphe, nous prouvons le 

théorème ci-dessous, qui est â la base de la classification an­

noncée : 

Théorème 1 : Soient a et 6 , deux transpositions d'un fac­

teur de McDuff H , à prédual separable. Alors, il existe 

6 e Int (M) , avec ß = 6°a<>e~ si et seulement si 

a°ß e ïnt(M) 
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Le schéma de la preuve, qui est un développement de celle dû 

Théorème 2 de [ 7 ] , est le suivant : nous construisons 

deux unitaires a et b de M tels que a(a) = a et 

ß (b) = b , et une suite de sous-facteurs de type I de M , 

qui commutent deux à deux, sont laissés globalement fixes par 

Ad a OQ et Ad b o ß et sont tels que : 

a) le sous-facteur K de H , qu'ils engendrent, est 

isomorphe à R et factorise M en le produit tensoriel de 

K par K' fi M . 

b) sur K 1 H H , Ad a »a = Ad b »8 

Comme Ad a °a et et (resp. Ad b ->ß et ß ) sont intérieure­

ment conjugués, la démonstration du théorème 1 se réduit à 

la comparaison de deux transpositions, définies sur K et de 

type produit tensoriel infini. 

Dans le quatrième paragraphe, nous générali­

sons, pour les algêbres de Von Neumann proprement infinies et 

de genre dënombrable, l'homomorphisme mod , défini dans l'arti­

cle de A.Connes et M.Takesaki sur le flot des poids, au groupe 

A(M) . Nous montrons, aussi, que, sur tout facteur de Krieger 

infini, continu, la transposition, définie ci-dessus, est de 

mod égal à 1 . 

Dans le cinquième paragraphe, nous établissons 

une bijection entre les classes d'équivalence de transpositions 

d'un facteur de Krieger infini, continu M et les classes de 

conjugaison d'automorphismes involutifs de son flot des poids. 

Une application du théorème 1 et le fait que le noyau de la 

restriction de mod à Aut(M) est égal à Int(M),(CdO 3.Th.15), 
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démontrent 1'injectivité. La surjectivité découle de l'énonce 

suivant, que nous prouvons par une méthode proche de celle du 

théorème 1 : si N est un facteur de McDuff de type III , à 

prëdual separable et a un antiautomorphisme de N avec 

a e Int{N) , il existe une transposition 6 de N avec 

a°ß c Int(N). Cela est donc la généralisation aux automor-

phismes approximativement intérieurs, du résultat démontré 

dans le premier paragraphe. 

Dans le sixième paragraphe, nous appliquons les 

résultats du cinquième aux facteurs continus,injectifs, "con­

nus" et obtenons la classification annoncée dans- [49 3 , à 

savoir : 

(a) Deux transpositions du facteur hyperfini de type II. 

sont conjuguées. 

(b) Il en est de même pour le facteur injectif de type Ilm 

et pour le facteur d' Araki-Woods de type III, . 

(c) Pour chaque A * ]o,l[ , le facteur de Powers, R. , 

possède exactement deux classes d'équivalence de transpositions. 

(d) Si M est un facteur injectif de type III , il exis­

te une bijection entre les classes d'équivalence de transposi­

tions 'de M et les classes de conjugaison d'automorphismes 

involutifs du flot des poids de M . 

L'assertion (a) a été obtenue, en collaboration avec 

V.F. Jones et a été annoncée dans [15"J . Signalons aussi 

l'existence d'une démonstration de (a) , tout à fait diffé­

rente,due à E. Stürmer [29 3. 
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Pour chaque X e ]o,l[ , nous exhibons aussi une transposition 

de R. de module A modulo { X } -̂  et, pour tout n , A ne *-

n e IN U{»} , un facteur lnjectlf de type H I n avec 2 

classes d'équivalence de transpositions. 

Enfin, dans l'appendice A , nous rappelons la 

définition des semi-normes I - I 4 et | - | sur une algèbre 

de Von Neumann M , où $ t M, et nous énonçons quelques iné­

galités, souvent appliquées sans référence dans ce travail. 

Dans l'appendice B , nous rappelons la défini­

tion du centralisateur asymptotique d'une algèbre de Von Neu­

mann, donnée dans [ 3 3 * Nous y démontrons aussi deux lemmes 

techniques, les lemmes B.4 et B.5 , sur les suites u - cen­

tralisantes, que nous utiliserons fréquemment ci-après . 

* * * * * * 

Je remercie très sincèrement M. R. Bader, qui 

m'a suivi et soutenu tout au long de ce travail. Qu'il reçoive 

ici le témoignage de ma reconnaissance. 

Ma gratitude s'adresse également aux autres 

membres du jury, MM. P.-L. Aubert, A. Connes et P. de la Harpe. 

Un merci tout particulier S ce dernier qui m'a suggéré la pos­

sibilité de cette recherche, ainsi qu'à MM. 0. Besson et 

V. Jones, pour de fructueuses conversations. 

Ce travail a été réalisé grâce au soutien du 

Fonds national suisse de la recherche scientifique (requêtes 

no. 2.237 - o.79 et 2.643 - o.8o ). 
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I. QUELQUES LEMMES PRELIMINAIRES. 

Nous prouvons ici deux résultats que nous utiliserons 

très souvent dans la suite de ce travail, â savoir la proposi­

tion 1.2 et surtout le lemme 1.6. 

Ce dernier démontre que si $ e. M11 , a. est un antiauto-

morphisme et u, un unitaire d'une algèbre de Von Neumann conti-

2 

nue M, avec a = Ad u et a{u) = u* , il existe alors un unitai­

re v de M tel que Ad v»a est une transposition de M et tel 

^ e Jv - I ^ s 2 ||u - 1 H^ . 

Lemme 1.1 : Soient M, une algèbre de Von Neumann et à e A(M) .' 

Pour tout unitaire u de M, tel que a(u) = u , il existe un • 

unitaire v e M avec u = va (v) . De plus, si tyeM# , v peut 

être choisi tel que || v - 1 || * Il u - 1 |j . 

Démonstration : Considérons la décomposition spectrale 

u = / 7 1 eiX dEU) et posons v = /ïï e
l A / 2 dE(X) . 

-TT -TT 

v est un unitaire de l'algèbre de Von Neumann U, engendrée par u. 

Remarquons aussi que v = u et que, comme a laisse U invariant 

point par point, u = va(v). Notons E , la mesure borélienne, 

positive, bornée, définie par 

E.{tu} = i)j(E(ii))) , pour tout u)£ ÎB{]-TT,IT]) 

Nous avons : 

Iv - ilJ = 4,(2 - v - v*) = f u - e 1 > / 2 - e"i>/2 JdE^(X) ' ' 

= 2 f (1 - cosX/2)dE„(X) . 
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Ilu - 1| |2 = ¢{2 - u - u*). = /11 (2 - e i A - e~ i A)dE (X) 
tjj - T T V 

= 2 J* {I - cosX)dE <X) 
-ir * 

Or, 1 - cosX/2 s i - cosX , pour tout X e]-Ti,îr] et donc 

« - i i , « I u - I y 4 , 

qed. 

Proposition 1.2 : Soient a, une transposition et u, un uni­

taire d'une algèbre de Von Neumann M. Si o{u) = u, alors 

a et Ad u °a sont conjuguées par un automorph!sme intérieur. 

Démonstration : Par le lemme 1.1 , u peut s'écrire va(v) . 

Donc, Ad u «a = Ad (va(v))°a = Ad v °a°Ad v* 

qed. 

Lemme 1.3 : Soient M une algèbre de Von Neumann ; a e Ant (M) 

2 
et u un unitaire de M tels que a = Ad u et a{u) = u* . 

Si -1 n'est pas une valeur propre de u ,il existe un unitai­

re v e M avec u* = va(v*) . 

Si, de plus, ili € Ht , alors v peut être choisi tel que 

Iv- 1|^ Hu-Il11, . 

Démonstration : Considérons l'unique résolution E de l'iden­

tité telle que 
u = Jïï eiX dE(X) 

Comme, par hypothèse, a(u) = u* , nous avons Sp(u) = Sp(u) 

et a (E (io)) = E (-to) pour tout ensemble borélien u de 13 —n, TI] 
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Comme E ( { T T } ) = 0 , n o u s a v o n s : --•'•- -• — 

J f < A ) d E { X ) = / f ( X ) d E < X ) , ¥ f e L " ( > T i f T r ] ) . ' 

I X I STT | X | < T t r -

Alors, -ix/2 
v = / e ' dE(X) est un unitaire de M avec. 

I A J <TT .'-•:. -

v = u* et a(v) = v* . Ainsi, nous avons bien u* = va('v*)'; 

Par un calcul tout à fait semblable â celui du lemme 1.1 7 öh 

vérifie que || v - 1 [̂  s Q u - I ^ . 

qed. 

Lemme 1.4 : Soit M, une algèbre de Von Neumann continue, de 

genre dënombrable . Deux s.u.m d'ordre n<oo sont, alors, 

unitairement équivalents. 

Démonstration : Comme M est isomorphe à une somme directe 

de deux algôbres continues, l'une finie, l'autre proprement 

infinie, il suffit de démontrer le lemme dans ces deux cas. 

Soient < e i ( j ) i f j 0 ^ , ^ , (flfjïlfj = 1 n 

deux s.u.m. d'une algèbre de Von Neumann M . Pour montrer 

qu'ils sont unitairement équivalents, il suffit de vérifier • J 

que e.- ~ f,, • En effet, il existe alors une isométrie*par­

tielle w de M telle que w*w = e.. , ww* = f . Posons 
n. 

u = E f . -we. . . C'est un unitaire de M tel que 

Ad u (ec ) = f , V s,t . 

Si M est finie, continue, nous avons n(e. ) = Mf..) = 1 

où *î désigne la trace centrale canonique sur M , donc e.. ~ f. 

Si M est continue, proprement infinie, tant e.. , que f.. 

sont proprement infinis, donc, comme M est de genre dénombra-

blé, par la prop. 4.13 de C3o3 » C11- f . 
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Lemme 1.5 : Soient M une algèbre de Von Neumann continue, 

de genre dënombrable et a une transposition de M . Il existe 

alors un unitaire v de M avec a(v) = - v . 

D ëmons tra ti on : Soit (e ,) . un s.u.m. de M. Par 
* 

le lemme 1.4 , il existe w « U(M) tel que wct(e. , )w = e, . . 

Comme a est une transposition, 

Ad (wa<w*))(e ) »(Ad Wo) 2Ie 1 ,)
 = ei,j 

et donc wa{w*) commute aux e (1 si,j £2) . Posons u, 
A» 3 

l'unitaire de M , égal â e. _w + e. .a(w), et ß = Ad u°a 
J., À A 1 1 

Nous avons: 

a{u) = atwjote. 2) + wa(e~ ,) = a(w) (w*e_ .w) + w(w*e. _w) 

= e_ . (a(w)w*)w + e. ,w = u 

et donc, par la proposition 1.2, 6 est une transposition, inté­

rieurement conjuguée â o . Comme 

Me 1 1) = Ad u °a(e..) = Ad u (Ad w* Ie11)) = 

= (el,2 + e2,ia{w,W*)ell(e2,l + Bl,2miVk)) = S22 ' 

l'unitaire v' = 2e.- - 1 = e.. - e_- est tel que S(v') = -v ' 

Comme un conjugué de ci satisfait la conclusion de 1.5 , il 

en est de même de la transposition a . 

qed. 

Remarque 1 .5 .1 : Une a u t r e démons t ra t ion de ce lemme a é t é 

donnée par E. Stürmer dans C 2 8 ] (Lemme 2.12) . 
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Lemmè 1.6 : ' Soient M, une algèbre de Von Neumann continue, 

dé genre dénombrable ; a e Ant (M) et u un unitaire de M 

• • - 2 

tel que a = Ad u et a(u) = u* . Il existe alors un unitai­

re v e M , avec u* = va(v*) . De plus, si i)i £ Ht , alors v 

peut être choisi tel que || v - l|| s 2 |] u - l|| •' 

Démonstration : Décomposons u en -p + w où p est le 

projecteur spectral de u , associé â la valeur propre -1 et 

w un opérateur partiellement isométrique avec ww* = w*w = 1 - p 

,Nous avons: , „ . ^ J . | . 2 p + w . ( 1 . p ) (J 

= |-2p|J+ Bw-U-P) |J 

Donc, [Pl111 ä (1/2) |u - I ^ et |w -(I - p) | ^ |u - I ^ 

Comme, par hypothèse, a(uj = u* , nous avons a<p) = p et 

donc, par restriction, a définit un antiautomorphisme de 

l'algèbre de Von Neumann continue M (= pMp). De plus, borane 
2 

a - = Ad u , a est une transposition de M . Donc, par le 

lemme l1.5-, il existe un unitaire x de pMp tel que 

a (X) = -x et \\x\\ = iMx*x)1/2 = * (p) 1 / 2 = |PI^ 

2 
Sur H, , a est un antiautomorphisme avec a = Ad w et 

1-p 

a (w) = w* . Par le lemme 1.3 , il existe alors y c M tel que 

yy*..,=-y*,y-= i-p , y<*<y*) = w* et |Y.-U-P)JI^ |« - U - P ) ^ . 

Posons v = ix + y . C'est un unitaire de M avec 

va-(v*) = (ix + y)a(-ix* + y*) = (ix + y) (ix* + a(y*)) 

= -xx* + ya(y*) = -p + w* = u* 

J v - ifi^ = l i x - p + y -Ci-P)I1^ l i* - P ^ + Iy - ( 1 - ? % 

5 2 M* + H w - t i - p > l t * a I« - 1 ^ 
qed. 
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Remarque 1.7 .: Soient M un facteur, de genre dénombrable 

et a un antiautomorphisme de M , dont le carré est intérieur. 

Il existe alors une transposition ß de H avec cc°ß c int(M). 

Démonstration : Si M est un facteur de type I, la remarque 

est triviale. Nous pouvons donc supposer que M est un facteur 

2 
continu. Comme a « int(M) , il existe un unitaire w de M 

avec a = Ad w et donc wa (w) = Xl c (C ,[ A \ = 1 , car 

Ad w a = a = a°Ad w = Ad a(w*)°a 

-1/2 2 
Posons u = X w . Nous avons alors a = Ad u et a(u) = u*. 

Par le lemme 1.6 , il existe v c U(M) tel que va(v*) = u* 

et donc tel que Ad v «a soit une transposition de M. La re­

marque est donc vérifiée en posant S = Ad v »a 

qed. 

Lemme 1.8 : Soient M une algèbre de Von Neumann continue 

et a , une transposition de M. Pour tout l s n < ( D , X c ( C , 

IXI= 1 , il existe un s.u.m. {f, . ) . , de M avec 

a{f, .) = A1"5 f , pour 1 Si.js n . 
i» J j 11 

Démonstration : Soit {e. . ) . ,., ., un s.u.m. de M. i,] 1 si,3* n 

Montrons qu'il existe un opérateur partiellement isométrique w 

de M tel que w*w = e.. , ww* = a ^ e n ' e t « (w) = w . 

Posons e' . = a(e. ) , pour 1 si.js n . C'est un 

s.u.m. de M et donc,par le' lemme 1.4 , e.. ~e' = a(e-.) . 

Soit alors v, une isométrie partielle de M avec w * = e.-

2 
et v*v = ate-.) . Comme a = 1 , nous avons aussi 
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a(v*)a(v) = e., et a(v)a(v*) = a(e ) . Soit x = a(v*)v'. — M- V-
C'est un unitaire de e..Me.. tel que " "" / 

¥ i*l . . . . 
(Ad v* °ct)2 = Ad (v*cx(v)) = Ad x* e t 

Ad v* °a(x*) = v*a (v*a (v ) )v = v*va(v*)v = e . . x = x 

Donc, par l e lemme 1.6, a p p l i q u é â e . .Me , Ad v* «a e t x* ,, 
V V 

il existe y e e..Me., avec y*y = yy* = 6-1-. efc . ., .-,, 

yAd v* • a(y*) = x . Posons w = vy* . Nous avons : 

w*w = yv*vy* = ye y* = yy* = e.. 
•M- -M- -. j 

ww* = vy*yv* = Ve11V* = a (e..) 

Vérifions aussi que : a(w) = w . En effet, nous avons 

yAd v*«a(y*) = x = a(v*)v ==> yv*a(y*) = a(v*) = > 

yv* = a(v*)a(y) = a(yv*) = > w* = cc(w*) 
'••'• r • ' ?< 

Posons u = E X J a (e . .)we. , . C ' e s t un u n i t a i r e de M t e l que 
j . i J - O l O • . . . . . 

ft. • - * . . - . ; o r 

Ad u (e . J = E X j - i a C e . .)we .e e w*a{e . ) 
c / s w j - 1 *"J *-'J t , s 1 I 1 1 ^ . •• • •' .: 

" A t _ S a ( e l , t i w e l , t e t , s e s , l W * a ( e s , l ) 

= * t " B « ( e 1 / t ) « ( e u ) « < e S f l ) = X ^ a t e ^ J ^ 

pour 1 £ s , t s n , e t • . ' ' : _ . 

"• -i *• -i - .-, 
a(u) = l X J a ( e , . ) a (w)e • . = Z X J a (e . . ) we. . = u . 

i-i I o 1 O i-i I O 1»3 

Donc, par l e lemme 1 . 1 , i l e x i s t e un u n i t a i r e a de M avec 

u = o ( a ) a . Posons f, . = a e , .a* , pour I s i , j s . n . . Les . f . . 

forment un s .u .m. qu i s a t i s f a i t l e s c o n c l u s i o n s du lemme, c a r , 

a ( f , , ) = a ( a * ) a ( e , - ) a (a ) = a ( a * ) u ( X i - j e , , ) u * a ( a ) 1 O 1 O Ji1 

= a{a*a (a* ) )uX i ~ : i e . . u*{a (a )a )a* = X ^ a e . ,a* 
Ji3- Ji*-

= X -'f, , pour I s i , j s n . 

qed. 
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2. FACTORISATION DES ANTIAUTOMORPHISMES PAR DES ANTI-

AÜTOMORPHISMES DU FACTEUR HYPERFINI DE TYPE II 

Le principal résultat, démontré ici, est la pro­

position 2.3 . Pour tout antiautoraorphisme a d'un facteur 

de McDuff M , à prédual separable, nous construisons, pour 

toute suite (1Ou>i d'entiers 2 1, un unitaire a de M et 

une suite {(e v 1 } 

i,j Ü i,] Sny . de s.u.m. de M , commu­

tant deux à deux, et satisfaisant les conditions suivantes : 

(a) Pour tout vfc 1, Ad a »a(e v.) = e.v, (Is i,js n, ) 

(b) Le sous-facteur K de type II. , engendré par 

les e, , , factorise M en le produit tensoriel de K par 

K' n M , 

Nous montrons, de plus, que si a est une transposition de M, 

nous pouvons choisir a tel que a(a) = a et donc tel que 

Ad a oQ est une transposition. 

Commençons ce chapitre par rappeler, pour être 

complet, un résultat bien connu . 

Lemme 2.o : Soit N , une algèbre de Von Neumann finie. 

Si, pour tout nil, il existe une partition de l'unité 

(p.). . dans N , alors N est continue . 
j ] •= i,...,n 

Démonstration : Remarquons tout d'abord, qu'il suffit de 

vérifier l'assertion suivante : 

(1) Tout projecteur non nul f de N majore un projecteur f. 

avec c(f,)c(f-f1) ^ o . 

( c(f.) désigne le projecteur central de f. dans N ) 
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En effet, soit e , un projecteur abélien de K. Si e ^ o, 

il existe un projecteur e. i e tel que c (e,)c(e-e.) ^ o . 

Par conséquent, ([3o]. Cor.4.5), il existe deux projecteurs 

non nuls, équivalents, f.(e. et f. 4 e-e. . Comme e est 

abélien et que f ~f , f = ec (f ̂) =ec (f 2) =f 2 - Or, cela est 

impossible, car, par construction, f-if? = o . N ne possède 

donc pas de projecteur abélien non nul, ce qui prouve que N 

est continue. 

Démontrons maintenant {1) . Soient f, un projecteur 

b 
non nul de N et f , son image dans Z(N), le centre de N, 

par l'application ^ canonique de N ([3O].7.11). De par les 

propriétés de Ç , f ' > o , donc il existe un E > O et un 

projecteur p ? o de Z(N) tel que f p >ep . Soient alors 

m'e IN , tel que 1/m s e et ^ j * ! - - - ^ u n e partition de 
m *) 

l'unité dans N . Comme Z e, = 1 et que e.<ve. , e, = 1/m-l . 
3-1 J * J A 

P1 = pe. est alors un projecteur de N avec 

pl = p el = ( 1 / m ) p Ä e p < f 

Par conséquent, ([3O].7.12), P 1 < f . Soit f1 , un projec­

teur de N avec p. ̂ f , , f, •* f . Vérifions que 

c(f1)c(f-f1) * o . 

On a : 

ctf^ctf-f^ = pcte^ctf-f^ * P(^f 1) = P(f "Pi ) 

= p(f*-(l/m)p) > o 

qed. 
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Lemme 2.1 : Soient M , un facteur de McDuff à prédual sepa­

rable i a e Ant (M) -t p ,un entier ; > 2 ; À £ £ , | x | = l et 

u , un ultrafiltre libre sur IM - Alors, il existe un 

s.u.m. (F i f jï l s l # j s p dans M^ tel que 

\(F1^ = ^'\,L U S i ' J A P Ï 

Démonstration : Par le théorème 2.2.1 de [ ? ] , M est une 
- - - - - • • • • • •' m 

algèbre de Von Neumann de type II, . Si la période asymptoti-

2 2 que de a , p (a ) , est nulle, le théorème [? 3. 2.1.3 a 

implique que a est stable, et donc, par les lemmes 2.o 
U 2 

et C7 J.2.3.3 , (M ) au est de type II . Si p (a2) = n>o , 
Ù) J- a 

a " est proprement extérieur pour lsqïn-1 et a = 1 , par 

17 ].Prop.2.1.2 , et donc [M ) u est une algèbre de type II, 

([9 ].III.2.15). 

Pour terminer la preuve, il suffit alors d'appli-
2 

quer le lemme 1.8 à (M )au et à a 
H ) U ) 

qed. 

Lemme 2.2 : Soient M , un facteur de McDuff, â prédual sepa­

rable ; a e Ant (M) ; p , un entier a 2 et ¢, un état normal, 

fidèle de M . Alors, pour 1(1 .i -.., IJJ « M1̂  et e>o , il existe 
J* q 

un unitaire a * M et un s.u.m. {e, .),- . , ., de M , satis-
1,3 1 si / 3 sp 

faisant les conditions suivantes : 

(a) Jjty , e , , 3 | | s E pour r = l , . . . , q e t l ^ i . j S p . 
r i f j 

(b) Ad a » a t e . .) = e . pour l * i , j * p . 

(e) ||a - i L * e 

e t s i . a e s t une t r a n s p o s i t i o n 

<d) a ( a ) = a . 
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Démonstration : Soit u , un ultrafiltre libre sur IN . Par 

le lemme 2.1, il existe un s.u.m. (F. J 1 J ^ - dans M 

tel que a (F, ,) = F. (lsi,jsp). Soit (C ? ].Prop.l.l-3) 
ai 1/3 Jf* 

t (f^ -)-1--1 •- I k f IN J , un système de suites reprësentati-
1, j J-Sl, j sp 

ves de (F i f jï l s l > j s p , ou, pour chaque k , ( f * # j ) ^ .£p 

e s t un s .u .m. de M. 

k k 
Pour chaque k , f.- e s t é q u i v a l e n t à a { f . . ) 

(Lemme 1.4) e t comme a (F 1 1) = F 1 1 , i l e x i s t e ( C ? ] . 1.1.4) 
m U Ll 

une s u i t e (">)y ÎM d ' o p é r a t e u r s p a r t i e l l e m e n t i s o m é t r i q u e s 

t e l l e que uku* = a t f j j , u*uk = f j , e t t e l l e que 

( u k - f U J T T - »,> * > *- f ^ t e m e n t . 
r k k 

Posons , pour t o u t k e (N , v, = I a Cf1 J u . f . . e U(M) 
K J-i -L/J K J., j 

La suite (v ) ^ est ^-centralisante. En effet, pour 

lsjsp , tant (a(f1/;1))ke^ ,que <fÎ,j>kÊiN
 l e sont* D e p l u s' 

comme (u.). w est une suite bornée telle que 

{uk - fÎA ] ^ T r ^ ° ' *- f^tement , 

(ui,)i. !•.• e s t aussi w-centralisante. Par ailleurs, (v ), 
p 

r e p r é s e n t e Z a (F1 . J F 1 1 F 1 , = 1 e t donc 
à.i w I f J M IfD 

(v, - 1 ' )—Î »o , *- fo r tement . 
k k -+ tu ' 

*• k k 
Comme U k a * f i i > u > = f L l ' n o u s a v o n s « pour l s s , t £ p , 

• < 1 " * > ( £ W Ì , S • f t , S • 

Comme chaque suite (f. .). ... est w-centralisante et que 

(v? - 1 ) —; f o *- fortement , • 
* k k -*• a 
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Supposons maintenant,que a est une transposition. 

Posons y. = v*a(v. ) et notons F. , le sous-facteur de M , 

engendré par les f, . . Far construction, 
1 /D 

Ad v* »a e Ant (F 'A M) et Ad y^ L = (Ad v* «a)2 

' l e * 1 

donc y. e F' A M . De plus, 

Ad v* »aty^î = v*a (vJ°(v
fc))

v
k " « <

VJ> v k =
 VJ 

Comme ^v.). _, est une suite w-centralisante et que 

-v 1 . *-fortement 

il en est de même pour (Y1Jv m • E n appliquant,pour chaque k, 

le lemme 1.6 à F£ A M , Ad v*«a et y. , nous obtenons une 

suite (zv)v IN d'unitaires de M telle que a(zkv*)
 = zv vv ' 

Ad (z.v») *a(fj . ) = f* . et z.v* — • 1 i *- fortement . K K 1 , J D / ̂  K K 

La démonstration se termine alors comme ci-dessus . 

qed. 

Proposition 2.3 : Soient M un facteur de McDuff, à prédual 

separable et a e Ant(M) . Pour toute suite {n ) . d'entiers 

n i. 2 , il existe un unitaire aeM et une suite de s.u.m. 

(e? . ) , . . dans M , commutant deux â deux et satisfaisant 
i,j'lsi,3snv 

les conditions suivantes : 

(a) Pour tout v , Ad a°a(e^ .) = e^ ± (l£i,j£nv) 

Posons A ,le sous-facteur de M , engendre par les e. . . 
v i, j 

(b) Les A engendrent un sous-facteur A de type II. 

de M , qui factorise M en le produit tensoriel de A par 

ATlM. 

De plus, si a est une transposition, 

(c) a(a) = a . 
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Démonstration : Soient $ , un état normal,fidèle sur M 

et (iji.) , une suite dense dans H^ . Nous construisons 

par induction sur v , une suite (a ) . , d'unitaires de M 

et une suite {(e? . ) . , . } , . de s.u.m. de M , satis-i,3 isi,]snv V£i 

faisant, pour chaque v , les conditions suivantes : 

(a) Le facteur A , , engendré par les e, . , commute 
V 1 | J 

avec A1 , A2 , . . . , A y - 1 . 

2" V 

v 
(B) HCe1 , T|ik3 I s. ^2- pour ksv , l s i , j s n 

(Y) a v c (A1UA2U11-UAy -1)' pour v> 1 . 

(5) | ( a v . . . a x ) - ( a ^ . . . a ^ ^ < 2 _ v ,pour v > 1 

(e) ov = Ad (av...ai) -a satisfait %<e*(j) = e ^ A 

pour k s v . 

De plus, si ci est une transposition , <x(av. ,.a.) = av-..a. 

pour v i l . 

Pour v = l , les conditions (a), (Y) et (6) sont vides et 

la démonstration de (ß) et (E) provient d'une application 

directe du lemme 2.2 à M, a, n. et ty . Supposons (A. ,a ) , 

(A2,a ) ,..., (A ,a ) construits et déterminons Ay+1 et a^. . 

Soient A ,le sous-facteur de M , engendré par A ,... ,A et 

A , son commutant relatif dans M . Comme M est identique 

à A v»£ , il existe un nombre fini d'éléments ty , . . . ,$ de 

A11 et un E>O tels que : 

(*) C x « A, I x J il, llrîyx] I <e , ISjsr ] = > 

n it ,-(^"l) 
= > C |W k»xJ II

 s ^-j ' P° u r 1^ 5V +I 3 
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Comme la restriction de if à A est fidèle, il existe r)>o avec 

tî) [ a«U(Â> , Qa - I|t<iì3-W|ta - Ua^...aj* < -^- ] 

Posons a , la restriction de a S A . Si a est une transpo­

sition, par hypothèse d'induction, 

ay = (Ad iav...ax) . a ) 2 = Ad [ <ay.. .a^ a ( (av-. .a^ *) ] = 1 . 

Par le lemme 2.2 , il existe un s.u.m. (e. .),„. ., et 
i,j 151,JSn^1 

un unitaire a de A tels que : 

(a) fl[$k, e ^ ] | <e pour lsksr , lsi,JSn^1 . 

<b) Ad a • a(e. .) = e. , lsi,jsn , 
If J J ,X VTl 

{e) H à - i|t <n 

(d) a(a) = a , si a est une transposition . 

v+1 *" 
Posons e, . = e. . et a ,., = a . Nous obtenons (&) , par {*) 

i/3 i»J V+-I-

et (a), et (5) , par (*) et (c) . La vérification des condi­

tions (a) et (Y) est immédiate. Par (b), nous avons : 

et pour k s v 

% r l ( e ï f j> = A d a v + l ' a v ( e i \ j> - e j , i a^,Unk ï 

x k 
car , par construct ion, a , , , commute avec a {e. .) = e. , 

V T I V *,J J f 1 

De plus, si a est une transposition, nous avons par (d), 
a (a,,,,) = a - et donc, en utilisant l'hypothèse d'induction, 

a(av+1...a1) = a(av-. ̂ 1 ) a ( a ^ ) = 

* av(avfl)(V"al> = «Vl'-V • 

La vérification de (E) est donc terminée . 



-15-

Firi de_la démonstration : Comme $ est fidèle et par (5) , 

(a ...a.) . converge *-fortement vers un unitaire aeM , qui 

satisfait, si a est une transposition, a{a) = a (par (e)), 

ce qui démontre (c) . De plus, nous avons, pour tout k'£ 1 , 

Ad a»a(e, .) = e. , {lsi,j£n. ), ce qui prouve (a). 

Par (g) et les lemmes 2.3.5 et 2.3.6 de 17 1, les A engen­

drent un sous-facteur A de type II. , qui factorise M en 

A ®(A'n M), ce qui démontre (b) . 

qed. 
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3. DEMONSTRATION DU THEORIME 1 

Rappelons l'énoncé du théorème 1 , mais aupara­

vant, donnons la définition suivante : 

Définition : Soient M , une algèbre de Von Neumann et 

H , un sous-groupe de A(M} . Deux éléments de A(M) a et 

ß sont dits H - équivalents s'il existe 6 e H tel que 

Théorème 1 : Soient a et ß deux transpositions d'un facteur 

de McDuff M , à prédual separable. Alors, a et 0 sont 

Int (M)- équivalentes Bi et seulement si cuß e Int (M) . 

Comme Int(M) est un sous-groupe normal de A(M) , 

la nécessité de la condition est évidente. 

La démonstration de la suffisance de la condition 

se divise en trois parties. La première, composée du lem­

me 3.1, nous permet de supposer que a et ß sont telles que: 

(a) la période asymptotique ([?] .Dëf .2.1.1) de a« ß est 

nulle. 

(b) si a est un ultrafiltre libre sur IN , alors, pour 

tout entier pï2 , il existe une partition de l'unité 

(p1Josjsp-l ' d a n s Mu t e l l e que,pour osjsp-1 , 

W = p- j +i e t W = p-i -
Le point principal de la deuxième partie est la 

preuve du lemme 3.6 , qui sera appliqué, de manière recursive, 

dans la démonstration du lemme 3.1o , qui est le coeur de la 

troisième partie. 
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Plus précisément, le schéma logique de la preu­

ve du théorème 1 est le suivant : 

3.o 3.1 3.2 

N, 1 l 
3.3 3.4 3.5 

^ N * ^ 3.7 3.8 3.9 

^^* 3.1o ^ fin de la démonstration. 

Le lemme 3.o est certainement bien connu, mais 

nous en donnons une démonstration afin d'être complet . 

Lemme 3.o : Soient M , une algèbre de Von Neumann continue et 

n e IN -Si (p-)1<. est une partition de l'unité dans M , 

alors le commutant relatif dans M des (p.),,-, est une 

algèbre continue . 

Démonstration : Comme, pour lsj<n , p. et P J + 1 sont équi­

valents (p . = p.) , il existe des opérateurs partiellement 

isométriques u, de M avec "îu. = p. , u.u* = p.+1 - Posons 
rv 

u , l'unitaire Z u. et soit P , le sous-facteur de type I 
5-1- 3 

de M , engendré par le s.u.m. { e - u1 j p I ISi,jsn } . 

Le commutant relatif dans M des tP-)'-i<*< e s t isomorphe à 

(£ 8(P1AM) et donc est continue. En effet, comme tout x e M 
IV 

s'écrit de manière unique I x. . e . avec x . c (P1DM) , 
ï.j-i l f 3 i»3 i*3 

s i y * ' n P j ï l s J s n ) - n M , y - £ y i f l e 1 / ± . 
qed. 
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Leimne 3. X : Soient M , un facteur de McDuff, à prédual 

separable ; a , ß des transpositions de M et m , un ultra­

filtre libre sur IN . Il existe alors deux transpositions 

a , Int(M) - equivalente â a et ß , Int(M) - équivalente 

à ß , satisfaisant les conditions suivantes : 

(a) pa{a*ß) = o . 

(b) Pour tout entier ps2 , il existe une partition 

de l'unité (P.) . dans M telle que : 

*J*i) =P-i+l e t * W =P-i (0,Up-I) . 

Remarque : Les indices sont calculés modulo p . 

Démonstration : Soit (iftjïx 1 , une suite dense dans H 4 . 

Commençons par démontrer l'assertion suivante : 

Assertion : Pour toute suite (n ) . d'entiers £ 1, il existe 

une suite { (eV .) ̂ . , } , de s.u.m. de M , commu-

tant deux à deux et deux transpositions a, , Int(H) - équi­

valente a a et 0. , Int(M) - équivalente a ß , telles 

que / pour tout v £ 1 , 

(1) IJCiL. , e^ .]|| i — 5 pour rsv , osi,jsn . 
r 1 ^ <V1J 

(2) « J e ^ i - 0 1 < e ï , j ) = e j , i Ï«i.3*»v> -

Démonstration de_l_|_ajssertion : Soit (11O v>i ' * a s u i t e 

d'entiers dont les premiers termes sont : 

n^,n-,n./n ,n-»n-,n. ,n./n. ,n ,n ,n ,n ,n ,n ,n , 

Par la proposition 2.3 et sa démonstration, appliquée à a 
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(resp. ß) et à la suite 0\)],>i 'iJ- existe un unitaire a 

„ } (resp.{(g, 
\ i,j — , j — k 

de s .u .m. de M , commutant deux à deux e t t e l s que , pour 

( r e s p . b ) , une s u i t e { ( f ^ .) o s i f j a n > ( r e s P . { ( g 1 # j ) o s i f ^ n , ; » 

t o u t k s i , 

(a) Ad a - a ( f* .) = f* , ( r e s p . Ad b . ß l g j ) = g* •.): • 
ifj J/1 1 I j J/1 

pour o s i , jsui . ., 

(b) a{a) = a { resp . ß (b) = b) . 

(O I C ^ f f ^ j l f ] * 2 " k / { m k + D 2 

( r e s p . | j [ i | i r ,gj . ] || s 2 ~ k / ( n y H ) 2 ) pour o s i , j s m ^ 

e t r £ k . 

Construisons, par induction, une sous-suite (m, ) . de 

P
 F 

(m,). ̂  et une suite (u ) o S l d'unitaires de M telles que : 

(o) m = n . 
P k 

(i) u commute avec les g r. , osi,jsm. , lsrsp-1 . 
P 1Ij K

r 

Pour tout pal , posons v = u u — u , . 
p p p-1 1 

k k -
(ii) v f. . v* = g. . pour osi,j£m, et r = l,...,p 

P i 13 P i 13 fc
r 

(ili) H Î  »Ad v - 4- «Ad v _2 K <. 2~ ( p - 1 ) 

pour lsjip-1 

H^=AdV- 1 - ̂ A d v ^ H s 2 - ^ 1 ' 

Comme les conditions (i) et (iii) sont vides pour p = 1 , le 

premier pas de l'induction découle directement du lemme 1.4 . 

Supposons m , u construits pour q<p et déterminons m 

q q p 
et u 

p 

Soit P = { g , . , osi, j sm ; r = 1,. .. , p-1} ' C\ M 
1 f 3 * r 

Jr 
Par construction, g . e P , pour k>k . et par (il), 1 f D P - J-
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k 

P-
libre sur IN et posons K = { k e N| k>k et m.= n } . 

v .f. . v* , £ P pour k>k , . Soit tu , un ultrafiltre 
J-I i,j p-1 r p-1 

Par définition de la suite On1), . , K est un ensemble 
K XÏX p 

infini. Soient (F, .) . , (resp. (G, .) , . ) les i,j'osi,jsn ^ 1,3'osiosn 

s.u.m. dans P , correspondants aux suites u-centralisantes 

{ tvp-lfi.JVp-l*o*l,jSnp \tXp
 {reSp*{ (9Ì,j»oSiijSnp

 }k, Kp > 

Comme F1. est équivalent à G-. dans P , il existe un 

opérateur partiellement isométrique U c P tel que 

*V = ü*ü et G v = uu* . 
Par le lemme [73.1.1.3 {b) , il existe une suite u-centrali-

sante (w. ), „ d'unitaires de P tels que 
•K K CA 

P 
k k 

wfcv -f. .v* -w* = a, , pour o^i.jsn, et ke K . 
k p-1 1,3 p-1 k yl,j * 'J k p 

Il est clair, alors, que pour un couple (k , w. ) convenable 
les conditions (i), (Ii) et (iiiî sont bien remplies. Posons 

alors k = k et u = wL . Comme k cX , la condition (o) 
P P k P 

est évidente. 

Posons o = lim Ad v . Par (iii) , o e Int(M) 

k k 
et par (il), o (f.p.) = g.p. pour p*l et osi,jsm. 

i O *• i J P 

Pour terminer la démonstration de l'assertion , 
k 

posons, d'une par t , eV . = g, ., , pour tout v i l e t 
I O 1 O 

o s i , j s n e t d 'au t re pa r t , 
a. = o° Ad a °a » o~ e t B, = Ad b» B 

Par (b) et la proposition 1.2 , O1 (resp. B1) est ïnt(M)-ëqui-

valente â a (resp. ß) et par (a) et la définition de o , O1 

et ß. satisfont le point (2) de l'assertion. 
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Fin de la démonstration : Soit (n ) , , la suite d'en-

tiers dont les premiers termes sont donnés par : 

1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,... 

Soient { (e. .) . . } , , une su i te de s.u.m. de M i ,3 o s i , j sn Jval 

e t a , ß sa t i s fa i san t les conclusions de l ' a s s e r t i o n 

relativement à la su i te (n ) , c i -dessus . 
V Vil 

"v "v 

Pour chaque V21 , posons c = Z e . , , , et d = E ev. . 
v i.e -i+l,i v i.„ -i,i 

Soient K , le sous-facteur engendré par les e^ . et t , 

la transposition de K , définie par 

t (eY -) = ev , . 

Comme c e t d sont des u n i t a i r e s de K , s a t i s f a i s a n t 
v v v 

c t (c*) = d t (d*) = 1 , v v v v v v 

i l e x i s t e . p a r l e lemme 1 . 1 , deux u n i t a i r e s x e t y de K 
>e v J v v 

t e l s que x v t v { x v ) = c v • e t y ^ {yy) = dv . 

Rappelons que s i x £ K , |] x || s 1 , 

x = 4 X i , j e ï , j °Q X i ' , j e C ' l X i , j l * 1 • 

De p lus , par l ' a s s e r t i o n , 

l [ * r - e ! , ]|l * , pour o s l , j n e t r s v 
r 1 ^ (n + l)1 v 

v 
Donc, nous avons, pour v ̂2 et r$v, 

I*r"M < V v - r - x i ' - V A d <\-r"x iJH = 

« «Ad /j^...x ï* -* »Ad (x ...x ï* H s 1/2V 

Posons v - lim Ad (x.,x ,...x.) . Par {*) , v c Int (M) * v-» 1V v-1 1 A 
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et par construction, nous avons : 

X - V X _1(ei,j> = A d ̂ vW^i' = A d % ^,i* 

= e - j + l , - i + l • 

Posons, de même î  = lim Ad Iy y ...y ) . Par un calcul 

semblable, nous avons : ip e int(M) et 

- --U . . 
Posons a = X0^1

0X et ß *= <|>° 6,° ̂  

Vérifions que p (a«ß) = o . Comme, pour tout v £ 1 , a 

" • ^ , j " » = eï+i,j+i 

et que, par définition de la suite Cn > ̂ -̂. « tous les 

entiers y apparaissent une infinité de fois, a0ß est exté­

rieurement conjugué à a°S ® s , pour tout p*2, par défi­

nition des s (C8 H.Prop. 1.6). Par le théorème 1 de C 7 3, 

cela démontre que p (a°ß ) = o 
ai 

Prouvons 3.1 (b) . Soit p, un entier 2 2 et posons 

P = { veN|nv = p-1 } . Par définition de la suite (n ) , 

P est un ensemble Infini. Pour v e P , soit p^ = e^. . 

Les (p.)Q£^S__I forment une partition de l'unité dans M 

avec -. v, v ~, v, v 
a(Pj) - P_j+1 et ß(Pj) = p_j . 

{ (p.) , } est clairement une suite u - centralisante rj osjsp-1 veP 

et donc représente une partition (P.) , - de l'unité 

dans M^ . Comme âjP.) = P^j+1 et B^(P.) = P - j , le 

lemme est bien démontré . 

qed. 
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Lemme 3.2 : Soient M , un facteur de McDuff, â.prëdual 

separable et a , S deux transpositions de M , avec a°ß e Int(M} 

et p (a«ß) = o . • ? . 
a 

Alors, il existe une suite (z ) d'unitaires de M 
P p 6IN 

t- ..'. 

telle que, quand p •+ °° , 
(a) Ad z > a°ß dans Aut (M) . • _' -^jJ 

k k r' ~i' 

(b) (a (z ) - z ) •+ o , * - fortement et ! 

p p ' -1-.-J 

k k 
{0 (z J - z ) •+ o , * - fortement , pour tout ke-¾: . 

Démonstration : Par le lemme 3.1.1 de C ? 3, il existe „une .. 

suite (y ) d'unitaires de M telle que, quand p * œ , 

(i) Ad y — y a°ß dans Aut {M} . 
-• t . i 

(ii) (aoßtyp) - y* ) •* o »-fortement J k« Z 

Pour tout pe IN , posons w = y a (y*) . C'est un unitaire 

P P P , y 
de M . Comme par (i) , Ad y HQ •*• a 0ß „a dans A(M) , nous 'cl 

: Ï --\ 

avons 2 
Ad {y «(y*)} = Ad Vn > (a-ß«a) = 1 dans Aut(M). 

P P P p-*00 

Par conséquent , (w ) e s t une s u i t e c e n t r a l i s a n t e . 
P P e W 

So ien t u , un u l t r a f i l t r e l i b r e sur IN e t W , l ' u n i t a i r e -
ft ft 

de M , r e p r é s e n t é par (w ) ... . I l a p p a r t i e n t à {M ) u° ta 
tu P P e N ai 

l a s o u s - a l g ê b r e des p o i n t s f i x e s de M sous a »ß 
En e f f e t , l a s u i t e (cuß(w )) e s t é q u i v a l e n t e à l a s u i t e 

P PeW 
(w ) , c a r , comme, par ( i i ) , • '• 

P P« IN 
{ctoßtv ) - y )—> o e t {aoßoafy*) - o(y*J)—k, o * - fo r t ement 

P P ?-*» P P P->« 

e t que, par ( i ) , Ad a {y*} > Boa dans Aut (M) , nous' 
P P-*°» 

ob tenons , par l e lemme B.4 .2) , que : 
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(acßty )aoß<.a (y*)-y a (y*) ) = (a° ß (w )-w ) -+ o * - for tement . 
P P P P P P p*~ 

Si (x ) e s t une s u i t e « - c e n t r a l i s a n t e , i l en e s t de 
p peN 

même de l a s u i t e (Ad y «o(x )) ^ , par (i) e t l e lemme B.4.1) 

Ceci nous permet d ' énonce r l ' a s s e r t i o n s u i v a n t e : 

A s s e r t i o n : L ' a p p l i c a t i o n , q u i , à t o u t e s u i t e r e p r é s e n t a t i v e 

( x «)„ M ^e X c M , a s s o c i e l ' é l é m e n t de M . r e p r é s e n t é 
P Pe IN w w e 

par la suite (Ad y oa (x ) ) .̂  , induit un antiautomorphisme 

Y de M ayant les propriétés suivantes: 
w 

a aß 
(1) Y laisse (M ) w w globalement invariant et donc 

définit, par restriction, un élément Y e Ant((M ) w ü } . 

(2) y = Ad W et donc, y = Ad W e Int ( (MJ w u ) . 

(3) Y*«) = W . 

Démonstration de_l_|_as_sertion_: Y est bien défini, car, si 

(x ) ,., est une suite m - centralisante de M , qui tend P pe IN . 

vers o , ^-fortement, il en est de même, par le lemme B.4.2) 

de la suite (Ad y <>a(x )) ... P p pe IN 

Il est clair que y est un antiautomorphisme de M , 
ti) 

car, pour tout p e IN , Ad y ca c Ant (M) . 
p a«ß 

Soit (x ) ... , une suite représentative de Xe(M ) w u 

p pe IN ^ w 

Pour démontrer (1), il suffit de vérifier que les deux suites 

w - centralisantes 

(Ad (aoß(y p))(a(x p))) p e H et (Ad yp(a <xp) ) ) pe N 

son t é q u i v a l e n t e s , ca r par l e lemme B . 4 . 2 ) , • 

(ot«ß (Ad y ea(x ) ) - Ad (a»ß(y ))<>a (x ) ) —• o / - f o r t e m e n t . 
P P P P p-»« ' 
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Comme -a^i X ) e M^ et que, par (i) , (a° ß (yp) -yp> pg ^ 

est une suite io - centralisante, qui tend vers o f ^forte­

ment , {{ao&(y )- y ) a (x )) -> O , *-fortement 
P P P p+« 

Par le lemme B.4.2), nous obtenons : 

(cuß(y )-y )a(x )acß(y*) — * o , *-fortement . 

On montre äe la même manière, que : 

y a (x J (a°6(y*)-y*) — ^ 7 ^ o,*-fortement 

ce qu i t e rmine l a démons t ra t ion de ( l ì . 

-Comme (w ) ... = (y a (y*)) ... e s t une s u i t e r e p r é s e n -p pe IN . w p w p pe (N r 

t a t i v e de W * (2) e s t c l a i r . 

•y(W) . e s t - r e p r é s e n t é par 

(Ad V a ( w p ) ) p e W = ( a ( v p ) y p ) p e ( N = <wp) p e | N 

ce qui prouve (3) et termine la démonstration de l'assertion. 

Firi de_ia démonstration du_lemme_: Comme, par hypothèse, 

p (a»ß) = o' , le théorème[7 3.2.1.3 implique que a •& 
a - to U) 

est stable' et donc, par les lemmesC7].2.3.3 et 2.o , 
a-ß 

(M ) " u. est une algèbre de type II, . Par le lemme 1.6 , 

il existe un unitaire V de (M ) u u avec W = Vy(V ) . 

Soit (v ) ., , une suite d'unitaires de M , représentant 
p pc N 

V (existence par la prop.[7 ].1.1.3) et posons z = v y , 

pour tout p e IN .' 

Comme Ad v *..l dans Aut (M) , Ad z — » a°ß dans 

Aut{M) , quand p — > m . Vérifions que les suites 

(a (z Ì - z ) , ^ et <ßUJ - 2J^tK, p p pe IN P P PE IN 

tendent vers o , *-fortement, lorsque p » u> . Par cons­

truction de la suite (v ) „, , nous avons : 
p pe N 
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( v y a (v*)y* - w*) = [(v y a(v*) - a (y ) ) y * ] •*• o , * - f o r t . 
P P P P P P P P P P f+u. J 

e t donc , par ( i ) e t l e lemme B . 4 . 2 ) , 

{v y - a (v y )) = (z - a (z )) —V o t * - for tement 
P P P P P P p-»-** 

car 
Ad a (v*) * 1 dans Aut (M) . 

P 
a°6 

Comme (v ) » est une suite représentative de V «(H }*" u 

p pc IN c li) 
les deux suites m - centralisantes (v ) ^1 et (a»ß(v )) ,., 

p PtN p pe IW 
sont équivalentes. Donc, 

(a°$(v ) - v ) ï o , *-fortement, quand p •+ ui 

e t par conséquen t , (o*ß(z ) - z ) = (a= ß (v y ) - v y ) a u s s i , 

c a r , p a r ( i i ) e t l e lemme B . 4 . 2 ) , t a n t (a«6(v ) ( a » 6 ( y ï - y ) ^ 

que ({aoßtv ) -v )y ) „, convergent *- for tement v e r s o . 
P p p pc W 

Comme a e s t i n v o l u t i f , {a(z ) - ß < z
p > ) p c | g e t d o n c 

(ß(z ) - z ) „. t e n d e n t v e r s o »- for tement . 
p p pC IN 

Nous avons ainsi montré comment construire une suite 

d'unitaires (z ) „., , vérifiant 3.2(a) et (a(z )-z ) + o, 
p pc N P P 

•-fortement, (ß(z )-z ) • o , *-fortement , quand p •+ » 

r r Soit r e N et supposons que (a (z ) - z ) -^- o , *-fort. 

Comme {(o (zp) -z*)* (z ) ) M et (z* (a (z)-zp) ) p e W convergent 

vers o *-fortement et que 

a ( z P + 1 ) " Z P + 1 = ( a U P J " * P ï a ( V + 2 P ( a ( V " V ' 

(a{zr+1) - z r + 1 ) > o , *-fortement . 
P P p->-

La c o n d i t i o n 3.2 (b) se démontre a l o r s par i n d u c t i o n . 

qed. 
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Lemme 3.3 : Soient M , comme ci-dessus et a , • $ deux*-''"' 

transpositions de M , satisfaisant les conclusions de n"3.'1V-I' ' 

Alors, pour tout n z.2, il existe une suite de partitions 

3j'oiJ£n-lJ ke IN — - - -r \ de l'unité { tp^),,^. -, } i, ,M e t deux suites d'unitaires I ,, 

d S M ' (Ck}k,IN e t «k>k£lM t S l l e S ^ 6 : -.. P '=' '-<-

n k n 

. (i) flC^-p^ ] | ^ o pour osjsn-1 et tout "' ty "k M A 
3 k -•• » 

(ii) Pour tout k € IN , A d c. "a et Ad d. °ß sont "des 
'•I • *•< J '• 

transpositions de M , satisfaisant : 

a) Ad c. °a(pk) = p k , + 1 et Ad d.ofi(pk) = p k (o<j<n-l): 

b) o(ck) = c k et ß(dk) = d k . , .. _, ^ ,^.,^ 

(iii) (c, - 1) • o j »-fortement 

(d. - 1) > o j '-fortement 
* k*» 

Démonstration : Par 3.1 et la prop.C ?].1.1.3 (c) , il 

existe une suite de partitions de l'unité dans M 

{ (pk) osjsn-l } k , N t e l l e qüG ' q u a n d k - • - , " *' \" 

k k 
(a) {a(p.) - P_ i + 1) * ° > "-fortement . , w 

(b) (B{pk) - p k . ) > o , »-fortement . 1 . '••' • 

(c) [|Ci(',pk ] | » o , pour tout iji c M^ -. 

Par (c), la vérification de (i) est triviale . 

- k k Pour tout osjsn-1 et tout k e IN , a (p.) et P_-j+i sont 

des projecteurs équivalents. Par (a) et le lemmeC7J.1.1.4, 

il existe,alors, n suites d'opérateurs partiellement iso-

k k k k 
métriques <Ujï k e w î o Sj S n-i

 d e M a v e c *j(*j>* -.*('Pj> -

k k k k k 
(z .)*z. = P^ + 1 et (z. - a (p.) ) — • o t »-fortement . ' 
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Pour t o u t k e IN , posons c = I (z.)* . C ' e s t un 

u n i t a i r e de M t e l que , pour o^ j sn-1 , 

Ad c j . a<p*, = p^. + 1 . 

De p l u s , l a s u i t e d ' u n i t a i r e s < c î ) k c I N tend v e r s 1 , » - f o r ­

tement/ quand k -*- œ 

Pour t o u t k £ N , l ' an t i au tomorph i sme Ad c k ° a l a i s s e 

g lobalement f i x e l e commutant r e l a t i f dans M des p . , o s j s n - 1 , 

e t d é f i n i t donc ,pa r r e s t r i c t i o n , un ant iautomorphisme de 

{ P J / ô s j s n - 1 JfIM , q u i e s t une a l g è b r e c o n t i n u e , par l e 

lemme 3 . o . De p l u s , (Ad ck-a } 2 = Ad (c k a(c k )*> e s t un a u t o -

morphisme i n t é r i e u r de { p . , o ^ j ^ i - 1 , car , - comme 

c k a ( c k ) * p k
a ( c k ) ( c k ) * = c k a ( c k a ( p k ) <ck)*) (c*) * 

k k k k 
= 0 I a ( P - J + 1 ) ( C 1 ) * = p . pour o s j s n - 1 , 

C1Q(C1)* e { p j , o s j s n - D ' n M . 

Pour tout k e IN , Ad C1-O(C1O(C1)*) = (c
ka(ck)*)* et 

(c?). u. tend vers 1 , »-fortement, quand k-«» -Il existe, 
1 ke M 

donc , par l e lemme 1.6, une s u i t e d ' u n i t a i r e s {c , ) f c w 

de M t e l l e que : 
k 

:2 (o). ( c k - 1 ) > o , » - f o r t e m e n t . 
k-*-« 

k k ' 
{1) Pour t o u t k c IN , c 2 e { p j , o s j s n - l } fi M e t 

(cj.a(cj)*)* = ckAd C1-Qt(C2)*) . 

k k 
Posons, pour tout k € IN , c. = ^ c 1 •

 P a r construction, la 

suite (c.). w d'unitaires de M satisfait la première partie 

de (ii) et (iii). La démonstration de la deuxième partie se 

fait de la même manière. 

qed. 
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Lemme 3.4 : Soient M corame ci-dessus et a » $ deux trans­

positions de M satisfaisant les conditions de 3.2.Soient 

de plus, n un entier s 2 et (p-i)Q - n_i ' u n e parti­

tion de l'unité dans M telle que : 

a(pJ = P_j + 1
 e t ß*PjJ = P_j , V osjsn-1 . 

Alors, il existe une suite (u. k „, d'unitaires de M 

telle que, quand k •*• » , 

(a) Ad u. • a-Q dans Aut{M) . 

(b) (a{u. ) - u. ) > o *-fortement et 

(ß(u.) - u k ) > o *-fortement , pour tout r e 2 

(c) Pour tout k e IN , UJ.P.JU*. = P J + 1 > -P°ur osjsn-1 

Démonstration :- Soit U i J w N '» u n e suite d'unitaires de M , 

satisfaisant les conclusions du lemme 3.2. Comme, pour tout 

k £ IN , p.-, = atp.ï et z.p.z* " sont des projecteurs 

de M , équivalents et que, par 3.2 (a), 

{Ad z k (P3) - P j + 1 ) j ^ o , »-fortement , 

il existe, par le lemme C? D.I. 1.4 {b) , une suite d'opérateurs 

partiellement isométriques (x.:)keïll telle que 

(XJ)ÄXj = Zkpjzk ' X 5 ( x j } * = pj+l
 e t <Xj - Pj+l>->° ' *"

fort-

n—1 k 
Pour tout k e IN , x = I x est un unitaire de M , 

* J=O 3 

tel que : (1) x^z^p z*x* = p_. + 1 pour o^j^n-l . 

(2) (x, - 1) > o , »-fortement . 
K K-»"» 
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Posons, pour tout k c IN , u = x. z, . Par (2) , la 

suite (11T1)k u d'unitaires de M , satisfait (a) et par 

(1), l'affirmation (c) est vérifiée, pour tout k « IN . 

Pour vérifier (b) , remarquons, tout d'abord, que, 

pour r c 2 

(3) 1 ( ¾ ) 1 - z£ ) • o , »-fortement . 
k -«» 

Soit r € IN et supposons que 

' *xkzk* " zk * v ° ' *"fortement 

k -*» 

Comme, pour tout k e IN , nous avons 

, ,r+1 r+1 , ,. r+1 ,. ,r r . 

<Vk> * zk • ( x k _ 1 ) z k + V k 1 1 V k 1 - zk > ' 

nous obtenons, par le lemme B.4.2), que 

( (xfczk> " zv ) *• ° ' *-fortement . 
k-w° 

L'assertion (3) se démontre alors par induction. 

Comme, pour tout k e IN et tout y c A{M) , 

Y((x kz k)
r)- ( x k Z k )

r = Y((x kz k)
r - zj ) + y («j[i -z£ + 

zk - (Vk , r ' 

nous obtenons {b), par 3.2 (b) et (3) . 

qed. 
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Rappelons l'énoncé du lemme 3.1.3 de [ ? ],que 

nous utiliserons dans la démonstration du lemme 3.6. 

Lemme 3.5 : Soient M , une algèbre de Von Neumann ; ¢ , un 

état sur M et u c W , un unitaire, dont la mesure spectrale . 

â valeur projecteur est dénotée par J t > e (J) ( J sous-

ensemble borélien de U ) . 

Alors, A( <fi,u) = { A « T | *(e(J. J ) * 2 _ q , V qe IN , q > 2} 
A ,g ., 

est non vi e , où J, est l'intervalle de IT , de centre X 
X,q 

et de mesure de Haar 2 q . 

Comme dans [ 7 ] , nous dénoterons par f , pour 

chaque n e IN , l a fonction borélienne de H T dans T T , 

définie par : . ... 
f (e

ie ) = e
i 0/ n , V e -tr < e s TT . 

n 

Le lemme suivant est l'aboutissement de la deuxième partie 

de la preuve du théorème 1 . 

Lemme 3.6 : Soient M , un facteur de McDuff, à prédual 

separable et a , lì deux transpositions de M , satisfaisant 

les conclusions de 3.1 . Soient <J> , un état normal,fidèle 

sur M et .̂.,...,îii , q éléments de M^ , 

Alors, pour tout n a 2 , o<e<l, il existe une partition 

(p.) ,. , d e l'unité dans M et trois unitaires a , b et 
3 OS]Sn-I 

u de M tels' que : 

(0) -1 c A( ¢, u n ) . 

(1) |[t|> / P . ] | s e pour s = l , . . . , q e t o s j s n - 1 . 
s ] 
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- 1 .,. . . - 1 (2) J * • (a°ß)~ - * = Ad u J s E pour s= 1 , . . . , 

(3) a<a) = a e t B(b) = b . 

(4) | a - l | + s e e t | b - lfl^ s e 

Posons P = f {unJ* e t u = uP . n 

(5) { e . j = u • 'p. I o S i , j s n -1 } e s t un s .u .m. du 
i » J 3 

sous-facteur K , engendré par les p. et u , tel que, pour 

o*i,jSn-l , 

(a) Ad a « a(elfJ) = e_ j + 1,_ i + 1 {b) Ad b ' M e 1 ^ ) = e.., 

(6) I P Ad a « a<P*ï - 1 | ̂ ^ p , s e 

Démonstration : Soient oses 1 et n s 2 fixés. Choisis-

1/2 
sons E. > o avec 16 e. s c . Comme $ est fidèle, 11 

existe o <e_ se_ se, tels que si x € M, = { Xc M| H x || s 

nous ayons d'une part, 

|x| s !l = > |x| s îi et |xL „ s ^ 

et d 'au t re pa r t , 

IH * 5 £
2

 >
 I 1 U B

 £ E i 

Choi s i s sons m c IN t e l que 3 ( 2 ~ m ) 1 / 2 s ^jJ . A l o r s , 

pour p = l , . . . , n , c h o i s i s s o n s des polynômes (en z e t z ) 

R (z) = L a z t e l s que : 
p Uk k p , t 

Ci) 

R (z) - (zf ( z V V I * -£ , V z € T , z11 i J_ 
e. 
8n ' ' " l " ' " * w - l , 

R (z) I s 2 -V z e 
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Soient A = E a .I et prenons fi > o , tel que : 
p.* Pf t 

3/2 ,1/2 + A 6 +
 S2 '_2 

2n n 

Par 3.3 , il existe une partition (p.) ,de l'unité 
* * V o s j s n - l 

dans M e t deux u n i t a i r e s c e t d de M t e l s que , s i 

nous posons a = Ad c a e t B, = Ad d°ß , 

(a} 1 I C l O P - J I l S e pour s = l , . . . , q e t o s j s n - 1 . 
s J 

<b) 0J1(Pj) = P _ j + 1
 e t B i *P j ï = P - j ' P ° u r o s 3 S n - l . 

(O | ]c - 1 (^ s fi e t | d - l | ^ 6 

(d) a (c) = c e t ß (d) = d . 

(e) I ^ 5
0 (CIjB1)"1 - t s » { a « B ) - 1 | s | pour l s s s q . 

(f) Il <t° (Ct^B1) - *° (oeß) I s I . 

Comme e
u ( a ? 8 , ) = £„{a°B) , nous avons a » ß , c Int(M) e t 

p {ct»ß ) = p (a°B) e t donc a e t ß , a i n s i que l a p a r ­

t i t i o n de l ' u n i t é (p.) , s a t i s f o n t l e s hypothèses du 

lemme 3 . 4 . Par conséquent / i l e x i s t e un u n i t a i r e u € M , avec 

(1) up .u* = p . + 1 pour o s j s n - 1 . 

{2) IJa1(U1) - u r J s 5 e t I B1(U
17) - u r H <. 5 ( I r l s k ) 

(3) I U 8
0 (Q-B 1 ) " 1 - « s°Ad u " 1 U s I pour l s s s q . 

{4) IU=QjB1 - *°Ad u | s - e t donc , pa r (f ) , 

Il <Ji°a°ß - $»Ad u Ij s <5 

Par 3.5 , nous pouvons supposer que -1 € A( $, u ) et donc, 
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iii Mc^ß)"1 - tb =Ad U 1 I s U o(a-ß)" - ij> » (a /ß , ) " | + 
5 S 5 S X X 

I V ( a i ß i ) _ 1 - V A d u - 1 

les points (o),(l) et (2) de 3.6 sont vérifiés. 

Spit e , le projecteur spectral de u pour J 

Comme 4> (e) £ 2 , nous avons, par (i) , en posant u = uf (u )* 

(il) [ RJu) - UF 11 . s — pour p = l,...,n . 
P 4n 

Comme R
ntu) - u

p est un opérateur normal, nous avons aussi 

(iii) J(R_(u) - H p )* I s — pour p = l,...,n . 
4n 

Evaluons Q a (ïïp) - ïïp 

Par ( i i i ) et comme | R (u) - ïïp | s 3 , nous avons : 

(iv) I Q1(S
1*) - O1(R (u)) B i 

s 3 ( ^ a 1 - 4>°a D 1 / 2 + |] <Rp(u) - np )* | 

S 3/2 flc - 1 I J 7 2 + H (R (u) - 5 P )* I 

s 3/2 S 1 ' 2 + ^ . 
4n 

De p l u s , par ( 2 ) , 1 a (u ) - u I 0 ^ O , | r | s k e t donc, 

par l e choix de A, 

(V) U R^a 1 (U) ) - Rp(u) l ^ A Î 

Par (ii),(iv) et (v) , nous obtenons, pour p = l,...,n , 

(vi) \ ai(S
p)-SP I £ 1 Q1(SP)-O1(R (uï) I + 

+ IRp(Q1(UJ)-Rp(U) | + + |[Rp(u)-u-P| 

s 3/2 61/2+ ^r + A* + -T * -4 4n 4n n 
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On montre de même, que : 

£, 

(vii) OB1(U* ) - ï
p I + s-^ 

Démontrons, maintenant, (3), (4) et (5) . Par construction, 

u = 1 et comme u commute aux p. , osjsn-1 , il en est' 

de même de P = f (u )* , d'où up.u* = Pi+1 > osjsn-1 . 

On vérifie immédiatement que { e, . = u 3p. I osi,jsn-l } 
l, j j . . . . 

est un s.u.m. de K , le sous-facteur de type I , engendré 

par u et les p. . 
«-i 

Posons a, = I e . , ,a, (e. ) . C'est un unitaire de M , 1 !„> -j+1,1 1 -}, o 

qui, par construction, satisfait : 

A d aloal(es,tï = e-t+l,-s+l ' V s,t , oss.tsn-1 . 

De plus, nous avons : 

(viii) I S1 - 1 I x
s £

2 P° u r X = * et X = 4"O1 . 

En effet, par (vi), comme 

1 a i " l 1X * £ i e - j + i , i a i t e j , o > - e - j + i , - j + U x 

* >" I P 1 ( O (ù5) - û j )J 

Nous obtenons (vili) , car, pour osjsn-l , 

:"-}> _ ~n-J u CL1(Uh - U3 B + 0 0 = I Q1(S"
3) - U"3 U # = H O1(S""

3) - u' 

L'antiautomorphisme Ad a.oa. laisse globalement fixe lé 

commutant relatif de K dans M et définit, donc, par res­

triction, un antiautomorphisme de K'O M , qui est un facteur 
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2 
continu. De plus, (Ad 3I0Ci1) = Ad(U-O1(B*)) est un 

automorphisme intérieur de K' H M , car, comme 

AdIa1Q1Ia*)) {es fc) = (Ad 3 ^ a 1 )
2 i^Git} = e t , V o£s,tsn-l , 

a.a,(a*) e K'Ì"VM . Comme, de plus, 

Ad E1-O1 Ia1Q1U*)) = (B1Q1Ia*))* 

et que,par (viii), 

•»l«l(aî> - M t * K " 1U^1
+ B a l " l J * * 2 E2 ' 

il existe, par le lemme 1.6, un unitaire a e K'H M tel que 

al(a2al' = a2al e t l ^ - 1 1 ^ ^ 1 

Posons a = a?a.c . C'est un unitaire de M et,par construc­

tion, comme a (c) = C , les premières parties de (3) et (5) 

sont vérifiées. Par le choix de e_ et comme 

| | a - 1 I + s & c - X | # + B a 1 - I j ^ + Ba2 - l | + 

£ 6 + E2 + Ac2 s. 6 E 2 

la première partie de (4) est prouvée. 

Posons b, = .1 e . ß, (e. ) . C'est un unitaire de M , 
1 }.o -j ,o 1 j,o 

qui par définition, satisfait : 

Ad b. -6, (eB ) = & , V o*s,t*n-l . 
X ± S , t Tl , "S 

Comme c i - d e s s u s pour ( v i i i ) , nous avons :' 

Cixï I b x - 1 J x * e 2 pour x = $ e t x = * ° B 1 

e t par l e lemme 1.6, i l e x i s t e un u n i t a i r e b . * K O M t e l 

^ e B1U32D1) ^ b 1 e t I b 2 O 1 - l | + s 4E2 . 

Posons b = b b d . Les p o i n t s (3) ,{4) e t (5) de 3.6 son t 
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alors totalement démontrés. 

Pour vérifier (6), montrons, tout d'abord, que : 

(X) H Ad a*a(u*) - u* | <. E 

En effet, nous avons, en posant a = a-a. , 

H Ad 3 (u*) - u* I s H au* (a* - 1 ) \ + |(â - l)u* \ 

« I s - i B + l s - i -
(J1

0Ad u 

s II a - 1 H + 2 \ <(i0Ad u - +» a» e J l / 2 + J a - I 

s 5 e 2 + 2 < S 1 / 2 + E1 5 O e 1 

c a r H a - X g = || a ^ - 1 | s Se3 e t donc 

4>° a° 

* " 1 » * o a o ß s E l ' P 3 1 7 l e c h o i J t d e V 

D'OU. 

S Ad a.a(u*) - u* I £ I Ad .S ( Di1 (u* ) -u* ) [L • + | Ad â(u*)-u* j 

s 2 ]>.Ad a - * Il 1 / 2 + I O1(U*) -u* Il + U Ad a(u*)-u* H 

s 2 ^ I I. - 1 [I J / 2 + B O1 (u*) -u* I + B Ad S(u*)-u* I0 

s 2/2/5E2 + 6 + Se1 s (2/Î5 + 1 + 8) e* / 2
S 16eJ / 2 s £ 

e t a ins i (x) es t v é r i f i é . Comme 

H P Ad aoa(P*) - 1 H A â p t = J(Ad aoa(P*)-P*)P | e t que 

Ad a«>a(ü") = u , nous avons : 

o = I Ad a.a<u*)-u* | ^ p . - | Ad a<.a(P*u*) -u*P* | | ^ M p , * 

ï [ I Ad aoa(u*)(Ad a»a(P*}-p*) [ ^ p ( t 

- I (Ad a«a(u*)-u*)P* | ^ ^ p , | 

e t donc J P Ad a.afP*) -1 || ^ ^ p * = | Ad a°a(u*) - U* || 
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Par (x), le point {6) est prouvé, ce qui termine la démons­

tration du lemme 3.6. 

qed. 

Troisième gartie de la_dëmonst£ation_du thëorème_l : 

Soient M , un facteur de McDuff, à prédual sepa­

rable et (n ) , , une suite d'entiers a 2 telle que 

v vil ^ 
I -^- < ta 

val n
v 

Comme dans [ ? ] , déterminons deux suites {& ) . et (e ) 
v VÈ 1 v va 1 

de nombres réels positifs* à l'aide des lemmesC7 ].3.2.2 

et 3.2.3 . Rappelons l'énoncé de ces deux lemmes, ainsi que 

la notation suivante : Si N est une algèbre de Von Neumann, 

K un sous-facteur de type I de N , alors, pour chaque 

ty e NA , nous noterons *lK'n N ®
 1K ' l l é l é m e n t d e N*' 

qui est égal, lorsque N est identifiée avec (K1HN) ® K , 

au produit tensoriel de ty sur K ' Oi N , par la trace normalisée 

T K de K . 

Posons 5 = 2 n (n +1} , pour v a 1 .Nous avons 

alors : 

Lemme 3.7 (C?].3.2.2) : Pour chaque v £ 1 , 6 est tel 

que si (F.) , est une partition de l'unité dans M 

et u c M , un unitaire de M avec u = 1 . uF .u* = F. . , 
: zi+i 

pour osjsn -1, alors : 

< » £ H , F | U , u]|s 6v , I [¢, F..] [ s Ôy , osjsn^-1 ) 

implique u p _ ^| K, n N ® T K J] s 2~
U , où K est le sous-

facteur de M engendré par u et les F. . 
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Lemme 3.8 (C? ]. 3.2.3) : Pour chaque v È 1 , il existe v 

o<e s ^^n« e^ satisfaisant la condition suivante : si. * 

est un état normal, fidèle sur M et u , un unitaire de M 

tel que -1 e A{ <f, u V ) , alors 

( * e M* , ijj s * , I Zip, u] J s 2ev ) implique. , 

1 e*, S ] Il * 6 v + 1 , O Ù S = U ( f n ' (u v + 1 n 

Fixons définitivement, une suite (O y>i * satisfaisant 3.8 

et telle que e £ ey , ¥ v 

Rappelons encore l'énoncé du lemme 3.2.6 de t? ] 

Lemme 3.9 : Soit P = Q ® N , le produit tensoriel d'un 

facteur Q , de dimension finie, par un facteur N . Pour 

tout ^ e P* , il existe alors m éléments (m = dimension 

de Q ) de K^ , iji1,*2,... ,ili™ , tels que : 

(a) V x c N , I l<i>, l ® x ] J] s Sup fi E** , X][I 
j 

(b) V U e U(O) , V € ü(N) , 9 e Aut (N) , on a : 

J *»(Ad u ® 6} - i(J«Ad(u « v ) [| s Sup |i |i^»e - iJj3oAd v | 
j 
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Lemme 3.1o : Soient H , comme ci-dessus et a , 8 satis­

faisant les conclusions de 3.1 j ¢ , un état normal, fidèle 

sur M et (^). .; * u n e suite d'éléments de [0,4.] 

Il existe une suite de triples (K , v , w ) . , où K 

est un sous-facteur de M ; v , w des unitaires de M , 

telle que , pour tout v 2 1 , 

(a) K commute avec les K. , j < v . 

(b) K est engendré par une partition de l'unité 

fcjtajsivi e t u n u n i t a l r e % - %V = 1 •• ^ P K = pj+i ' 
pour osjsn -1 . 

(e) I [1^, uv] I s «v , | [ * r '
p j ] I s \ P ° u r r < v 

et osjsny-l. 

(d) v et w commutent avec K,, K, ,..., K , . 

Kv1^v-I-"-! 1**1-
Y v 

Posons a = Ad(v . . . v )«a e t Q = Ad {w . . . w )»B pour v a l 

e t , par conven t ion , a = a e t (î = ß 

(f) a e t & sont des t r a n s p o s i t i o n s de M , qu i 

l a i s s e n t g lobalement i n v a r i a n t K , pour r s v . P lus p r é ­

c i sémen t , { e^ . = u ~ 3 p^ | o s l 7 j s n r - l } e s t un s .u .m. t e l 

que , pour o s i , j s n - 1 , 

(1) Q v ( e ï , j ' = e - j + i , - i + i <2> ^ K o ' = h,-i 

W <\>-l<V = \ et 1WV = W-V 

(h) Pour k s v , | ify tofl) _ 1 - * y A d < u v . . .U1) - 1 1 | s e y 
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Démonstratlon : Supposons (K. ,v. ,w.) ,. .., (Kv ,vv ,wv ) 

construits et déterminons (Ky+1 »v #w ) . 

Soient Q , le sous-facteur engendré par les K. , js v ; 

m , la dimension du sous-facteur Q j N = Q' C\ M et 

U = uv...u. . Pour l^rsv+1 , soient ^ lissm , des éléments 

de N^ , qui satisfont les conditions de 3.9 , relativement 

a *r • 
Chois i s sons o<e<6 t e l que s i x M_ = {xe M| |xfl s 2} 

(o) pour x e { ** 4>°\ / <f°ßv - • ° t ß
v ° a

v ^ ] 

s 2t = } Sup ( | x v v . . . v 1 | , 1 ^ . . . W 1 I » * ^ 
v+1 

Soit us , un ultrafiltre libre sur N . Par restriction, 

a et ß définissent des transpositions de N , qui satis­

font les conclusions du lemme 3.1 . En effet , si nous identi­

fions M avec Q®N , nous avons a °ß = Ad U ® a "fi | N ( 

d'où par le théorème 1 de C V ] , a "S est extérieurement con-

jugué .è *v*Pvlj,
 e t donc' a / ß J N

 e InT(N) ' et 

Pa (
 V ^ V ' H '

 = V0W = Pa ( a' ß ) = ° " 

De plus, comme a = Ad{y ...v.)»a , ß = Ad (w ...w )«ß 

et que a et ß satisfont 3.1 (b) , il existe par le lem­

me B.5 , une partition (P.) .̂  _1 de l'unité de N , telle 

^ ! <V«(V = P-J + l et ((V"(Pj> = P-j ^ 1 W " 

Comme 4> | est un état normal , fidèle sur N , il existe par 

le lemme 3.6, une partition de l'unité (p.) „. .- , dans M 
D 0 ^ n v+1 

et trois unitaires a , b et u de N tels que : 
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(1) -1 e A($i N , u
 V + 1 ) 

(2) I C**.»Pu3 [I S 6 y + 1 Pour lsssm , OsJSn^+1-I 

et T = I , . . . , v+1 . 

pour lsssm , r = 1 , . . . , v+1 . 

(4) av(a) = a et 8 y (b) = b . 

(5) 1 a - Ij s e et | b - 1 | s e 

nv+l * 
Posons P = f ( u ) , u = uP et K , le sous-fac-

nv+l 

teur de type I , engendré par u et les p. • 
nv+l 3 

(6) { e. . = u ^ p, ! oäi7jsn ,,-1 } est un s.u.m. de 
I7J J V+1 

K tel que pour osi,jsn .-1 

(a) Ad a.«v(eifji = e _ j + l f _ i + 1 (b) Ad b ^ C e ^ i = e . . ^ 

(7) fi P Ad a««v(P*ì - 1 ||$eAd p„ S z 

Posons P^+ = Pj pour osj5n y + 1-l , K y + 1 = K , w y + 1 = b 

et u , = u . Comme et fa = Ad ü ® a ß |„ / nous obtenons 
V + 1 V V V V 1 N 

par (3) e t 3.9 : 

(8) fi V' r»tavßv)"-L - i|>roAd(uU)"A II s - ^p± pour l s r s v + 1 ,-1 ., „„,...,*-! Il , £v+l 

et, par hypothèse d'induction, 

*r" < av ev ï" 1 " * r ° A d ü _ 1 D s Ev ' P 0" 1 1 S r S V 

Cornine u e t U commutent, nous avons : 

J ̂ A d u_1 - tt I s ev + ^ U 

d ' o ù , 
Il CIJJ , U] J S 2E pour l s r s v 
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Coirime V> s 4> , la condition (1) et 3.8 montrent que : 

H U r , uD 1 s 6v+1 pour Isrsv 

Les conditions (a) , (b) et (c) du lemme 3.1o sont donc véri­

fiées . Construisons maintenant v . . Posons, pour simpli­

fier les notations, a = Ad aoct . L'antiaatomorphisme 

Ad P °a laisse globalement fixe K,,+1 H N et donc définit 

par restriction, un antiautomorphisme de K
u+i ̂

 N » < î u i e s t 

un facteur continu. Comme P e N et P commute à U 1 et 

aux p^+1 , osjsnv+1-l , Pa (P*) e
 K

v'+1 H N et donc 

(Ad P -S) 2 = Ad(Pa(P*)) 

est un automorphisme intérieur de K ' . A N . De plus, par (7) , 

et comme Ad P»a(P<x(P*)) = (Pa(P*)) , il existe par le lem­

me 1.6 , un unitaire v e K^+. C\ N tel que 

S(PV) = Pv et ||v - l| + o A d p, ^ 2£ 

Posons v
v + 1

 = v P a • P a r construction, v - et w . com- . 

mutent à K , ... , K et donc (d) est vérifié. 

Remarquons que, d'une part, comme w . = b ,nous avons,par (5), 

ß (w 1) = w et que, d'autre part, comme a (a) = a et 

a(vP) = Ad a°a (vP) = vP , a (v .) = v et (g) est 

prouvé. 

Démontrons (e) . Comme flw , - il A = IIb - ill, < e , par (o) , 
v+i ip ' ç 

nous avons fi , 

1("V + I -Wv- -* !H 4 * S^ 1 

I<wv+r1>wv--wi>* £ 1 / nv+ i e t 

i E < v r 1 , w v - w i 3 * i l * - Dw*...w*(W5+1-I)I11, = 
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Posons V = v ...v, . Nous avons alors : 
v 1 

l t v v + r l ï V l * = I tVPa-I)Vl+ s | ( a - l ) v | # + |<v- l ïPV| | + + 

+ | | ( P - l i v | + 

n . # 

Or,comme P = f (u ) , nous avons |[p - lfls 
n v + l n v + l 

e t donc 

I](P-DVl * H(P-DV h ^ -
• n v+l 

De p l u s , comme J|a - 1 | s e e t 

H ( V - D P [ L • Ad P' 

nous avons , par (o) , , , 
H(V..., - D v . . . . . V 1 L * v+1 * " v " " l »* n v + 1 

Par a i l l e u r s , 

v*<vv+rH - K+I-1A* * u~lK + l ( v - 1 ) p | $ + i ^ 1 

V l nv+l 

* 9 
Finalement, nous obtenons : [j (v . - D v ...v. |J £ — 

v * v+1 

Comme par c o n s t r u c t i o n , a , = Ad v »a e t 

P = Ad w -o ß v é r i f i e n t ( f ) , i l ne r e s t e p l u s q u ' à prou­

ver ( h ) . Remarquons, aupa ravan t , que s i x e M , 

Il W " ' M PMxï "• = H M < w v + l
S v | a * , H v V Ad PMx) Il * 

£ 2|| *<.Ad{bßv(a*)) - O. | J 1 / 2 + IXP B+0 g Q 

, 2/2 fibßv(a*) - l | 1 / 2
+ flxPl 

T * ^ V V 

, 2 / 2 ( | b - l | + + ||a- l | ^ ) 1 / 2
+ I « * ^ . ^ 

Comme J (v - l)p|,i 2e , nous avons, par (o) et pour rsv+1, 
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<9> I V ' 0 V + I W _ 1 - V<Ad 5 ^ W " 1 I 

= 1 * r " P v + l * 3 ° A d P * o A d V* " * r o 6 v + l o 5 ° A d P* " 

= || * r . A d ( S + 1 » o "Ad P*{v*)) - <|/r I 

s 2 | [ ß v + 1 o a .Ad P*< v - 1 I ^ 

De p l u s , 

I i l y t A d poâ 0 P y + 1 ) " 1 - ^ r°Ad ( U ^ 1 U ) " 1 [ 

= I I|I <. ( oo p ) - 1»Ad P* - i|iroAd(uü)*<.Ad P* Q 

' s I *r o f W 5 - W S , Il + 11 * r o { a v ß v ) _ 1 " V * 0 * " 0 * " 1 

s |] i i ^ A d t b ^ U * ) ) - IJJ1. I + | | ^ r < .{a*ß v ) " 1 - ^ . A d ( U u ) " 1 I 

Par (8), (S) et comme 

f*r-Ad<bBv<a*n - i(ir I s 2 |bßv(a*) - iL s 4 ey+l 
18 

nous obtenons : 

Il V 0 W W " 1 • V M ( u v + i u v - u i ) " 1 I 

£ M *r" f a v + iVx»" X - V ( A d PoS°ßv +I1"1 Il + 

I V,r.{ Ad P - 5 . B 1 1 + 1 ) " 1 - . ^ . A d O i ^ U ) " 1 J 

5 5 T T + 4 T a - + —T~ * Vi ' 

Pour terminer la démonstration de 3.Io , remarquons que pour 

v = l , les conditions (a),(c) et (d) sont vides. La construc­

tion de (K. ,v ,w ) s'effectue de la même manière que ci-

dessus avec v = o et a = a , 6= 
o o qed.-
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Fin de la démonstration du théorème 1 : Par le lemme 3.1 , 

nous pouvons supposer que a et ß satisfont les conditions 

d'application du lemme 3.lo. Choisissons un état normal, fidè­

le $ sur M et une suite tip.).. , de [o,$} /qui est 

totale dans K^ . Nous construisons alors, comme dans le lem­

me 3.1o , une suite de 'triples (K ,v ,w ) , et nous ob-
V V V V i l 

tenons : 

(1) Les K engendrent un sous-facteur K de type II 

de M et M est égal au produit tensoriel de K par K* C\ M . 

[ appliquer 3.1o (a) , (c) ,les lemmes 3.7 et [ 7 ] . 2.3.6 ] 

(2) Les unitaires a = v v ,...v, et b = w w ,...w, 
v v v-1 1 v v v-1 1 

convergent * - fortement vers deux unitaires a et b de M. 

De plus, a(a) = a et B(b) = b . 

[ par 3.Io (e>, | ay - a ^ ||* s ̂  et | by - b^J** ^ 

» i 
et par hypothèse, Z — < <x> 

De plus, pour tout v £ 1 , a(a ) = a et donc, a(a) = a. En ef­

fet, par 3.1o (g)/ nous avons, d'une part, 

(XU1) = ao(va) = V1 = Z1 

et d'autre part, si a(a , ) = a.. , , alors 

c(av) = a ( V ^ - 1 ) = a ( V l ) a ( v v ) = ' V l 0 ^ v 1 V l 1 3 V - I 

= av-l(vv> V l = VvI = 3V * 

On vérifie de même, que ß (b ) <= b , pour tout v a l . 

Posons a« = Ad a»a et Q10 = Ad b«ß . Par {2) , ce sont des 

transpositions de M et par la proposition 1-2 , Ct03 (resp. 

S 0 0 ) est Int(M) - équivalent à a (resp. 0 ) . 
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Comme a. = lim a et ß„ = lim ß , , nous avons : 

(3) a = Ad u °ß sur K 1 et ß m {u ,) = u pour tout v ì i . 
CD V e 0 V ™ y V 

En e f f e t , par 3.1o (d) e t (f) , nous avons , pour o s s , t s n - 1 , 

Ad u v o ß J e ^ t ) * Ad u v « ß v ( e ^ t ) = Ad u v ( e ^ ) 

_ _ V V V _ V 

Xf e k + l , k e - t , - s e r , r + 1 ~ e - t + l , - s + 1 

- % < e s , t > - a - < t > 

* B > v ï - ß v ( V « k + 1 , k ) = V e ! k , _ ( k + 1 ) - u v . 

Par (3) e t l e lemme 1 . 1 , i l e x i s t e , pour t o u t v a i , un u n i t a i r e 

z v de Ky t e l que u y = z^ß^tz^) . S i i(i « M^ , nous avons : 

Il <C«Ad z v - i|i H= [J OH, z v J f s n 2 Sup B C<C, e ^ j ] J 

c a r z « u ( K y î • P a r 3 .1o (c) e t l e choix de 6 , nous o b t e ­

nons , a l o r s , pour r < v 

(4) I i^r»Ad z v - <|»r p s 2~V e t II * r»Ad z " 1 - * r J <. 2~V 

c a r , pour t e MÄ e t O U 1 J S n ^ 1 , 

I *' < t ^ I - I C», uJ -3 P J 3 I s JC • . pj3 I + J Ct. - t ' h | 

* il Ct, pj:] I + n v I Ct, u v ] | 

Posons 8 = l im Ad(z z . . . z . ) . Par (4) , 6 c I n t (M) 
V-M= V V J . 1 

et 6|Ki_ „ = 1 . De plus par construction, 

toi K K „ i K 

Comme, par 3 .1o ( h ) , a w Ì R i rt M = ^00 I K i ^ M ' n o u s obtenons 

a J x ) = 6« B j e " 1 (x) , V x e M . 

Comme a (resp. ß ) est Int(M) - équivalent à a „ (resp.Bœ ) , 

le théorème est ainsi démontré. 
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4. GENERALISATION DE L'HOMOMORPHISMB FONDAMENTAL 

Le but de ce paragraphe est la généralisation 

aux antiautomorphismes de 1'homomorphisme fondamental mod , 

défini dans [9 ].Déf.IV.1.1. Celle-ci est donnée dans 4.7 

et est basée principalement sur le lemme 4.1, où nous prou­

vons que si M est une algèbre de Von Neumann ; ¢ , un poids 

normal, fidèle, semi-fini sur M et a e Ant{M} , alors 

0e (X Ô in 

cr = a«(j_ «a pour tout t e IK 

Les propositions 4.9 et 4.1o et le théorème 4.12 

sont des extensions aux antiautomorphismes des propositions 

IV. 1.2 et IV. 1.3 et du théorème iv.i.io de [3] 

Dans la proposition 4.13 , nous montrons que, si 

M est le produit croisé d'une algèbre de Von Neumann N , par 

un sous-groupe dénombrable G de Aut(N) , tout anti-

automorphisme de N , commutant à l'action de G , se prolonge 

en un antiautomorphisme de M . 

* « 
Soit M = W (L ( fî,u), T), un facteur de Krieger 

de type II ou III . Dans la proposition 4.15 , nous 

prouvons que la transposition canonique sur M , obtenue en 

prolongeant, via 4.13 , l'identité sur L ( fi,M) , est de 

module 1 
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Lemme 4.1 : Soit r un poids normal,fidèle,semi-fini sur 

une algèbre de Von Neumann M . Si a e Ant (M) , le groupe 

d'autamorphismes modulaires de M , associé â *•>& , est 

donné ainsi : , -1 . , 

Démonstration : Rappelons que Tt = { X«M| $ (X*X) < <° } est 

un idéal a gauche de M et que Th ± » Tt * Tt, C Ttx O Tf* 

est une sous-algëbre de M . Comme { a«a*, »a } ffi est 

un groupe à un paramètre d'automorphismes de M , qui laisse 

¢- "CL invariant, il suffit {[ 30] .Th.lo.17) , pour démontrer 

le lemme, de vérifier que, relativement à ce groupe, f >a 

satisfait les conditions K.M.S., pour toute paire d'éléments 

de TTt . 

Remarquons t o u t d ' a b o r d , que Tt _, = a ( Tt * ) 
(fio a " 

e t donc que : TTt , = a ( TIt J . 
••a"1 * 

En effet, soit xe Tf, . On a alors 
Y 

$ ° a - 1 < a { x ) a ( x * ) ) = ¢= a - 1 {a <x*x) ) = T (x*x) < °° 

et donc, l ' éga l i té cherchée . 

Soient x,y e TTt , . Comme <|> sat isfai t les 

conditions K.M.S., relativement a ^ ° î î t m e t <$ie 

a (x) ,a (y) c TTt , i l existe une fonction f _, _± 
* a (x) ,a (y) 

continue, bornée dans la bande D = {ç«Cf oslmç si } et 

analytique â l'intérieur telle que : 

V1Cx)^1Cy) ït + ̂  - ^ - " 1 W O * («^txiïï 
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Posons F (ç) = f . U) , ç e D . Comme 
y / X o"1tx),o"1{yï 

IR { o' } laisse 0 invariant, nous avons, pour t € 

F tt) - f . , (t) = 4.(ff*(a"1(x))a"1(y)) = 
Y'x a"1 (X),a 1Iy) C 

= $(a (x)o*t»a (y}) = *.a (a»a_t»a (y)x) 

Fy,x ( t + i ) = \-l[x)fa-l(y)it+i) = •(«-1(y)a*(a-1(x))) -

= $(a_ »a {y)a (x) ) = $*a (xa«a_ «a (y)) 

qed. 

Si M est une algèbre de Von Neumann et $ , un 

poids normal,fidèle,semi-fini sur M , notons, comme de coutu­

me, M. -'{ x e M l o*<x) = x , ¥ t e IR } ,le centralisa-

ç ' t 

teur du poids 4> . Nous avons alors immédiatement le lemme 

suivant ; 

Lemme 4.2 : Soient M , $ et a comme dans 4.1. Alors, a 

définit, par restriction, un anti-isomorphlsme de M, sur 

\ -1 * 

Remarque 4.3 : Soient M , $ comme dans 4.1 et a « Aut(H) 

Alors, a définit par restriction un isomorphisme de M 

sur M _. , car' (C 6].Lemme 1-2.lo) 
(fioOt 

• 4 « a * - 1 . «•> 

a. = a«aIoa , pour t e IK . 

Dans ce qui suit, M dénotera une algèbre de Von 

Neumann proprement infinie, de genre dénombrable. 
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Rappelons quelques définitions de [ g ] . Si- 4 

est un poids normal, semi-fini sur M , son support, s($) , 

est le projecteur e de M tel que $(l-e) = o et que la' 

restriction de $ à M soit fidèle ; son groupe d'automor-

phismes modulaires { a$ } est le groupe d'automorphismes' 

modulaires , associes à la restriction de <t> à M .Le cen­

tralisateur M. de 1E est la sous-algèbre de Von Neumann de 

M ,qui est laissée fixe point par point sous { o } . 

Pour un poids normal,semi-fini $ sur M et un opérateur 

partiellement isométrique u de M avec uu* c ' M. , on... 

définit un nouveau poids 4> par 4> (x) = 4>(uxu*) , V x e M • . 

Deux poids normaux, semi-finis $ et $ sur M 

sont dits équivalents (I ̂ 1I1) s'il existe une isométrie par­

tielle u de M avec s{*) = uu* et s (V) = u*u et telle 

que V = $ .Si f = f , pour un opérateur partiellement 

isométrique u avec uu* e M1̂  , * est dit sous-ëquivalent 

à * (4> < V) . 

Soient $ , V deux poids normaux, semi-finis sur 

M et S = 6(0,'!') , le poids défini, sur P = M ® F2 , par 

6{Ì>X1,1 9 6 I ^ = *(X11> + *(X22> 

l 
pour I x,, . 8 e, . ì O ,où (e. .)-,„< . - est un s.u.m. 

i,j.i i,3 i»3 1,3 isi/] <J! 

du facteur de type I- , F_ . 

Nous noterons, comme dans C9 }.Déf.I.1.5 , 

c.tif») e 2( MA) » Ie projecteur du centre de M. , défini par 

l'égalité : 
c W ® exl = Zp (s(ii-) ® e22) (S(^) ® C11) 

e 
où, pour xtP , Z (x) désigne son support central dans P . 

0 



-52-

Remarque 4.4 : Rappelons ([ 9 ]. Lemme 1.1.6) les résultats 

suivants : Solent $, IJJ et m trois poids normaux, semi-finis 

sur M. 

(a) Pour toute isomëtrie partielle v € H avec vv* £ M 

c (a) est le support central de w * dans M 

(b) Pour toute isomëtrie partielle v e M avec w * e M 

c (¢) •= v*c {4>)v 
V 

(c) * < * = > c w W ) s C111(Ij.) . 

Lemme 4.5 : So ien t M , $ , ty comme c i - d e s s u s e t et e. A(M) . 

On a , a l o r s : , . - 1 . , . . . . 
c _ ( ijjoa ) = a ( c . ($)> . 

Démon s t r a t i on : S o i t t , l a t r a n s p o s i t i o n de F - , d é f i n i e 

par t ( e . .) = e . , pour l s i , j s 2 . D'une p a r t , s i acAnt(M), 

comme 0( $°a , ty<,a ) = 0(<fi ,i|t) • (a ® t ) e t que 

s ( <f>oa ) = a (s (<())) , on v é r i f i e , par l e lemme 4 . 2 , que : 

a (c (i|»> ) « S 1 1 = ( a s t ) (c (¢) ® e u ) 

= (OAt)(Z 1 , (s(t|>>® e , J (s($) (Se 1 1 ) ) 
pe(4>,ii.) " X 1 

= Z _ . ( s ( i | * a )® e „ ) (s(<fc.ci ) ® e , , ) 
*Q{$*a -'-,¢00 x ) 

= c . - , ( ^ a ).® e , , . 
¢-0 a 

D ' a u t r e p a r t , s i a e A u t ( M ) , comme 

Q(^a'1 ^ a ' 1 ) = 9 ( * , ¢ ) 0 ( 0 0 1 ) ' 1 

e t q u e (a fi I ) ( P ) = P - 1 - 1 , u n même c a l c u l 
0(iJ>,iJ>} 6(<J>°a ,ijioa ) 

que ci-dessus termine la démonstration du lemme . 

qed. 
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Soit (P„ , F^ ) , le flot lisse des poids sur M 
w 

(C9 ].Déf .11.2.6) . Notons W (M) , l'ensemble des poids 

normaux, semi-finis et intëgrables sur M . Rappelons ([9 3. 

Th.i.l.ll et p.5o3) que P„ est une algèbre de Von Neumann 

abélienne et qu'il existe une application p de W (M) 

sur P(PW) / l'ensemble des projecteurs de P., , qui induit 

M M 
une bijection, préservant l'ordre entre l'ensemble des classes 

d'équivalence de poids normaux, semi-finis, intégrables et de 

M 

multiplicité infinie et P(PM) • Rappelons, de plus, que F. 

agit pour A e IR, * , comme la multiplication par X , c'est-à-

dire que : „ 

FjJ(PMU>) = PM( H > > Pour X > o et $ e W ^ ( M ) . 
Soit u , un poids dominant sur M .([9 ].Dëf.11.1.2). 

' Remarque 4.6 : L'application Cj3 (¢) \ > p {$) , ou 

$ e W. (M) , s ' é t e n d d e m a n i è r e u n i q u e en un i s o m o r p h i s m e 

p „ d e Z(M„ ) s u r P„ . ( [ 9 ] . D é f . 1 1 . 2 . 6 + T h . 1 . 1 . 1 1 ) . 
HS Q M 

Soit a € A(M) . Comme ü°a est aussi un poids 

dominant sur M , û°a et IS sont unitairement équivalents 

(C9 ].Th.II.l.l). Donc, il existe un unitaire v e M tel que 

t3°a = Si0Ad v 

Posons p , la restriction de Ad v à Z(M . ) . Comme, 
Ct —-L 

Ü)" a 

p a r 4 . 4 ( b ) , c _ _± <<{,) = v*c_. (0v , $ e w
i n t < M > ' 

51° a 
p e s t l ' u n i q u e i s o m o r p h i s r a e d e Z(M _ 1 ) s u r Z(M_ ) t e l 

(Jo a 
que : 

Pa (C_ .,(¢)) - C (*) , ¢ , Wlnt(M) . 
w o 

De plus, comme par 4.2 et 4.3 , M . = a (M ) , la restric-
57° a 

tion de a à Z(M_ ) définit un isomorphisme de Z(M_ ) sur 



-54-

Z(M ) . En considérant p <>a , nous obtenons un automor-

phisme de Z(M_ ) , qui satisfait : 

pa0a(c_($)) = c_(*oa
-1) , <f e w i n t

 (M} 

et qui est donc déterminé de manière unique. 

Soit AuUF*1) = { O C AUt(PJ I O»F" = F*« a , A e R * } 

et posons , par 4.6 : 

Définition 4.7 : A tout a e A(M} correspond un unique éië-

M 

ment mod(a) de Aut{F ), défini par la condition : 

{*) raod(a) pM<$) = pM(<t>»a
-1) , * c W±nt (M) . 

L'application mod de A(M) dans AUt(F^ ), ainsi définie, 

est clairement un homomorphisme de groupe, par (*), ce qui 

justifie la définition suivante : 

Définition 4.8 : L'application mod de A(M) dans Aut (F*4 ) 

est appelée 1'homomorphisme fondamental . 

Proposition 4.9 : Si M est un facteur de type II , à pré-

dual separable/ alors l'application Ae IR * i * r" e AUt(F^ ) 

est un isomorphisme. Pour tout a e A(M) et toute trace T 

normale,fidèle,semi-finie sur M , nous avons 

Toa"1 = mod(a)T 

où mod (a) = F" est identifié avec Ae IR * . 

Proposition 4.1o : (i) Si M est un facteur de type III, , 

o<X<l , à prédual separable, alors l'application 

X e IR * i » F? e Aut (F^ ) est un homomorphisme de R J sur 

Aut (F*4 ) , dont le noyau est S (M) H IU * . Pour tout a £ A (M) 
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et toute trace généralisée $ (C 6 3.4.3)-, nous avons : 

<}>°a 1^ X - «(» avec mod (a) = FV 

(11) Si M est de type III, , alors mod(a) = 1 , pour 

tout a e A(M) . 

Comme 4.9 et 4.1o s'obtiennent par une exten­

sion immédiate aux antiautomorphismes des propositions IV.1.2 

et IV.1.3 de C 9] , nous omettrons leur preuve . 

Lemme 4.11 : Soient a e A(M) et Û, un poids dominant sur M. 

Alors, a c ker(mod) si et seulement s'il existe a. avec 

a»a c Int(M) tel que n°a. = H et la restriction de a, 

à Z(M_ ) est l'identité . 

Démonstration : Comme ü et S°a sont unitairement équi­

valents, il existe un unitaire v « M tel que t3°a = HoAd v 

Posons a.= Ad v *'a. Nous avons alors ESoa, = Si . De plus, 

pour tout $ c W ,(M), comme mod(a) = 1 , nous avons, par 

le lemme 4.5 et la remarque 4.4 (b) : 

e..«*) = Cj3^Oa"
1) = C-C^a"1) = c _1(*oa^

1) = O1(CnW)) 
wo a. 

ce qui termine la démonstration de la première partie du lemme. 

Inversement, comme, par hypothèse, ai I z (M 1 = * e t ^1"16 

-1 E 

ïffoa, = ns / nous avons, pour tout ¢1 «
 Wint*

M' ' 

V * o Q ï a > • %<•> 

e t donc , par l a remarque 4.4 , c (<f>oa ) = C-jt*) ce qu i 

t e rmine l a démons t r a t i on du lemme . 

qed. 
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Démontrons maintenant une généralisation du théo­

rème IV.l.lo de [9 ]. 

Théorème 4.12 : Soient M , un facteur de type III. , X ^ l , 

à prédual separable et a. e A(M). Les assertions suivantes 

sont équivalentes : 

U) mod (a) = 1 

(il) Il existe $ , un état normal, fidèle sur M et 

un unitaire u de M tels que 

A-(Ad uoa) = * et Ad u«aL,„ . = 1 . 

(iii) Pour tout £>1 tel que le"1,e[ H S(M) = {1} , il 

existe * un état normal, fidèle sur M et un unitaire u 

de M tel que Ad u>a satisfait (il) et Sp(Ax)O]E
- ,e[ - {1} , 

ou A. est l'opérateur modulaire correspondant à { M,A } 

Démonstration : Par le théorème IV.l.lo de [ 9 ], nous 

pouvons supposer d'une part, que a e Ant (M) et d'autre part, 

en utilisant le lemme 4.11 et en effectuant une preuve tout à 

fait semblable à celle de IV.l.lo , que l'implication 

(i)==)(iii) est démontrée. Comme (iii) = ^ (U) est trivial 

il ne reste plus à prouver que (ii) -••• -̂  (i) . 

Commençons par définir une transposition T de 

F„ = -C (L2 ( IR ) ) . Soit J , la conjugaison de L2 ( IR, ) , ainsi 

définie : (Jf) (p) = f"(-p) , V f c L2 ( IR ) et posons, pour 

tout x e F m , T (x) = Jx*J . 

Pour chaque te IR , soit U , l'unitaire de F00 tel que 

<Utf) <p) -'ftp + t) , f £ L2( ffi ) , t e ft 

et soit U , 1 ' isomorphisme de L ( \W ) dans F00 tel que 
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0 { e x p { i t . j ) - u . t e IR . 

Comme T (U. ) = U , t e IR , l a r e s t r i c t i o n de T à 

U(L™(|R )) e s t l ' i d e n t i t é . . 

Notons Tr , l a t r a c e u s u e l l e sur F00 e t u , l e 

po ids n o r m a l , f i d è l e , s e m i - f i n i sur Fœ t e l que : 

{ D w î D I r ) «= D , t e IR 

Rappelons que ow = Ad U. , t e [R ,et remarquons que 

a. = d. , t e |R . En effet, par le lemme 4.1 ,nous 

avons : 

a"eT = T°o^t»T = T=Ad U*»T = Ad T(Ut) = Ad Ut = a" , t e IR 

Par-conséquent, par le corollaire 1 de [3o].C.lo.4 , il existe 

un scalaire X >o tel que UJOT = Xw et donc, comme T est 

une transposition, X = 1 . Nous avons donc vérifié que : 

W o T = UJ 

Démontrons maintenant l'implication cherchée. Par 

hypothèse, il existe un antiautomorphlsme a , avec 

a_a~ e Int(M) et ¢ , un état normal, fidèle sur M tels 

que $0a = <p et a I _ ,„ . = 1 . Considérons les pro-

O Où IM, J 
_ • _ _ 

duits tensoriels M = M * F„ , u = $ ® w et a
Q
 = a

Q ®
 T • 

Par [ 9 ].Th.II.1.3 , Ô) est un poids dominant et par la 

démonstration de [9 D.Th.II.5.1 , Z(M_) est une sous-algè-
W 

bre de Von Neumann de Z (MJ ) 9 U (L™ ( IR ) ) . Comme la restric-
tion de a à Z(MJ et celle de T a U(L™ ( IR )) est O 9 

l'identité , ci laisse fixe point par point Z(M-J. De 

plus, IÛ° a = w , car <J> «a = ç et w «T = w . Par consé­

quent, par le lemme 4.11 , nous avons mod (S) = 1 . 

Comme mod(a) = mod(a ) , une application du lemme suivant 
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termine la démonstration de 4.12. 

Lemme 4.12.1 : Soient M , une algèbre de Von Neumann pro­

prement infinie et a e Ant{M) . Si T est un antiautomorphis-

me de Fn, = X (L (IR)) , l'antiautomorphisme a® T est exté­

rieurement conjugué à a 

Démonstration : Soit {e } . _ une famille dénombrable n n=1,2,. . 

de projecteurs deux à deux orthogonaux, tels que e ^ 1 , 

00 
pour tout n i l et l e = 1 . Soit { v } , , une suite 
^ «.in n nil 

d'isométries partielles de M avec v*v = 1 et v v* = e c n n n n n 

Soit { f. . I lsi,js«*} , un s.u.m. de Fœ .Pour chaque Xe M, 
if J 

posons : ^ 
x. . = v* x v. et o(x) ' = E x . . ® f, . 
i*3 i 3 i,j«l if D if 3 

Alors, o définit Un isomorphisme de M sur MAF00 . Soit Y 

la transposition de F , définie par y (f. J = f, . (lsi,j<«>) 

et montrons que a est extérieurement conjugué à afly 

En effet, posons, pour tout m i l , w = o(v) , 

_ - 1 «• _ 
a = OocioO e t u = S w, a (w. ) . O n v é r i f i e , par c a l c u l 

>-i K K 

d i rec t , que u es t un un i t a i r e de M ©F . Soit x , un 

élément a r b i t r a i r e de M et posons y = x f i l . On a : 
-1 

e t 
M = I1

 vkxvk 

Ad u«a(y) = E w a (w } a (via (w*) w* = I w a (w*yw )w* 
n,n.i n n m m ftrm.i n m n m 

= Z a (v a (v* o (y)v )v* ) = 
<t,m.i n m n m 

l a Cv a (v* ( l v. xv* )v )w*) 
flpB1.i n m ï-i k k n m 

l o(v. a (x)v* ) = a[ l v, a (x)v* ) = a ( x ) ® l 
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De p l u s , comme 1 <8 f, . = w.w* pour l s i , j £ » , nous avons: 

Ad u » a ( 1 8 f 4 .) = E w a (w )a(w.wA)a(w*)w* = w .a (w*w,w5'w . ) w? 
1,3 «,m n n 1 3 m m j 1 1 3 3 * 

= w.ä( l )w» = l ® f , . 

Donc, Ad u»o»a°o = a®y et comme T = Ad v • y où 

v est un unitaire de F ,le lemme est démontré . 

qed. 

4.13. Soient N c #G (H) , une algèbre de Von Neumann J 

G , un groupe discret dénombrable, qui opère par automor-

2 
phismes sur N et M = W* (N,G) <= 4(L (G,H)) , le produit 

croisé de N par G . Rappelons que si I èst !'isomorphisms 

canonique de N sur une sous-algôbre de Von Neumann de M , 

M est engendrée par les opérateurs I{x),(x c N), et u (g e 

définis ainsi : Si £ (ge G i » Ç (g)e H) désigne l'élément 

générique de L (G,H) , alors 

I(x)Ç(g) = g"1.x KIg) , g * G 

(uhC) (g) = Ç(h-1g) , g,h e G 

Rappelons aussi que tout élément de M admet une unique re­

présentation Z .1 (x )u et qu'il existe une* espérance 

geG 9 g 

conditionnelle normale, fidèle de M sur I (N) , déterminée 

par : E< I I (x )u ) = I (x ) 
geG 9 9 

où e désigne l'élément neutre de G . 

Proposition : Soient M , N comme ci-dessus et A , la sous-

algèbre involutive de M des combinaisons linéaires (finies) 

d'éléments de la forme I(x)u (xe N, ge G) . 
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Si a est un antiautomorphisme de N , qui commute 

3 l'action de G , alors l'application a de A sur A1 défi­

nie par : 

S( l I(x ) u ï - l u . Kn(X )) 
geG 9 9 geG g 9 

se prolonge en un antiautomorphisme de M . 

Démonstration : Montrons tout d'abord que ci définit un 

antiautomorphisme de A . Nous devons donc vérifier les 

relations a{xy) = a(y)a(x) et a{x*) = a(x)* pour x,yc A 

Par linéarité, il suffit de le faire pour des paires I(a)u 

et I(b)u. . Or , nous avons : 

S(I(a)u J ^ u - 1 I(o(a)) = I(g-1.a(a))u _x = Ka(g_1.a))u _x . 
g g g 

â(I{b)uh ) = u _1I(a(b)) - I(a<h
_1.b))u ^1 . 

h h 

Donc, 

S(KbJu. I(a)u ) = S(Kb h.a)u. ) = u I(a(h.a)a(b)) 
9 "9 (hg) A 

ô(I(a)u)S(I(b)uh) = u , KoCa)) u , K a (b) ) = 
g h 

= u -1 u -1 I | h- a ( a ) a ( b ) l = u _i Ka(h.a)o(bï) 
g h (hg) 

De plus, 

S(KaJun)* = (u , I(o(a)))* •= I(o(a*))u . et 
g g-i g 

S((I(a)u)*) = S(u Ka*)) = S(I (g"1.a*) u _. ) = u I (a (g-1.a*)} 
9 g'1 g 9 

= u Kg^.a (a*) ) = I{a(a*))ug -

Soient M , N et A les algêbres opposées à 
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H , N et A et soit E , l'espérance conditionnelle de 

M° sur N° , définie à l'aide de E . Par le théorème II.1 

de [ 1 ] , il suffit pour terminer la démonstration de la pro­

position, de vérifier que £T définit un isomorphisme de A 

sur A tel que : _ _ 

E O Q = «I I ( N ) ° E I A . 

Or, cela est clair, car a est un antiautamorphisme de A et 

E (â( I K x ) U ) ) = E ( Z u I{a(xJ)) = 
geG 9 9 geG g 9 

= E ( E I(a(g_1;x ))u _]_) = I (a (xfi) ) 
geG 9 g 

â(E( I K x ) U ) ) = â(I(x J ) = Ka(X0)) . 
geG 9 9 6 G 

qed. 

Remarque 4.14 : Soient H, N et a comme ci-dessus. 

Si a est de période 2n , il en est de même de a 

Soient il , un espace borélien standard, muni d'une 

mesure de probabilité diffuse u ; T , un isomorphisme 

ergodique de fi sur fl , de type II m ou III et M , le 

facteur de Krieger associé . 

ProposItion 4.15 : Soient M , comme ci-dessus et a , la 

transposition canonique sur M, obtenue, via la proposition 4.13, 

par prolongement de l'identité sur L ( ïl,\i ) . 

Alors, mod(a) = 1 

Démonstration : Si M est de type II» , Aut(F^ ) = IR * . 

par la proposition 4.9 et donc mod(a) = 1 . 



-62-

Si M est de type III. , mod(a) = 1 , par la proposi­

tion 4.Io (b). Nous pouvons donc supposer que M est de 

type I H x , W l -

Soit p, l'état normal, fidèle sur M , dual de la 

trace p sur L^t fï,p ). Par la proposition 1.1 de [26] 

et comme M est de type III , M__ = I(Lœ( fl,p )} et donc, 
y 

la restriction de a à M est l'identité . De plus, comme 
-1 *" 

p = pol oE ,où E est l'espérance conditionnelle de M 

sur I (L ( Çi,\i )) , p° a = p et une application directe du 

théorème 4.12 termine la démonstration . 

qed. 
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5. CLASSIFICATION DES TRANSPOSITIONS DES FACTEURS 

DE KRIEGER CONTINUS ET INFINIS . 

Le principal résultat de ce paragraphe est le 

théorème 5.4 . Nous y établissons une bijection entre les 

classes d'équivalence de transpositions des facteurs de 

Krieger (i.e. produits croisés d'une algèbre de Von Neumann 

abëlienne par un automorphisme ergodique ) infinis et conti­

nus et les classes de conjugaison d'automorphismes involutifs 

de leur flot des poids. 

. Sauf indication particulière, nous supposerons 

que toutes les algèbres de Von Neumann, intervenant dans 

les paragraphes 5 et 6 , sont isomorphes à des algèbres 

agissant dans des espaces de Hilbert sëparables. 

Proposition 5.1 ; Tous les facteurs de Krieger continus 

sont des facteurs de McDuff . 

Démonstration ; Par unicité, â isamorphisme près, des fac­

teurs de Krieger de type II et III , X ^ o , ([-12 ],l 21 ]) 
A 

et comme le produit tensoriel de deux facteurs de Krieger 

est encore un facteur de Krieger, 5.1 est vérifié dans ces 

cas. 

Soit M , un facteur de Krieger de type IH_ * 

Comme M®R l'est aussi, il suffit, par C 5" 3.Cor.7.6 , de 

démontrer que les flots des poids de M et de M®R sont 

isomorphes, pour terminer la preuve de 5.1 . 
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Soient X, un espace borélien standard, muni 

d'une mesure de probabilité diffuse y, un automorphisme 

ergodique T de X , quasi-invariant tels que 

M soit égal â W*(L°°(X,y), T) , 

le produit croisé de L (X,y) , par l'action de 2 , cor­

respondant au transposé de T (i.e. n.f = f°T , pour 

f e L~(X,u) , n « 2 ) . 

De même, soit R = W*(L°(Z,v) , S) , où S est 

une transformation ergodique, v - invariante de l'espace 

borélien standard Z , muni de la mesure de probabilité dif­

fuse v 

Soit p , la fonction borëlienne de 2 » X , 

à valeur dans IR , définie par : 

p_(n,x) = log d y ° T (x) , (n,x) e 1 x X . 
dy 

Sur l'espace mesuré produit ( X x Iß,y a m ) ,où m est la 

mesure de Lebesgue sur IR , considérons les actions suivantes 

de 2 et de IR : 

n : (x,t) I > (T x,t + log pT(n,x)) , n e Z. 

A : (x,t) I > (x,t - s) , s e IR 
b 

Par le théorème [3].3.6.2,le flot F1"1 des poids sur M est 

isomorphe à l'action de IR , induite par les A , s e IR , 

sur l'algèbre des points fixes 

L"(X * IR ,y « m ) * " 1 n € * } 

Oo 

De même, comme MSR = W* (L (X x z , y « v ) , T *S) , cons idé rons 

l a f o n c t i o n b o r é l i e n n e Pm„e de A x 2 * X x Z 
1 x a 
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à valeur dans R /définie par : 

. . d(ua v)° (Tnx sm) , . p (n,mïx,z) = log —*= — 1 M x , z) 
1 & d(uÄv) 

et, sur l'espace mesuré produit (XxZxlfi,Uffv*m) , les 

actions de 1 « 2 et ß , données par : 

(n,m) : {x,z,t)i > (Tnx,Smz,t + log p.,,,. (n,m;x,z) ) 
TXS 

é : (x,z,t) \ > {x,z,t - s) 
S 

où (n,in) « 2 x 2 , s e IE. 

Or7 comme S est v - invariante, nous avons, pour tout 

couple (n,m) e 2 x 2 et presque pour tout x e X , z c Z , 

PTxStn,m'x'zì = pT ( n / X Ì ' 

De plus, comme S est une transformation ergodique , 

ir<XKZ*lìì,u.vam){(l^M(n,in)e2*2> = L~ {Xx R #y , m ) (fi| ne 2 } 

et l e f l o t des poids de MAR es t isomorphe a ce lu i de M . 

qed. 

Rappelons la proposition suivante, énoncée 

dans [ -10] et qui sera utilisée dans la démonstration de 5.3. 

Proposition 5.2 : Soit M , un facteur de Krieger infini, 

continu. Alors, mod définit, par passage au quotient, un 

/ I n t (M) 
M 

isomorphisme de Aut (M) , -=~-r ,„. sur Aut(F ) . 
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Rappelons que deux antiautomorphisraes d'une 

algèbre de Von Neumann M sont dits équivalents s'ils sont 

conjugués par un automorphisme de M . 

Proposition 5.3 : Soient M , un facteur de Krieger infini, 

continu et a et ß , deux transpositions de M . Alors, pour 

que a et ß soient équivalentes,il faut et il suffit que 

mod(a) et mod(B) soient conjugués par un automorphisme 

de F 

Démonstration : Comme mod est un homomorphisme, la néces­

sité de la condition est évidente. Inversement, la restric­

tion de mod S Aut(M) étant surjective (Proposition 5.2) , 

nous pouvons supposer que mod(a) = mod(ß) et donc que 

mod(a-ß) = 1 . Par conséquent, (Proposition 5.2), a°& e Int(M). 

Une application du théorème 1 démontre alors la proposition . 

qed. 

Théorème 5.4 : Soit M , un facteur de Krieger infini et 

continu . L'homomorphisme fondamental induit une bijection 

des classes d'équivalence de transpositions de H sur les 

M 
classes de conjugaison d'automorphlsmes involutifs de F 

Démonstration : Par la proposition 5.3 , mod induit claire­

ment une injection . La surjectivité résulte de la proposi­

tion suivante : 

Proposition 5.5 : Soient M , un facteur de Krieger infini, 

continu et a , un ant!automorphisme , dont le carré est 

approximativement intérieur. 
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Alors, il existe une transposition ß de M avec 

mod (a) = mod(ß) . 

Démonstration de 5.5 : Si M est de type 1In, , comme 

2 2 
a e Int (M) , mod (a ) = 1 et donc, mod (a) = 1 , car, par 

la proposition 4.9 , AUt(F" ) = IR * . Soit B , une trans­

position de H (existence par 4.13). Comme mod(ß) = 1 , 

5.5 est démontré dans ce cas. 

Si M est de type III , une application de la proposi­

tion 5.6 ci-dessous termine la preuve. 

Proposition 5.6 : Soient M , un facteur de McDuff de type III, 

à prédual separable et a un antiautomorphisme de M , dont 

le carré est approximativement intérieur. Il existe, alors, 

une transposition ß de M avec a° ß e Int(M) . 

5.7 Démonstration de la proposition 5.6. 

Comme celle du théorème 1 , la démonstration de 5.6 se 

divise en trois parties. La première, composée du lemme 5.7.1, 

2 
nous permet de supposer que p (a ) , la période asymptoti-

a 
2 

que de a est nulle et que, si w est un ultrafiltre libre 
sur IN , il existe, pour tout entier nil ( une partition 

de l'unité (P.) " . — dans M telle que 
3 o sj s2n u 

V P j } = Pj +n +l P° U r ° S J S 2 n • 

Le but principal de la deuxième partie est la preuve du lem­

me 5.7.6 , qui sera appliqué, inductivement, dans la démonstra­

tion du lemme 5.7.9 . 
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Le schema logique de la preuve est le suivant : 

5.7.5 
+ 

5.7.4 

5.7.1 
+ 

5.7.2 
+ 

- 5.7.6 •* 

5.7.7 
+ 

5.7.8 
4 

5.7.9 • * 

fin de la démons­

tration de 5.6 

5.7.3 

Lemme 5.7.1 : Soient M , un facteur de McDuff, & prédual 

separable ; ß e Ant (M) et u , un ultrafiltre libre sur IN 

il existe alors un antiautomorphisme a de M , avec 

aoß e Int(M) et satisfaisant les conditions suivantes : 

(a) p (a ) «s o 
a 

(b} Pour tout entier nsl , il existe une partition 

de l'unité (P.) , _ dans M telle que 
J osjs2n u 

W = Pj+n+l P° U r ° £ J S 2 n • 

Remarque : les indices sont calculés modulo 2n . 

Démonstration : Soit (IJĴ  )'. - , une suite dense dans M# 

et soit (n ) - , la suite d'entiers, dont les premiers 
v val 

termes sont : 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,... 

Par la proposition 2.3 et sa démonstration, il existe 

un unitaire b c M et une suite { (e, .,)„,. ., ) ,̂ , de s.u.m. 
i,3 osi,]Sn val 

de M , commutant deux à deux et satisfaisant les conditions 

suivantes : pour tout val , 

(1) l[e* .,,«JUll *— 2 pour rsv , osi,jsn . 
(nv+1) 

{2) Ad boß(e^ .) = e^ . pour osi.jsn 
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v 
Posons K , le sous-facteur de M , engendré par les e. . . 

v 1 I J 

(3) Les Kv engendrent un sous-facteur K de type H 1 

qui factorise H en K i» K' 0 M . 

Pour chaque vai , posons, si n est pair {resp. impair) 

n y = 2pv {resp. n y = 2pv +1 ) et \ = . £ ^ ^ ^ . 

C'est un unitaire de K et par (1), nous avons, pour r ^ v: 

(4) H -J^Ad (byby^...D1J - * r *
A d ( V l * " b l ï I = 

= 1 *r»Ad by - *r H = | Eby ,*r] J £ 2"V 

il *r°Äd Cb^y - 1... bX)* - I^ "Ad ( b y ^ . . ^ ) * H = 

= 1 fr'Ad b* - *r II = leb* ,*r] [ £ 2"V 

Posons X = lim Ad(byby_1..-b ) dans Aut(M). Par (4) , 

X * Int(M) et par construction, nous avons, pour tout Vi 1 , 

X-Ad b - f U e ^ ) = e j + P v + 1 ( i + P v + 1 _POur osi,jSnv . 

2 
Posons a = xeAd b 0B et vérifions que p =( a ) = o . 

a 

'Comme, pour tout iv, impair (resp. pair) et oSi,jsnv , 

a 2 ( e ï , j ' = ei+l,j+l
 (reSp- " 2 1 6 L j ' = ei+2,j+2 > 

et que, par définition de la suite («vïyzi ' t o u s l e s entiers 

y apparaissent une infinité de fois , a est extérieurement 

2 1 
conjugué a a ® s , pour tout p^l , par définition des 

s 1 (C 8 3. Prop. 1.6} . Une application du théorème C 7 3 . 2 .3 .1 

2 
prouve alors que p ( a ) = o . a 

,. ( Pour démontrer 5.7.1 (b) , considérons, pour n*l , 

l'ensemble ^ = { v e IM | n y = 2n }.Par définition de la suite 

(n ) . , A7 est un ensemble infini . Pour v e Af , posons 
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Pj = ej,j * P a r c o n s t r u c t i o n * t(pj,osj*2n)v«if e S t U n e S U i t e 

de partitions de l'unité dans M , avec pour osjs2n et v e IN 

a<Pj> = Pjtn+1 

Notons (P.) ,-s2 ' l a partition de l'unité dans M , repré­

sentée par la suite {(pY) „. -,_ } „ .Nous avons bien 
r ^3 osjs^n veff 

a (P.) = P, . , ce qui termine la démonstration . 

qed. 

Leirone 5.7.2 : Soient M comme ci-dessus e t a £ Ant(M) , 

s a t i s f a i s an t les conclusions de 5.7.1 . Alors, pour tout rial , 

i l ex i s te une su i te de pa r t i t i ons de l ' u n i t é {(p.) . . }. _. 
3 osj£2n Jtc IN 

dans M et une sui te (3Ir)), iu d ' un i t a i r e s de M t e l l e que : 

(i) J Ci^plj] I * o , pour osjs2n , V f £ H« 
3 k -* » 

(ii) <ak - 1) » o f * - fortement . 
k -v » 

(iii) Pour tout k e IN , Ad ak°a (p ) = p!j + n + 1 (os j<;2n) . 

Démonstration : Comme M11 est separable, par 5.7.1 et la 

proposition C 7 D. 1.1.3 , il existe une suite de partitions 

de l'unité dans M , U P j ï o s j A 2 n
 3k e IN t e l i e S"0' 

q u a n d k •+• <*> , 

(a) (a(p*) - Pj + n + 1) — » o , »-fortement . 

(b) | Zp, Pj] I Ì. o , V (Ji £ M„ . 

i 

Par (b), la vérification de (1) est triviale . 

Par (a) et le lemme [7].1.1.4 , comme, pour tout osjs2n et 

tout k e IN , a (p.) et P-t+n+i sont des projecteurs équi­

valents , il existe (2n+l) suites d'opérateurs partiellement 
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k k k k 
isométriques {Ujï k ^ ^0£js2n

 d e M a v e c Zj^j)*' = a"(Pj • 
(zï) *z* = P j + n + 1 et (Zj - a (Pj)) > o »-fortement . 

Pour tout k e IN , posons a. = l (z.)* 
Jt î.e J 

c'est un unitaire de M tel que pour o^j£2n , 

Ad a^atp*) = p$ + n + 1 - . , 

De plus, la suite d'unitaires (ak*kelN tend vers- 1 , *-for-

tement, quand k •*• » ,ce qui termine la démonstration. 

qed. 

Lemme 5.7.3 : Soient M , un facteur de McDuff, à prédual 

separable ; a , un antiautomorphisme de M avec a c Int(M) 

et p ( a ) = o . 
a 

A l o r s , i l e x i s t e une s u i t e (z } IM d ' u n i t a i r e s de M t e l l e 
P P€ iN 

que , quand p •*• «• / 

(a) Ad z > et2 d a n s A u t (M) . 
P f 

(b) <a(z r) - z r ) > o , * - fo r t emen t , V r e 7l 
PP ' 

Démonstration : Par le lemme C7 3.3.1.1 / 11 existe une 

suite (y ) N d'unitaires de M telle que, quand p •*•<»• 

(i) Ad y ^ a dans Aut (M) . 

(ii) (a2(y*) - y* ) > o * - fortement, V k € 2 
X* P 

Pour tout p e IN , posons w = a{y*)y* . c'est un uni-
P P P 

2 
taire de M .Comme Ad a(y*) > ot dans Aut(M), par (i) , 

P P+~ 

Ad w > 1 dans Aut (M) , quand p •* « / 

et donc, (w ) „, est une suite centralisante . p pe W 
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Soient u, un ultrafiltre libre sur IN et W , l'unitai­

re de M , représenté par (w ) . Nous avons 

a (W) = W 
u 

car, comme, pour tout p e IN , a (w )-w = a (y*) (a {y*)-y* ) , 
P P P P P 

les suites ( a(w )) IKI et (w ) IM sont équivalentes, p pe IN p pe IN 

par (ii) et le lemme B.4.(2). Par le lemme 1.1 , il existe 

alors un unitaire V de M avec a (V)V = W . Soit (v ) ... 
tu tu p pe IN 

une suite d'unitaires de M , représentant V .. Nous avons 

alors Ad v • 1 dans Aut(M) et 
P 

(<x(v ) V - w ) •*• o , *-fortement , quand p .̂ u . 

_2 
Par conséquent, comme Ad <*(y ) •* a dans Aut(M) , 

cela implique, par le lemme B.4. (2), que, quand p +(1) , 

Ad (v y ) • a dans Aut(M) et que 
P P 

(Ct(V y ) - y*v* ) ^ o , * - fortement . 
P V 1P P 

Nous avons donc montré comment construire une suite z = v y 
P P P 

d'unitaires satisfaisant 5.7.3 (a) et 

(aU ) - z* ) — y o , *- fortement . 
p P p .+ » 

S o i t r e INI e t supposons que (a(z ) - z ) •* o , * - f o r t . 

Comme 11.1"Jl-Cl.!-,)!,,, -t (^CIVS1 1 1P1M 
t e n d e n t v e r s o , * - fo r tement , i l en e s t de même de l a s u i t e 

, , r+1 . „ - r - l , 
t a ( Z p > " ZP J Pe IN 

La c o n d i t i o n 5 . 7 . 3 (b) se démontre a l o r s par i n d u c t i o n . 

qed. 
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Lemme ,5.7.4 : Soient M comme ci-dessus, a e Ant (M), satis­

faisant les conditions de 5.7.3 et n , un entier 2 1 . 

Si (p.) . _ est une partition de l'unité dans M telle 
*3 os]s2n r 

que a(p.) = P J + + 1 pour osjs2n , alors il existe 

suite tuwïv jig d'unitaires de M telle que, quand k -• ™ 

2 
(a). Ad u, •+ a dans Aut (M) . 

(b) (a(ujj J - u~r ) ~— o , »-fortement J r ( I 

(c) Pour tout k « IN , ufcP-;uî = P-j+i ' P o u r °£j*2n 

Démonstration : Soit ( O w I N ' u n e s u i t e d'unitaires de M, 

satisfaisant les conclusions de 5.7.3 . Comme, pour tout ke IN, 

2 
P J + 1 = a (p.) et zirP-îzk s o n t des projecteurs de M 

équivalents et que par 5.7.3 {a) , 

( Ad z k (p.) - p. + 1 ) • o , »-fortement , 

k -»• « 

il existe, par le lemme £73.1.1.4 (b) , une suite d'opérateurs 

partiellement isométriques (x. )j,eiKt telle que 

{ x j } * x j = z k P j z k * x j ( x j > * = P j + I G t 

( x . - p . . , ) *• o , » - fo r tement . 

k •+ °° 

In. k 
Pour t o u t k e IN , x. = E x . e s t un u n i t a i r e de M 

K )io 3 

tel que 
(1> xk zk Pj Zk Xk = Pj +1

 p O U r ° S i S 2 n • 

(2) ( x. - 1 ) *• o , »-fortement . 

Posons , pour t o u t k e IN , u k = x.z^ . Par (2) , l a s u i t e 

{u, ) k e |N d ' u n i t a i r e s de M , s a t i s f a i t (a) e t par (1) , 

l ' a f f i r m a t i o n (c) e s t v é r i f i é e , pour t o u t k « IN . 
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Pour vérifier (b) , rappelons {voir le lemme 3.4),que 

pour tout r c H. , 

(3) (U 1Z. )
r - zf ) •*• o , *-fortement 

K K K k •* » 

Comme, pour tout r c 2 » 

a ( ( x k z k j r * " t xk zk J~ r = a ( ( x k z k , r " zk ' + a ( z k ) " zk^ * 

+ ( z k r - (xkzk)_r » 

nous obtenons (b) , par 5.7.3.(b) et (3) . 

qed. 

Pour chaque n E IN , nous dénoterons/ comme dans 

le paragraphe 3 , par f la fonction borélienne de T 
rrr» 

dans II , définie par : 

n ) = e p o u r —n < 6 s TT 

et par J. , l'intervalle de II , de centre X et de 
A ,q 

mesure de Haar 2~ ̂  

Lemme 5.7.5 : Soit n , un entier z 1 . Pour tout m c IN 

et e> o , il existe, pour lspsn , des polynômes (en z et z ) 

R (z) = I a . z , â coefficients réels tels que : 
P ItI=Sk P'fc 

(a) |R (z) - ( zf (zn ) " 1 ) P | * E V z £ T , z
n t J , T 

p n ' — j . »i 

(b) |Rp(z)| £ 1 ¥ z e T 

Démonstration : Soit me M et posons A = { Xe]-Tt,u] |e = ~ 1 ^ 

A = { XÉ]-TT,ïï] I e "* e J , „ } - Rappelons aussi, que, 
lu ~i. * m 

pour g e L 0-v,v]) , SNg(x) = Zcn e" "* ( xe3-w,n3 ) 
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est la N-ième somme de Fourier de g et que 

v ( x ) =N-fr{ V ( x ï + ••• + V ( X ^ 
est la N-ième somme de Féjer de g . 

Définissons, pour ISpSn , F** : 3-TI,TT] > 

„p, . , ix - , inx -1 .p 
F^(x) = { e fn(e ) ) * . 

par -: • • 

Pour lspsn , Fr e L (]-ÏÏ,ÏÏ]) et comme F(-x) = F(x) 

pour x e ]-ÏÏ,TT]- A , les coefficients de Fourier de Fp 

sont réels. En effet, nous avons : 

TI _ , ÏÏ 

C ( F P ) = — iv F(x) pe" l q xdx O 5 I - J11 F(-x) pe i q xdx 

"S" C '*>* S**** - V F P > • 

Soit 6 avec o < 6 < — ^ = - . Par définition de F , 
n . 2 2 m 

nous avons , pour x c ]—IF,TT] - A , l s p s n e t t o u t y , osysfi , 

2 FP{x) = FP(x+y) + FP{x-y) 

et donc, par le théorème de Féjer, 

°«( F P ) > ? uniformément sur - 3—ir ,TI]— A 
N •* » 

Par conséquent, il existe k tel que, pour tout xe]—n,TI]- A 

et tout l^pin , 
|ok(F

p ) (x) - (F(X))P I s e 

Posons R (e ) - o, (Fp )(x) . Par construction, R est 

un polynôme à coefficients réels et satisfait (a). 

Comme, si g e L (D-IT1Ti]) , | o. (g) (x) | s [ g I ,V xe]-Tt,Ti], 

|R (z) I s 1 , V z £ T , car |FP(x) | = 1 , V Xt ]-TI,TI] 

(b) est donc vérifié . 

qed. 
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Le lemme suivant est le principal résultat de la 

deuxième partie de la demonstration de 5.6. 

Lemme 5.7.6 : Soient M , un facteur de McDuff, à prédual 

separable et a , un antiautomorphisme avec a e Int(M) et 

satisfaisant les conclusions de 5.7.1. Soit $ , un état nor­

mal, fidèle sur M et <ÌK,...,IÌJ q éléments de M + . 

Alors, pour tout n i l , o<e<l , il existe une parti­
tion (p.) , _ de l'unité dans M et deux unitaires a 

r: oijs2n 

et u de M tels que : 

{o) - l e A(4>,u ) oü A ( . r . ) 63t d é f i n i comme 

dans 3 .5 . 

CD I C^ 6 »Pj^l * e P°ur l s s s q Î os j s2n . 

(2) Ij iij «a" - ^„°Ad u ~ | i e pour l s s s q 
s s 

{3) I a - 1 1^5 c 

Posons P = f 2n+l
( u 2 n + l ï* ' " = u P * 

(4) { e. . = û 3P. I osi,js2n } est un s.u.m. du 

sous-factéur K , engendré par les p. et u ,. 

t e l *** : A d a-°<eI,j» « ej +n +l,i +n +l P ° u r M i ' i s 2 n ' 

(5) I Ad a«a{P*) - P I s £ 

Démonstrat ion : So ien t o<e<l e t n ï l f i x é s e t posons r=2n+l 

C h o i s i s s o n s e.> o avec ^ e i s G - Comme <J> e s t f i d è ­

l e , i l e x i s t e o <e s e s e t e l s que s i x e M , 

nous ayons , d ' une p a r t , 
£r> v II „ n 

!•a 4r 
v • „ „ . E2 x f s i = ) H x u . -s 

4r 
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et d'autre part, | x | s e = ^ I x | _ s e 

Choisissons m e W tel que 3 (2 } £ T— 
or 

Pour p = l,...,r , choisissons, alors, par le lemme 5.7.5 , 

des polynômes (en z et z ), R (z) = E a z , 
p |t|sk p , t 

à coefficients réels, tels que : 

|Rp(i> - (zfr(z
r ) _ 1 )P| <; ^ , V z e T , zr* J-1^ 

U) 
|Rp(z)l si , V z £ 

Soient A = E. | a | et prenons <S >o , avec 
P,t P'fc 

' - • • ' • 3/2 51/2 + A6 + ^ < ^ 

Par 5 .7 .2 , i l e x i s t e une p a r t i t i o n (p.) S £ 2
 â e 1 , u n i t ^ 

dans M e t un u n i t a i r e a . de M t e l s que , s i nous posons 

a = Ad a , °a , 

(D 1 C*S 'P-J fl s E P ° u r s = 1 , . . ,q e t os j<2n . 

(2) -(X1(PjI = Pj + J 1 + 1 pour osj<2n . 

(3) I J a 1 . - 1 I + * 6 

(4) I ^5-Ct1 - if»s°a I s - | pour s = l , . . , q . 

(5) 1 + . a = - * . o 2 H <; § 

2 2 2 
Comme E u ( a J = e u (a ) , nous avons a. e I n t (M) e t 

M l M 1 

2 2 
P,(a, ) = P,(a ) . Par conséquent, a, et la partition de 

l'unité (P-Ì^-, -, satisfont les hypothèses du lemme 5.7.4. 
3 o s ]S ^n 

I l e x i s t e , donc , un u n i t a i r e u e M , avec : 

(a} up.u* = p . + 1 , pour c<j52n . 

(b) I a . <ur) - u " r fl. s 6 pour IrI s k . 
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IC) I * s » a x - <P8 • Ad u~ I s J pour s = l , . . , q . 

(d) I) <>^a1 - ij>°Ad u J s - e t donc , par (5) , 

I 4.-a2 - 4>°Ad u [| 5 6 

Par 3.S , nous pouvons supposer que -le A(<fi,u ) et donc, 

comme II , -2 . . . - i n i. , - 2 J , - 2 i , 
If tj^oa - ij^oAd u ^s J ^ . a - * s « H1 | + 

+ J *s" « - * s o A d u" I 

l e s p o i n t s ( o ) , (1) e t (2) de 5 .7 .6 son t v é r i f i é s . 

Comme dans 3.6 , on démontre , de p l u s , par ( 1 ) , 

( I i ) |] Rp(u> - ÛP I+ = | (R p (u ) - u P )* I^ s ^ pour l s p s r . 

( i i i ) B Q1(uP) - Q1(Rp(U)) Q + s 3/2 J 1 / 2 t -£ e t 

( iv) H R J a 1 ( U ) ) - Rp(u*) I 0 S A 6 

Par ( i i ) , ( i i i ) e t ( iv) e t comme R (u*) = R (u)* , nous 
P P 

obtenons : 

(V) I Ct1(UP) - U -P I # s Ra1(UP) - 0 l ( R p { u ) i I + + 

+ IHp(B1(U)) - Rp(u*) | # + | ( R p ( u ) - ï ï P )* | # 

s 3/2 6 1 / 2
+ ^ + A 5 + £ S ^ 4r 4r r 

Par c o n s t r u c t i o n , u = 1 e t comme u commute aux p . , o s j s 2 n , 

r * i l en e s t de même, de P = f (u ) , d ' oü 

upjû* = P ^ + 1 , os j s2n 

et, par conséquent, { e. . = u p. I osi,ji2n } est un 

s.u.m. de K , le sous-facteur de type I , engendré par u 

et les p. . 
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Posons a2 = £ e ^ ^ ^ e . Q) . C'est un • *-

unitaire de M , qui, par construction, satisfait : l-' 

A d a2 °al(es,tJ = et+n+l,s+n+l ' ¥ o«ftS2n . 

De plus, par (v), nous avons : 

Wi) J | a 2 - l ! # s ? i l V n + l . n + l 0 ! ^ ^ " ej+n+l,j+n+1 || • 

= £ leJ+n+l,n+l(alte;),o> " «W.j+n+l* h 

S l «>Wal("J> " » " H * £2 ' 
Posons a = a_a . C ' e s t un u n i t a i r e de M , qu i par c o n s ­

t r u c t i o n , v é r i f i e l e s p o i n t s (3) e t (4) de 5 . 7 . 6 . En e f f e t , 

par (3) e t ( v i ) , 

! Ia - I I ^ S B a 1 - I I^ + I J a 2 - I [^ s 6 + C2 s J e 1 . 

Démontrons main tenan t l e p o i n t (S) de 5 . 7 . 6 . Posons B = Ad a«a 

e t évaluons jj ß (u) - u* Jj . Tout d ' a b o r d , rémarquons que , 

par (b) e t ( v i ) , 

l a l ( u >- u *l* o A d a 2
 S 2 , H d a 2 - ^ 2 + K ( U , - U * I * 

s 2/2 H a 2 - I I J ^ + I a 1 (U)-u* [^ 

s 2/2 €.\/2 + Ia 1 (U)-U* I s 2/2 z\/2 + â . 

Par a i l l e u r s , 

| a 2 u * a * - * * \ * U 2 - l \ + | ( a 2 - l ) u * | + - I a 2 - l I0 + Il a 2 - l | $ e Ä d u 

s I a -lfl + 2 |U°Ad u - Ooa2 [[1Z2 + J a 2 - I || 
™ $ « a 

s e 2 + 2 6 1 / 2 + E1 . 
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Done, 

(vii) 1 ß(u)-u* | # * I «^»H«. I4- M &2 + I a2u*a* - u* ^ 

* 2/2 ^ 2
 + 6 + e2 4- w

1 / 2 U 1 ^ 8 z\/2 

Or, comme B(u) = u* , nous avons : 

o= ||ß(u*)-u 1 ̂ A d u * I |B<P*>(»(U«)-U>1 # B M U -

- I UUP*)-«« ll $ o A d u I 

et donc J ß(P*J-P ̂  = || ß (PM (8(u*) -u) J ̂  u 

= |(B(u*ï-u)u* ||$ = 1 ß(u)-u*I # 

Par (vii), nous obtenons le résultat cherché. 

ged. 

Troisième p_ar_tie_de_ la_démonïîtration_de 5_.Ji . 

Nous choisissons une suite (n ) ̂ . d'en­

tiers ^ 1 telle que « , 
I L - -, 2n -t- 1 v=l v 

et, comme dans la démonstration du théorème 1 , posons 

et choisissons une suite ^1J y>
 d e nombres réels positifs, 

avec e,iÉ, s E11 , V v et satisfaisant un analogue du 
V+l V 

lemme 3.8 . 

Démontrons maintenant deux lemmes techniques que 

nous utiliserons dans la preuve du lemme 5.7.9. Le lemme 5.7.7 

est une généralisation du lemme 3 de [22] . 
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Lemme 5.7.7 : Soient M , un facteur de type II. ou III; 

<fi , un état normal, fidèle sur M ; u , un unitaire de M 

et N , le sous-facteur de type I , engendré par 

{ei,j>l*i,js2 /u'n S*U*m* d a n S M * 

Posons e = Sup ( |Cu,e± .DjT , k«*>ei .]J ) . Il existe, 

alors un unitaire v de N; A M tel que j]u - v\^ £ 12/2 e 

Démonstration : Comme l'espérance conditionnelle de M sur 

N'n M est donnée par E(x) = -z l e, .xe. . , x e M . 
2 i ( j i , j : , i 

nous avons : 

IE(X) - x | l 4 | ï e i f j
C x » e

3 , i ] H« s 2 - ? u P l C x ' e j f i ] l * 
i,j l»D 

Comme, pour tout unitaire z et tout x de"M , 

[z,x] z* = z [x,z*] 

et donc,que 

lCz'x:i.!*.M z =M [ 2' X ] Z*U = I C « ' ^ * I + 
nous avons : 

Sup ( I E{u)-u I |E(U)-UI M u ) s 2 Sup ||Cu,eifj]^ 

i»D 

(o) et de même, 

Sup ( | E(u*)-u* I ^ P E(u*)-u* l^ A d u, ) s 2e 

Posons, par commodité, E(u, = t et rappelons que te(N'n M,. . 

Soient wjt| , la décomposition polaire de t et w*|t*| , 

celle de t* . Comme |t| + 1 £ 1 , nous avons, par (o), 

pour x = 4> e t X = $°Ad u , 

I 11| -1 Ix s |t*t-l|x S |t*(t-u)|x + ft*-u*|xoAd u* s 4e 

Nous a v o n s d e même, p o u r IJJ = 4> e t V = *°Ad u* , 

Ht*I - 1 I^ s 4e . 
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Soient g. , le projecteur initial ; g_ , le projecteur 

final de w . Mous obtenons, par les inégalités ci-dessus : 

I u - w |] s | | u - w | t | | + | ] w ( | t | - l ) | s H u - t I + | | t | - l | s 6 e 
K A A, A. n> 

e t a u s s i II u* - w* B £ 6e 

Nous avons a l o r s : 

1 - S 1 L = D U - C 1 U * ! A d u , = I d - S 1 ) (u*-w*) I 
((,»Ad u* • * 3 I ' * ' • (fioAd u* 

e t de même, 

Il i - g 2 | , = Il (l-92)« l # . M u = I (W 2 ) ("-«) I ^Ad u 

* | u - w I fJU u * € e 

Comme g . e t g . son t des p r o j e c t e u r s é q u i v a l e n t s , *"9i e t 

l - g 2 l e son t a u s s i , ca r N1AM e s t de type I I - ou I I I . 

S o i t w , une i s o m é t r i e p a r t i e l l e de N ' A M , de suppor t 

i n i t i a l l~9i s t de suppor t f i n a l l - 9 2 * P o s o n s v = w + w , 

C ' e s t un u n i t a i r e d e . N ' O M e t i l s a t i s f a i t l e s c o n c l u s i o n s 

du lemme, ca r 

Il u - v ^ £ | u - w | ^ + I wo W^ = |u-w| |+ + 1 l - 9 l | # £ 12e 

I u* - v* B+ s flu*-w* | # + I w* i ^ = 1 u*-w* S+ + Il l - g 2 J # s 12e 

qed. 

Lemme 5.,7-8 : Soient M , un facteur de McDuff, à prëdual 

separable, de type II. ou III ; a c Ant (M) ; <J> ,$.,...,$ 

des états normaux, fidèles sur M et o <c<l . 

Si P est un unitaire de M avec J .a (P*) - p|, s e , 

il existe un unitaire v de M tel que : 
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(a) J vafv*) - P < 2 t 
*o 

(b) J v - lQ s 2 [I P - l | pour o s j s n . 
9J <Pj 

Demonstration : Soit ID , un ultrafiltre libre sur IN 

Par ie lemme 2.1 , il existe un s.u.m. (E - J 1 J 4 , dans 
1*3 l s i , j S2 

Mw t e l que a j E l f j ) = (-1) 1 ^ E j / ± -

S o i t 5 = 0 0 # • . . ,<t>n»<J>0°a,<J> «Ad P* } e t c h o i s i s s o n s 

o< « *—-— Inf ( I P - 1 1 , X ( S ) e t 686 X / 2 £ e . 
12/2 x 

Par l e s p r o p o s i t i o n s C 7 ] . 1 . 1 . 3 e t C 3 3 .2 .8 , i l e x i s t e 

un s .u .m. (e . . ) . . _ de M t e l q u e , pour Y e S e t 
I f J -LsX t j s z 

pour l s i , j s 2 , 

(D 11 a (e ) - [ - I ) 1 "* e \\ < 6 
1 J j J '•*• X 

H [ P - e i ( j 3 | * * « e t J [ P * , e ± f j D | * s 6 

Noton s N , l e s o u s - f a c t e u r de type I ? , engendré par 

l e s e . . , l s i , j s 2 . Par l e lemme 5 .7 .7 , i l e x i s t e un 

u n i t a i r e Q de N1OM t e i que || P - Q || s 12/2 6 , 

pour t o u t x de S . 

S o i t U 1 ' * , * ' l a P a r t i t l o n d e l ' u n i t é de M , d é f i n i e 

par f± = (1 /2 ){ 1 + ( - I ) 1 I e 1 2
 + e 2 1 ) } e t P ° s o n s 

v = f. + Qf„ . C ' e s t c l a i r e m e n t un u n i t a i r e e t i l s a t i s ­

f a i t (b) , par l e choix de S . 

Pour démontrer (a) , remarquons, t o u t d ' a b o r d , par (1 ) ,que 

" a < V - f 2 U * 0
= 1 ! a ( e l , 2 + e 2 , l > + e l , 2 + e 2 , l Ko * 6 

e t que 

a ( £ 2 } " f A oAd P* - | l B < e l , 2 * V + e ^ 2 + ^ J * »Ad P** 6 
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Comme || $Q° Ad Q* - ¢ ^ Ad P* || s 2 || Q-P | <; 24/2 6 , 

nous avons a l o r s : 

l * t f 2 > - f l I ^ A d Q** 2 / 2 I Q - P l l ^ 2 + l « < f 2 » - f l l U o . M P . 

Ä 1 2 « 1 / 2 + 6 

D ' a u t r e p a r t , 

Il a (Q*) — Q g s I a(Q*-P*) | + j| a (P*)-P [ + [| P-Q D 
*o ^o vo 9o 

* H ü - P I . a
 + i a ( P * ) - P | + I P - Q I 

To Yo T o 

s 24/2 & + E 

Par conséquen t , nous avons : 

Il va{v*) - Q fl = I (f ^ Q f 2 ) a (f x +Q*f 2 ) - ( f 1+Qf 2) (f 2+Qf1) J 

* 'I c t ( f 1 ) - f 2 [| + I c ( Q n 2 J - Q f 1 I 
r o Yo 

s I M f 1 ) ^ 2 I . + I a tf 2) (a (Q*)-Qi O+ + I U C f 2 J - ^ 1 ) Q I t ro Yo o 

s l « ( * l » - f 2 1 • + I I Q < Q * > - Q l * + I « < f 2 > - £ l l * . . A d Q * y o *o o 

s 6 + 1 2 6 1 / 2 + e + 24/2 ß + & . 

Fina lement , nous obtenons : 

B va(v*) - P i s H va(v*)-Q H + I Q - ? L 
y o *o vo 

s. Ô + 24/2 6 + E + 12f i 1 / 2 + 5 + 12/2 6 

s (36/2 + 2)5 + 126 1 ' ' 2 + e 

2(18/2 + 7 ) 6 1 / 2 + E S 2 ' 3 4 ô 1 / 2 + 

e t donc (a) e s t v é r i f i é , ce qu i te rmine la démons t ra t ion 

du lemme. 

qed . 
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Lemme 5.7.9 : Soient M , un facteur de McDuff de type II. 

ou III , â prédual separable et a , un antiautomorphisme 

avec a e Int(M) et satisfaisant les conclusions de 5.7.1 ; 

$ , un état normal, fidèle sur M et (¢^)^ i ' u n e suite 

d'éléments de [o,ij>l̂  

Il existe alors une suite de couples (K , v ) , , où 
r v v val 

K est un sous-facteur de M ; v , u n unitaire de M ,telle 

que, pour tout \> * 1 , 

(a) K commute avec les K. , j < v . 

(b) K est engendré par une partition de l'unité 
v 2n +1 

(pj,osjs2nv
 e t u n u n i t a i r e uv ' uv V = 1 '' 

u v p] u- = P^+1 , pour 0£j^2nv . 

(e) [ CKPX,uv] I s fiv , I l*x,pp I s 6v pour r<v 

e t o s j s2n 

(d) v commute avec K.,...,K 1 

(eî ||(vv - U v ^ . . . ^ ! ' s — Ü — . 
2n +1 v 

Posons a.. = Ad{v. v 

t i o n , a = a o 

r v . . . v )»a pour v a l e t par conven-

(f) a l a i s s e globalement i n v a r i a n t K , pour r £ v , 

P lus p r éc i s émen t , { e . . = u -1 p . I o s i , j s 2 n } e s t un s .u.m. 

de K t e l que , pour o s i , j s 2 n , 

, r . _ r 
a v t e i , j ' ~ e j + n + l , i + n +1 

(g) Pour k s v , 

-2 . . , , . - 1 
V a v " V A d ( u v - " u l ï " &s Ei 
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Dëmonstration : Supposons (K1 ,v ),...,(K ,v ) construits 

et déterminons (K ..,v } . 
VTJ. VT J. 

Soient 0 , le soua-facteur engendré par les K. , j s v; 

m , la dimension de Q Ï N = Q'A M et U = u ...U1 . Pour 

1 s r <. v+1 , soient ^ , s = l,...,m des éléments de 

N 4 qui satisfont les conditions de 3.9 , relativement â * " r 

Choisissons o <e<& ^, tel que si x e M- = {x*M I IxQ S2J 
v+i * 

[ |x|# * 2£ ]=^C ||x|Ix * ( ¾ ¾
2 

(o) pour x £ { *' *"av ' T100V * ] 

[ |x I s e ] ^ c |xv ...V1 

v+1 
] 

Soit u , un ultrafiltre libre sur IN . Par un raisonne­

ment semblable a celui effectué dans 3.1o , on vérifie que 

o définit, par restriction, un antiautomorphisme de N , qui 

satisfait les conclusions du lemme 5.7.1 . Comme $| est un 

état normal, fidèle sur K , il existe par le lemme 5.7.6 , 

v+1 
une partition (p. ) o £ j 5 2 n 

J J v+1 

v ' de l'unité dans N et deux 

unitaires a et u de N tels que : 

2n +1 
(1) -1 e A($I N, u

 V + 1 } 

(2) I fy*,Pj+13 B s 6
V + 1 P ° u r 1 S s S m î r = l , . . . , v + l 

O) K S 2 - ^ »Ad u-1 « *C-f± 

pour l^s^m ; lSr^v+1 

(4) Ha - 1 1^ * e. 

Posons P = f + 1 (u v ) , u v + 1 = uP e t 
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K - , le sous-facteur de type I- , , engendré par u
y +i 

V j.1 "v+1 
._ n v+l et les p. 

(5) { e £ j = uJ~J p j + 1 I o^i,jS2nv+1 } est un s.u.m. 

de K tel que , pour o*i,j£2n . , 

/ V+I v V+l 

" a . % ( e 1 ; j , - a j + V i + 1 ; 1 + V i + 1 . 

(6) 1 Ad aocty<P*)-P I s z 

Les conditions (a),(b) et (c) du lemme se vérifient, en uti­

lisant (1) et (2) , comme dans 3.1o . 

Construisons, maintenant, v . L'antiautomorphisme 

S = Ad BL0O. laisse K',,n N globalement invariant et 
v v+l ' 

donc, définit, par restriction, un antiautomorphisme de 

K' .,Pl N * O1Ui est un facteur de type II. ou III . Comme 

P e N et commute a u , et aux pV , P e K' .,Pl N et 

donc, par {0),(6) et le lemme 5.7.B , il existe un unitaire 

v s K' O N tel que : 

Il va(v*) - P [J s lü±l 

<t"«v 28 
(7) 

I v - 1 H s 2 1 P - 1 j pour x = * et x = +-Ad(Vy...V1) * 
X X 

Posons v , = va . Par construction, v .. commute aux 
v+l v+l 

K. , j s v et donc (d) est vérifié. 

Posons V = v ...v, et démontrons (e) . Par définition de P , 

nous avons 

I P - il * * 2n A. +1 v+l 

et donc, par (o),(4) et (7) , 



- 8 8 -

<\+X " 1 H = I V a _ 1 U.Ad V ^ ' ' " 1 ^ A d V* + ialh*M V* 

2 , + 1 
2 1 W + 1 2 l V l + 1 ' 

De plus, 

Done, I {vv + 1 - D v v . . . V l D^ s 2 n " + 1 e t (e) es t prouvé. 

Comme, par construction, Oy+1
 = Ad v

y + i ° a v é r i f i e (f) , 

démontrons, maintenant, (g) . Pour ce la , remarquons que : 

I *cH"2 -4>.<T2 II s 2 S ^ 1 U ) C T 2 (a*) - 1 H # 

, 2 I a - X | . 1 + 2 | a - x | _2 s 4 ( ^ 1 ) 2 

et donc que, par (7) , 

- 2 — 2 
<8Ï I V a û + 1 " V * # A d P* 

1J1 »o oAd(5(v)v*) - ij oS °Ad P* 

s 2 I va(v*)-P J 

s 4 I U - S - 2 - * . ^ 2 fi1/2 + 2 I va (v*) -P I _2 

$°a 
£ 8 Is- + 2 1 Ê T = 1 O l e -

D'autre par t , nous avons, par (2) e t 3.9 

{9) I il^oST2 - ^Ad(UU)" 1 I s 

s | |^ roS"2- I( l r«av
2 1+, J * r . 0 3 2 ^ - A d ( U U ) " 1 

, -Cv*-X . C\)+X 
£ 4 I e - + I-" 
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Donc, par {8) e t (9) , 

i v%+i - vM(viuv—V1I s 

Pour terminer la démonstration de 5.7.9 , remarquons que pour 

v = 1 , les conditions (a), (c) et (d) sont vides. La construc­

tion de (K.,v.) s'effectue de la même manière que ci-dessus , 

avec v = o et a = a o 

qed. 

Firi de_la démonstration de^S^Ö : 

Par le lemme 5.7.1 , nous pouvons supposer que a satis­

fait les hypothèses du lemme 5.7.9. Choisissons un état nor­

mal,fidèle è sur M et une suite (*.) . , de L~o,é]u , 

qui est totale dans MA . Nous construisons, comme dans le 

lemme 5.7.9 , une suite de couples (Ku'v\>*\>>i e t n o u s avons 

alors : 

(1) Les K engendrent un sous-facteur K de M et M 

est isomorphe au produit tensoriel de K par KTi M . 

[ appliquer 5.7.9 (a),(c) , les lemmes 3.7 et [7].2.3.6 ] 

<2) Les unitaires a = v ...v. convergent *-fortement 

vers un unitaire a de M . 

[par 5.7.9 (e) ] . 
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Posons a = Ad a e a • 
CO 

(3) Pour chaque v a l , a j e ^ ) = e V
j + % + 1 , i + % + 1 

pour o s i , j s 2 n . C par 5 .7 .9 (f) e t (d) ] . 

Rappelons que , par 5 .7 .9 (c) , nous avons , pour k < v , 

(4) I! t*k ,ev
1( j] J = J C V ^ P j ] I 

Pour tout v a l , z = Ï e. .. ,, est un unitaire 
v >e D,]+nv+l 

de K , qui, par (4) et le choix de 6 , satisfait, pour k < v 

s * k ° A d % " *k n = i [^'2V31 s ( 2 v l ) 2 ^pi^k'^o3 i* 2" 
(5) 1 ^ 

Posons 6 = lim Ad(z z ...z ) . Par (5) , 6 c înt(M) et 

e j R 1 _ M = 1 . De plus, par construction, pour chaque VA 1 , 

8«a (eV .) "= eì , pour osi,js2n 
» I1J ],1 V 

2 
e t donc, comme par 5 .7 .9 (g) , 0 ^ I K ' A M = * ' n o u s a v o n s 

(6 °aj2 = 1 . 

Comme a°(6<>a ) e Int (M} , la proposition est démontrée 
CD 

avec ß = O0O01 

qed. 



-91-

6. CLASSIFICATION, A EQUIVALENCE PRES. DES TRANSPOSITIONS 

DES FACTEURS INJECTIFS, AGISSANT DANS UN ESPACE DE 

HILBERT SEPARABLE, DE TYPE II ET III-, , A / 1 , 

AINSI QUE DU FACTEUR D'ARAKI-WOODS DE TYPE III . 

Comme R , le facteur hyperfini de type II. est 

à isoraorphisme près, le seul facteur injectif de type II, 

{[ 5 J.Th.7.1) et que ïïït(R) = Aut(R) ([ 2S].Th.4), le 

résultat suivant est un corollaire direct du théorème 1 . 

Théorème 6.0 : Deux transpositions du facteur injectif de 

type II. sont équivalentes . 

Rappelons qu'un facteur de Krieger continu est 

injectif ([ 5 ].Cor.6.9.b) et qu'inversement, tous les 

facteurs injectifs de type II et III. , J / 1, ainsi que 

le facteur d'Araki-Woods de type III, sont isomorphes à un 

facteur de Krieger. ([ 5" ] • [ 6 ]•[ 21 ]) * Les résultats ci-dessous 

sont donc des corollaires du théorème 5.4. 

Par la proposition 4.9, le groupe des automor-

phismes du flot (lisse) des poids sur R . , le facteur hy-
o i J. 

perfini de type II , est topologiquement isomorphe à IR , 

de sorte que l'identité est le seul automorphisme involutif de 

ce groupe. Par conséquent, comme R . est, à isomorphisme 
o, J. 

près, le seul facteur injectif de type H 0 0 ([S].Th.7.4) , 

nous avons, par 5.4 : 

Théorème 6.1 : Deux transpositions du facteur injectif de 

type II sont équivalentes. 
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Donnons une démonstration plus directe et plus 

précise de 6.1 . Soient et et ß deux tranpositions de R 1 -

Par la proposition 4.9 , mod(a°B) = mod (a)mod (ß) = 1 et 

donc, a«6 e Int(R ) , par la proposition 5.2 ( ou plus 
O/ J. 

directement en utilisant [ 4 ] .3.11 ). Par le théorème 1 , 

nous avons alors : 

Théorème 6.2 : Deux transpositions de R , sont Int(R , ) -e o,l o,l 

équivalentes . 

Soit R00 , le facteur d'Araki-Woods de type III, . 

Par la proposition 5.2 et la proposition 4.lo, ïnttRJI = Aut(Rj. 

et, donc, nous avons : 

Théorème 6.3 : Deux transpositions du facteur d'Araki-Woods 

de type III, sont équivalentes . 

Soient o<X< 1 et R. , le facteur injectif de 

type m , • Comme, par la proposition 4.lo, le groupe des 

autoraorphismes du flot des poids de tout facteur M de type 

III. (o<X< 1) est topologiquement isomorphe à 

IR " / . - I R 
+ / n 
/ { x ; 

n« 2 

/ * = K* / 
/s{M)nR+ V { xn} 

il existe deux classes de conjugaison d'automorphismes involu-

tifs du flot des poids de R, , correspondant à 1 ou /¾ , 

modulo { in > _, . Par le théorème 5.4 , nous avons alors : 

Théorème 6.4 : Soient o<x< 1 et R̂  , le facteur injectif 

de type 111¾ - H existe exactement deux classes d'équiva­

lence de transpositions de R̂  
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Remarque .6.5 : Dans 4.15 , nous avons exhibé une transpo­

sition de module 1 . Construisons explicitement une trans­

position de R. , de module /A 

Soient Si - VK x ]o,°°[ c. ft et y, la mesure 

définie sur Q par la mesure de Lebesgue sur IR . Soit 

G = { (a,b) - (* J) € GL2(<Q) I a>o } 

le groupe des .transformations affines et préservant l'ordre 

de la droite rationnelle. L'action de G sur ti , définie par 

(a,b).(x,y) = {ax+b, - y ) pour tout (a,b)e G , (x,y) e îl 

préserve la mesure M , est libre et ergodique. Comme G est 

résoluble, le produit croisé W*(L (n,y) ,G) est isomorphe 

à R , . 
0,1 

Définissons un groupe à un paramètre, B , d'auto-

morphismes de (Ci,y) par: 

ß-(x,y) = (x,sy) pour (x,y)e(î et se |R . 
S T 

Comme 0 commute â l'action de G , il se prolonge en un 

groupe à un paramètre, toujours noté ß, d'automorphismes de 

R- . . Par la proposition 4.9 , mod_ (ß ) = s . En effet, 
0,1 R - S 

0,1 
si T est la trace canonique sur W*(L (fl,u) ,G) , nous avons, 
pour x = Z a u e W* {L°° (fi,u> ,G) ̂  

G 9 g + 

T 0S 3
1U) » T( E B -l(aq,Ua ) = / ß .j^ (a ) (x,y)dM (x,y) = 

G .s 9 9
 n s 

= / a <x,s y)du (x,y) = s J a <x,y)du(x,y) 

= S-T{ I a u ) = s>T (x) . 
G 9 g 
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Soi t a, la t r anspos i t ion canonique, déf in ie 

sur W* (L°°(îï,p) ,G) , par : 

a ( t a u ) = I u" 1 a . V l a u e W* <L~(fl,y> ,G) 
G a g G 9 a G y y 

Pour tout s t IR, » a = C «o définit alors un antiautomor-
+ S S 

phisme de R - de module s , gui commute avec Q . 

Pour X e 3o,l[ , considérons le facteur 

injectif de type 111I i R\ i comme le produit croisé de 

R . = W*(Le°(fi,y) ,G) par l'automorphisme ß . . Soient I, l'in-

jection canonique de R . dans R ; V , un unitaire de R. 
O , J. À A 

avec I($ ,(X)) = Ad V(Kx)), ( V Xe R .) ; E , l'espérance 
\-J. o,j. 

conditionnelle canonique de R, sur I (R. ,) et notons ò , 

la trace généralisée sur R. , donnée par T°I ->E , O Ù T est 

une trace normale, fidèle, semi-finie sur R . . 
o,l 

* 
Comme, pour s c IR , l'antiautomorphisme a 

T S 

commute avec B-^1 il induit, par la proposition 4.13, un anti-

automorphisme a de R, , tel que 
S A 

ïï( Z Kxn)V11 ) = Z v" n l (a_(x n pour I K x n J v " c R. 
s "*2 n n« 2 s " o*ì n A 

e t t e l que mod ( a ) = s modulo { X } -* . E n effe t ,nous s n^ //, 

-1 = T ° a - l ' 
avons : ^ —-1 _- l _ _ -1 „ 

<J>°a_ = T » I »Eoa . = T°a , " I «E = 
s s" 

s S ' 1 " I " E = S * $ 

d'où le résultat par la proposition 4.1o . 

Posons s = \ . Comme a _jj{x) = ß _,(x), pour 

-2 X X 

tout x e R , , nous avons : a _• = Ad V »car, par cons-

L x
 n * 

t r u c t i o n , a (V) = V* •, pour tou t s e IR . Par l e lemme 1.6, 
i l e x i s t e un u n i t a i r e w c R t e l que V* = vrcT _t(w*) . 

A 1 ^ 
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L'antiautomorphisme Ad va > est alors une transposition de R 
A • A 

de module /A modulo {Xnì 
n 

Remarquons aussi que a. est une transposition de module 1. 

6.6 Transpositions des facteurs injectlfs de type I H n • 

Dans cette section, nous construisons, grâce à 5.4, des 

exemples de facteurs injectlfs de type III , avec 2 , 

n c IN U {°°} , classes d'équivalence de transpositions. 

Rappelons, d'une part,que, pour les facteurs injectlfs de 

type I H / le flot des poids est un invariant complet d'isomor-

phisme ([ 5" ].Cor 7.6) et d'autre part, que tout flot mesurable, 

ergodlque d'automorphlsmes sur un espace de Lebesgue, qui est 

apériodique et conservatif, apparaît comme flot des poids d'un 

facteur injectif de type I H 0 . (C 2o J) . 

6.6.1 : Soient (B,u) , un espace de Lebesgue ; Q , un automor-

phisme ergodique de B , quasi-invariant et (F*.)* n »Ie flot 

construit sous la fonction constante c = 1 . Rappelons la cons­

truction de ce flot. Dans l'espace mesuré Si = Bx[o,l] ,muni de 

la mesure produit y = u» m (m = mesure de Lebesgue sur [o,l] ), 

on identifie les points (b,l) et (Qb,o) , pour b e B et le 

flot (F
t)t€ K est défini par : 

Ft(b,s) = (b,s+t) pour (b,s) e ti , s<l et t € [o,l-s] 

Lemme : Le flot mesurable (F.). |Q , ainsi défini, est ergo-t te In 

dique, apériodique et conservatif . 

Démonstration : Commençons par vérifier l'ergodicité de (F^)1. • 

Soit A , une partie mesurable de lì , invariante mod o sous 

chacun des automorphismes du flot. Comme il existe (par exemple 



-96-

[24 3-5.4) une partie A , mesurable de Q, identique mod o 

avec A et strictement invariante sous tous les automorphismes 

du flot, nous pouvons supposer que A = B'x[o,l] , Comme 

F. = Q x id et par l'ergodicité de Q , A est égal mod o à 

ß ou à if. . 

Remarquons que, pour que (x,t)£ÎÏ soit un point périodique, 

il doit exister un entier n e iL tel que Q x = X . Or, comme 

Q est ergodique, Q est libre, pour tout ra £ 2 »ce qui 

démontre 1'apériodicité de (Ft)t « 

Rappelons ([13].2.2) que le flot (Ft).. in est conser-

vatif, si Q l'est aussi {i.e. il n'existe pas dans B , de 

parties de mesure > o , errantes sous Q ) . Or, comme Q est 

ergodique, Q est clairement conservatif. 

qed. 

Soient (Gi.'*. iQ ' u n flot mesurable ergodique 

d'automorphismes d'un espace de Lebesgue X et C((G ) .« ), 

son commutant, c'est-à-dire le groupe des automorphismes U de 

X tels que, pour tout t e IR , 

UoG (x) =3 G oU(x) , presque pour tout x e X . 

Dans [ 4.6 ], T. Hamachi démontre le résultat suivant : 

Proposition 6.6.2 : Soit (F1/)*. m » u n flot mesurable, ergo­

dique comme dans 6.6.1 . Nous avons alors : 

C((Ft)t£ [R ) = { Ffc° (U x id) I t € IR et U e C(Q) } 

oü (U x id) (b,s) = (Ub,s) , pour (b,s) e fj . 

Par un simple calcul, nous obtenons alors : 
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Corollalre 6.6.3 : Soit (Ft>te|0 ' comme dans 6.6.1. Un élé­

ment S de c^F+.)telR ' e s t l n v o l u t lf s i e t seulement s'il 

peut s'écrire S = F * (U*id) avec soit 

t=o et U2 = 1 ou t=^ et U2 = Q"1 . 

Soit T , une transformation ergodique, dont 

le commutant est isomorphe à /£_ .(existence [23] , [ 16 ] ) . 

Par 6.6.3 , nous avons : 

Lemme 6.6.4 : Soit (F ) -, , le flot, construit à l'aide 

dé T comme dans 6.6.1. Le commutant C((F.)tc >n ) ne contient 

alors qu'un seul élément involutif. 

Soient n , un entier M i T (resp. 'il ' ™ ), 

le tore de dimension n (resp. le produit direct d'un nombre 

denombrable de copies de IT ) et X = (A 1A 2*"-**) e T T " 

(resp. A = (X ) ., ,une suite de nombres réels ). n n^l 

Posons Tx , l'automorphisme de H T n {resp.lT™ ), défini par: 

T. (x. ,..,x ) = (x. + X. (mod 1) ,.. fx +X„ (mod 1} ) , V (x. ,.. ,x ) c TT" A 1 n X 1 n n i n 

(resp. Tx ( (xn) n£1) = (Xn+Xn (mod D ) n ^ 1 ,pour <*„> a i l « T " ï 

Rappelons (voir par exemple C27].p.25) que Tx est ergodique 

si et seulement si U A 1 A 2 I ^ - A n ) {resp. (1,X1A2* • • • î ) 

sont (Q. -linéairement indépendants. 

Lemme 6.6.5 : Si S est une transformation de 1 T n (resp. H T ") 

du commutant C( T ) de l'automorphisme ergodique T , 
À A 

alors S est un produit de rotations, c'est-â-dire : il existe 

y •= (M1,U2,-- 'UnU IR" (resp. u = <vnïnil ) tel que : 
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S{x.,..,x ) = <3c,+y, (mod l),..,x +u (mod D ) , V <x.,..,x)e T " 1 n i I n n i n 

(resp. S( (Xn) nal)-(Xn+Vn (mod l)) n i l pour ( x J ^ . T " ) 

Démonstration : Pour l^ksn (resp. k € IN ) , notons p. , la 

k-iëme projection définie par Pvt*) = xi, t pour x e Il l 

(resp. Il ) et posons S, = p.» S . S. est une fonction mesu­

rable de II (resp. Il '" ) dans (I ' , qui satisfait la 

relation suivante : 

Sk( Tx(X))= SR(x) + Xk(mod 1), pour tout Xe IT" (resp.HT "ï 

En développant S^ en série de Fourier, on vérifie facilement 

que : Sk(x) = xk + Mk(mod 1) , où pk£ JR 

qed. 

Lemme 6.6.6 : Soient ' Il ' (resp. Il ' ) et T. , comme ci-

dessus. Dans C( T. ), il existe 2 n (resp. 2 ) éléments 

involutifs distincts. 

Le lemme 6.6.6 découle de 6.6.3 de maniere di­

recte. En utilisant les lemmes 6.6.1 , 6.6.4 et 6.6.6 , nous 

avons le résultat suivant : 

Proposition 6.6.7 : Il existe des facteurs injectifs de 

type ZII , agissant dans un espace de Hilbert separable, 

avec 2 n , n € INU{»} , classes d'équivalence de transpositions. 

Addendum : Pour chaque entier n al , nous avons pu exhiber des 

facteurs injectifs de type III-, > agissant dans un espace de 

Hilbert separable, avec n classes d'équivalence de transposi­

tions. 
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APPENDICES . 

A. Sur les semi-normes définies par une forme normale. 

Soient M , une algèbre de Von Neumann et M# , son prédual. 

Rappelons les définitions suivantes : 

Définition A.l : Si x c M et * e. M^ , les formes normales 

x** , <f>*x et C* ,x] sont définies par : (x*<H (y) = <J> (yx) , 

(••x)(y) = <Hxy) et [$,x] (y) = (••x-x'*ï(y) = • (Cx,y3) 

pour tout y e M . 

Définition A.2 : Pour tout $ e Mft , les semi-normes J " il * 

et I - I I A sont définies pour tout x e M , par : 

BxL = *(x*x)i/2 et (|x||* = 4><x*x + xx*) 1 / 2 

Complétons l'ensemble des inégalités, énoncées dans le , 

lemme [ 3 3 .2.1 , par celles du lemme ci-dessous : 

Lemme A.3 : Pour x, y c M ; u , un unitaire de M et $ € M^ , . 

nous avons : 

D I y x « . * Il y 11 HxJ. e t HuXU1J1 « flxfl. 

2) fi xu | A = J Ad UMx)I1J1 - 1 x | # - M u , 

3} Si x e s t normal, || x L = [| x* || A 

4) H : * ,x-y] Il s UU I x - y | . + | x*-y* ||0 ) 

5) S i « e Aut'(M) , I a (x) ^ = | x J e t s i ß e Ant (M) , 

. 6) S i a € A(M) , fi [ ¢ , a ( x ) ] J - | C 4 > » a , x ] | | 

7) H 4>»Ad u - * || = fl *«Ad u* - * H = B C# , u ] D 

s J * . (U-I) fi + H (U- I ) .$ I s 2 Util II u - 1 fi. 

i 



-ÎOO-

NOUS laissons la vérification de ce lemme au lecteur . 

Rappelons le lemme suivant, qui est un cas particulier de la 

proposition 1.4.5 de [11 ] 

Lemme A. 4 : Soient M , une algèbre de Von Neumann et <{, ,ijj 

deux formes positives, normales, fidèles sur M .Alors, sur la 

boule unitée M. de M , la topologie définie par la semi-

norme I - I 4 est équivalente a celle, définie par fl - Q .. 

B. Centralisateur asymptotlque d'une algèbre 

de Von Neumann 

Soient M , une algèbre de Von Neumann de genre dénombra-

ble et w, un ultrafiltre libre sur (N . Rappelons la définition 

et le résultat suivants de [ 3 ]. 

Définition B.l : Une suite centralisante (x ) ,., d'éléments n ne IN 

de M (resp. une suite ^-centralisante) est un élément de 

la C* - algèbre L°( IN ,M) tel que : 

V <i> € M* 1 Q Ityr* 1 l 5» o quand n -»• œ (resp. w ) 

Proposition B.2 : Soient M et u comme ci-dessus . 

1) Les suites u-centralisantes forment une sous-C*-algèbre 

M" de L^t IN ,M) . 

2) Le quotient de Ku par l'idéal bilatère des suites 

(x ) „, ÙJ -centralisantes convergeant *-fortement vers o , 
n ne IN 

lorsque n -*- u , est une algèbre de Von Neumann finie M , 

appelée le centralisateur asymptotlque de M . 
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Remarque B.3 : Pour tout autoroorphisme (resp. anti- } 6 de M , 

l'application de sur elle-même, ^xn^n<iM ' ^ ^ ^xn} ̂  n*N ' 

définit un automorphisme (resp. un anti- ) 9 de M , et 
w tu 

9 ne dépend que de eu(6) où E„ est l'application cano-
üJ M ri 

nique de A(M) sur A(M) . Int/Mj 

Lemme' B. 4 : Soient M , a comme ci-desus et (u ) ... , une 
P Pe IN 

suite d'unitaires de M telle que Ad u -*• 6 dans Aut(M) , 

quand p -*• » 

1) Si (x ) ... est une suite ((»-centralisante/ il en est 
P PcIN 

de même de l a s u i t e ( Ad u (x J} ... 
P P Pc IN 

2) Si (x ) « L (IN »M) , l e s a s s e r t i o n s s u i v a n t e s son t 

É q u i v a l e n t e s , quand p •+• w : 

a) x •* o , * - for tement b) x u -+• o , * - fo r t ement 

c) UTjxr, "* ° ' * - fo r tement . 

Démonstra t ion : S o i t $ e M11 . Nous avons , pour t o u t p e IN > 

l ' i n é g a l i t é s u i v a n t e : 

I [Ad u p ( x p ) , < n H= 1 [ x p , ^ A d up!) I 

s J [x ,<(, . Ad u - $»9] 1+ I [x ,¢-6 3 H 
' ̂ - P P C 

s 2 I x p Bl *°Ad u p - *»6 1+ H [ x p , * o 8 ] I] 

ce qu i démontre ( 1 ) . 

V é r i f i c a t i o n de (2) : S o i t $ e MA . 

l a i = ^ l b i : Comme fl u*x* | . = | x* | / i l r e s t e à v o i r que 
^ "™ P P V P V 
H x u H -*• o . O r , ' pour t o u t P « IN » 

P P $ P+ÜJ 

» VP1*• " I XP U - - J ^ - P » *°M "p-*'8"1»1'2 + » * P " , „ e " 1 
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et donc (b) est prouvé . 

_(bj_3^_{a) : Comme ci -dessus , i l su f f i t de montrer que : 

jj x H •> o . Pour tout p e IN , nous avons l ' i n é g a l i t é : 
P * p-HÙ 

et donc (a) est vérifié. 

La preuve de (a) (=^ (c) est analogue 

qed. 

Lemme B.5 : Soient M = Q ® N , le produit tensoriel d'un 

facteur de dimension finie Q , par une algèbre de Von Neumann 

N , à prédual separable et co / un ultrafiltre libre sur 

(a) L'homomorphisme canonique II , correspondant à 

X e N i ^ 1 ® x e M est un isomorphisme de N 

sur M 
co 

(b} Pour tout couple d'automorphismes a E Aut(Q) et 

€ Aut(N) (resp. d'antiautomorphismes a e Ant (Q) et 

c Ant(N) ), ona s n „ (x)) = < a Ä ß ) (n (x) ) ,Vx e N 

Démonstration : (a) Soient (f, . ) , ^ . .„ , un s.u.m. de Q 
- 1,2 lsl,jsm 

2 
(m = dimension de Q) et T , la trace canonique associée . 
(i.e. T( ^ X. . f. , ) = ^ T X, , ). Pour tout e >o 

i.,j.l i l ] If J m M i'1 

et tout X e Q tels que || Cx,f. .] | , < E , pour lsi,jsm , 

nous avons : 
J x - T(x)*l J) 2 < me 

En ef fe t , || x-t (x) | 2 = fl x - Ì I^ f^ . x f j ( J 2 

± | ? c«.f l fJ] f j j i E 2 *± £ h * ' * i . 3 > l 2 
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Donc, (a) est un cas particulier du lemme [3J.2.11 . 

Par définition de JI , (b> est immédiat . 
m 

qed. 
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