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0. Introduction

Etant donné X un CH-complexe fini et une classe stable de
fibrés wvectoriels réels x e ﬁa(X). on appelle dimension
géométrique de x. dg(x). le plus petit entier k > 0 tel que
1°6lément x + K de KO(X> soit représenté par un fibré
vectoriel résl. Icl k désigne la classe du fibré vectoriel
réel trivial de dimension k. Dans [31. Atiyah introduit des
classes caractéristiques en KO-théorie. les y-opérations

réelles. 8 17aide desquelles 1]l établit le critére sulvant:

Pour que dg(x>< K. il faut que r,(x) = 0 pour tout i > k.

c est-d-dire. sl 1y = 0, on a2 dg(x > K

Le critére d"Atiyah a bien sOr un éguivalent en KU-théorie.
pour les classes stables de flIbrés wvectoriels complexes.
ﬁals on peut également se demander si les y-opérations en
K-théorie complexe ne restreignent pas d“une certaine
maniére la dimension géométrique des classes stables én
K-théorie réelle. Toutefois. on n7envisagere pas icl toutes
les classes stables réelles. mals uniquement celles
provenant de classes stables complexes sous 1 epplication

canonique
€g: KUK = KOCX>

Oans ce travall. nous allons montrer qu-effectivement un tel

lien existe, c“est- a-dire:

Soit X un CH-complexe fini de dimenslion < 2n, et soient

Nt Nt
x « KOOO ., y « KUK tels que x = &€gly). alors pour que



dg(x> < k, 1l faut que la relation

i
ﬁy 27 g = 0 mod 27 0d g = (k/2)

solt satisfaite dans KU QOO

Ce résultat fournit en pearticuller un critére de
non-immersion pour les veriétés différentiables réelles.
stablement complexes (i.e. dont la classse stable du fibré
tangent provient d“une classe stable complexe) .

Soit M" une wvariété différentiable réelle. connexe.
compacte. de dimension m. stablement complexe. et désignons
par Tt la classe stable du fibré tangent 4 M, soit d7autre

]
part y € KUX). tel que 1g = €g(y.SI M's Immerge dans

R"™ . on adans KUMM) la relation suivante:
1
,g, 2" (=g = 0 (mod 27) o0 n > m/2 et j = [k/2)

Nous examinsrons en particulier les cas od M= CP",
1“espace projectif complexe. et od M =L"(2" 1 espace
lenticulaire §* /Z,». Dans le premier cas. notre critdre

nous conduit aux résultats blen connus de [15]:

C P" ne s immerge pas dans R *"2°-!

ici a(n) désigne le nombre de 1 dens le développement
diadique de n.
Dans le second cas, le critdre fournit un résultat analoguse

-pour m suffisamment grand.

Si m > (n/2) + [log;n]

L"(2™ ne s Immerge pas dans R *+2°®



Remarquons que le criteére d“Atiyah donne dans ce cas (vair

[121>:

+[n/2)+1
SI (1 + [n/ZJ)(n ) 2 0 (mod 2™n-2¢n/2+Dy
n/2)

L"(2™ ne s immerge pas dans R ™12

Pour les wvaleurs de m » [n/21+(log;n]l, notre critédre
constitue une amélloration sensible de ce résultat. En

particulier lorsque n = 2° + 1,0n obtient d“aprds (12)]

L"(2™ ‘ne s immerge pas dans R > (n » 9
alors que nous obtenons

L"¢2™ ne s”immerge pas dans R ‘™"

Signalons é&galement qu’en utilisant la classe d“Euler du

fibré normal associé 4 1”immersion de C P" dans R *"2¢®

. on
retrouve le résultat de [17). résultal que nous étendons aux
espaces lenticulalres L"2" pour m  assez grand
(m >n + [lognd>.

Décrivons maintenant en quelques meots la démarche suivie.
Rappelons d“abord que tout élément x de RB(X) est représenté
par une application f: X — BSO(@Zn), 00 2n > dimX.Cettle
application se reléve dans 17espace BU(m slI x provient
d“une classe stable complexe. et dans BSO(k) si dgix) < K.
Ici BSOK) et BU(n) désignent respectivement les espaces
classifiants des groupes de Lie SOk et SUn).

Notons B(n.k) 1“espace pull-back du diagramme

BSO (k>
l
BU(n) — BSO(2m



od toutes les fléches sont canoniques. Sous les hypothdses
faites plus haut., 17applicstion f se reldve donc dans

1 “espace B(n.k) et 17on obtient le diagremme commutstif:

Bl(n, k> — BSO U

/ i i
.f‘
X - BU(n) -~ BSO(2n)

Dans une théorie cohomologique quelconque. ce diagramme
Induit encore un diagramme commutatif. ot &1 les images des
générateurs de BU(n) satisfont des relations particulidres
dans B(n.k), ces relations sont encore valables dans X st
fournissent des obstructions é&ventuelles au reldvement de
1l “application classifiante f. Il est donc naturel dens ce
contexte d“dtudier les espaces B(n.k)? dans certaines
théories cohomologiques. Ainsi dans ce travail nous
donnerons ~une description explicite des anneaux
H*(B(n, k) :Z) et KUB(n.k)) (chapttres 1 et 2
respectivement) sous forme de deux théordmes analogues
(Théordmes 1.1 et 2.1). dont nous citons ici les é&noncés

pour k = 2).

Pour tout n » 1. et pour tout 1 € jJ € n-1, la cohomologie
entidre de | “espace B(n.2)> est sans torsion et on a

1 “Isomorphisme de groupes abéliens:

H'BM.2»:Z> FZ [cy.....c;) ® Aayubgy.....bpy)

De plus. on a les relations c, = 2b, pour tout jJ+*1 < s € n-1

Pour tout n > 1, et pour tout 1 < j < n-1. la K-théorie
complexe de 1“espace B(n.2)> est sans torsion. et on a

1 “isomorphisme de groupes abéliens:
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n

KU(B(nch)) Z[[‘l-.-.l xJ]]g A(GJ'BJ'PI""'BD-I)
De plus. on a les relations

ni n—r-1 n-8
2 e =2 B pour tout J+1 < s € n-1 (1

r=8

Ici les éléments ¢, désignent les images des classes de
Chern universelles. et les éléments y, sont les images des
classes caractéristiques universelles mentionnées plus haut.
Les éléments a,. b, a, et B, sont des générateurs que nous

définirons par la suite. Signalons encore que la notation

A Cxq, ... 0%, empruntée a (7] désigne le groupe abélien
libre de type fini. engendré par les produits x4 ...X, avec
Sy < 82< ...< Sp.

En cohomologie entidre la démonstration se falt par une
double induction sur k et n. en utilisant la suite de Gysin

de la fibration en sphére:
g1 ~ B(n.k-1D — B(n. K

Le résultat obtenu en KU-theorie découle. d“une part des
connalssances acquises en cohomologle entiére. et d autre
part de la généralisation des techniques de [5]1 a des
CH-complexes infinis. 0On observera que les généraleurs
a, ot B, en KU-théorie peuvent 8&tre définis de deux
maniéres différentes: tout d“abord en utilisant les
Isomorphismes de Thom et de Bott (2.2), puis 3 1l7aide dss
représentalions spinorielles 43, et 43, (2.5 .

Le critére énoncé plus haut est un corollaire immédiat du
théoréme 2. Plus précisément la relation (1) correspond a
1 obstruction cherchée au reldvement de 1 “application
classifiante . Ce résultat figure dans le chapitre 3 que
nous complétons avec des appllications au probléme des

Immersions des espaces L P" et L"(2™.



Notons ici que lorsque n = @ ., les espaces B(n,k) ont dé;a
fait 17obget d“études. Ainsi dans [18]. Stong a montré que
la cohomologie entiére de B(e ,k) ast sans torsion, at

Baker a déterminég dang [6] 1-anneau H'(B(w .K):Z ).

J aimerais exprimer ici toute ma reconnaissance 3 Monsieur
U. Suter. directeur de thése. dont les conseils et
encouragements n“ont jamais fait défaut tout au long de ce
travail. et lui dire tout le plaisir que j"ai éprouvé 3
travailler avec lui.

Ma gratitude s adresse également a Messieurs F. Sigrist et
B. Steer qui ont bien voulu 8tre membres du jury et me faire
part de leurs précleuses remarques.

J aimerais encore remaercier tout particuliérement Monsieur
D. Lines pour les conversations stimulantes que nous avons
échangées au cours de 1°“élaboration de ce travail.

Je tient aussi 8 remercier ici Messieurs J. Rattcliff et O.
Besson qui ont congu le programme me permettant de rédiger
ce trsvail sous sa forme sctuells.

Enfin ma reconnalssance va a8 1 Université de Neuch8tel et au
Fonds National de la Recherche Scientifique dont le soutien

financier m~“a permis de terminer cette recherche.



L. COHOMOLOGIE ENTIERE DE B(n.k)

1.1. Définitions et rappels

1.1.1. Soit B(n,k> 1“espace pull-back du diagramme

BSO (k)
i
BU (r) - BSO (2rm

od BU(n) et BSO(i) désignent les espsces classifiants des
groupes de Lie U(n) el SO(I> et les fléches sont induites
par les inclusions de groupes canoniques. De manidre

analoguas. soit BS(n,k) 1“espace pull-back du diagramme

BSO (k)
l
BSU(ro - BSO (2r)

od BSU(n) désigne | espace classifiant du groupe de Lie
sUm.

Qans ce chapitre nous allons calculer la cohomologie entiére
de ces deux espaces. Signalons toutefols que 1a cohomologie

de BS(n.k) se dédul£ sans autre de la cohomologie de B(n., k).



Remarque: L “espace B(n.k) peut &ire é&galement vu comme le

pull-back du diagramme

BSO ¢k
l
Bd(n,.k+1) - BSO (k+1>

ce qui permet une définition Inductive des B(n.k).

1.1.2. Nous allons rappeler Ici quelques falts concernant la
cohomologle entidre des espaces classifiants BU() et
BSO(n) . Pour plus de détails. nous renvoyons le lecteur 2
(73 ou [14).

L “anneau H'(BU(NY;Z ) est isomorphe 3 | anneau de polyndmes
Z [cyh....cql ol c. st le r-idme <classe de Chern
universelle. L appllcation g.induite par 1“inclusion des
groupes canonique Ud(r) < U(n) est un isomorphisme en

cohomoclogie pour les degrés <€ 2r.

Dans H¥ (BSO(2r):Z>. 11 existe un é&lément libre noté e,
dont la réduction modulo 2 n”est autre que la classe de
Stiefel-Whitney mod 2, wa. On appelle e. la classe
d“Euler-Poincaré universelle. Relevons que 1 homomorph!sme
indult per 1| gpplication canonique S —~ BSO(2r). envole e,

sur 2 dans H¥ (¥ :Z2) = Z.

Considérons r,: BU(p» —BS0(2) 1 applicattion indulte par
1“inclusion de groupes cenonique U() < SO@p.
En cohomologle entidre cette application envole e, sur la

classe de Chern universelle c,.



Soit s: BSO(2)) — BU@2Y 1 gpplication induite par
l1“Inclusion canonlque S0(2y» ¢ U@p. En cohomologis
entiére. on appelle r-iéme classe de Pontrjagin universelle

1°é1ément
Pr = (1D 8'(cye) € H¥ (BSOQ2)):Z )
Par allleurs. on a les relations:

2 _
e; = Py

minin,2r)
o = c2 + (-7 2 uqtu -D¥Caraecr = 100000

1.1.3. 0sns ce qui suit nous rsppellerons quelques notions
rettachées 3 la sulite spectrasle de Serre sinsi que quelques
rédsultats provenant d“aspplications directes de cette suite
spectrale.

Solt un espace fibré

od B est un CW-complexe connexe.

Soit B = #c B'c...c B c...cB la filtratien par les
p-squelettes B de B.
Les espaces X, = 171 (BD (p » 0) fournissent une filiration

Xo = FeXye...eX,e...c X de 17espace total X.

Supposons encore B 1-connexe. F connexe el soit R un anneau
principal. Il existe alors une suite spectrale de R-algdbres

bigraduées telle gue
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ERY = HP(B:HI(F:R)) et EB'? = GP(HP (X:R))

o0 GPCHPM (X:R)) est le p-idme terme de 1-anneau gredud

associé a4 la filtration suivante de HP9 (X;R):
HP* T (X:R) = ker)ly » ker)y» ... 2kerjy > ... > O

On note ici Jp 17inclusion X, ¢ X,

Cette suite spectrale est appelée suite spectrale de
Leray-Serre de la fibration F L X < B en cohomologis.

Remarquons que tous les termes non-nuls de la suite
spectrale de Serre se trouvent dans le premier quadrant.

On obtient ainsi, d“une part une suite d7injections
EZY ¢ ... c EX c EXY= HUGFIR

o) on peut tdentifier EJ® 3 i*(HY(X:R)) dans HIC(F:R). et

d“autre part. une suite de surjections
H@:R = £8° ~ £§° ~ ... ~ EBC

od on peut identifier E2? 3 =°(HP(B:R)) dans HP(X:R).

Notons encore que la différentielle drg: 525 - E:I{'0

s“appelle la transgression. les éléments de E&] < EI°

étant appelés transgressifs.

Lorsque E%T = EDT

» c’est le cas en-particulier st ls suite
spectrale est triviale., la transgression donne lieu & une
application 1 : H (F:R) — H™ (B:R).

Nous 8llons énoncer ici deux epplications directes de la
suite spectrale de Serre que 1“on peut trouver dans ([16],

p.468) ou dans ([139])., p.360>.
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1.1.3.1. Supposons en plus des hypothdses générales
| I

formulées plus haut sur la fibration F — X - B que B soit

(p-1>-connexe et F soit (g-1)-connexe (p 2 2, q » .

Nous obtenons alors une suite exacte longue en cohomologie

0—=H!' B:R) ~H' (E:R) —H! (F:R ~. ..
T "t l'
. =HP'2 (FR) = HP'! (B R) —HP'! (ESR) —HPY! (F;R)

1.1.3.2. Considérons la fibration en sphdre S¥ — E — B.
La suite spectrale de Serre de cette fibration donne lieu 3
une suite exacte de H'(B:R)-modules

\'B=dm

¢ !
- H'E:R) — H™™®B:R) H™*' B:R) — H™ E:R —. ..

od 1761ément e, qui désigne la classe d“Euler de la

fibration, est 17image par la +transgression dw; d7un
générateur approprié de H*(S*;R) = R. .

Précisons que cette suite exacte. appelée suite de Gysin

peut s“obtenir sans faire appel 4 la suite spectrale de

Leray-Serre (voir pour cela [14]1. p.143).

1.1.3.3. Le résultat suivant est une application immédiate

de la suite de Gysin.

PROPOSITION: Soit S - E ~ B une fibration en sphére. avec

B connexe. dont la classe d“Euler e est nulle et soit
a e HE, un d&lément qui a pour Image ie générateur 1
de H'B) =2Z sous l “application ¢ de la suite de Gysin.

Alors, H'(E) est un H'B)-module libre 3 2 générateurs 1 et

a.

H'E) T H'B) & avH B
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1.2, Structure additive de H'(Btn.k):Z)

1.2.1. Prélimlnaires

Considérons le diagramme commutatif de fibrations sulvant:

Van.2n-2; = Van.2n-2,
' |9
f
B(n.2) = BSO (2
Pl I
BU (n) = BSO (2n)

o0 Vzn,2n-2, désigne la variété de Stiefel S0(2n)/S0(23 .

Soit u, le générateur de H® (Vanon2,:Z) =2 caractérisé

par J°(ep = -2u,, o0 e, est la classe d“Euler universelle
(voir 1.1.2> et soit h : BU(P — B(n.2p 17application

déterminée par les projections canoniques

ay' BU() — BUM et r,: BUCY — BSO(2).

Lemme 1.l. Le groupe abélien H¥ (B(n.2):Z) est libre et

contient un générateur a; caractérisé par:
3, e = p'lcy - 2a,

De plus on a 1"(ap =u, et h'(ap =10

Preuve Considérons le diagramme commutatif sulvant:

H% (BSO(2p :Z )

»
f‘:"/ \
» "

0 = HYBUMMZ) = HY BMN.2D:Z) = H¥ (WanangyiZ) —~ O

SN, L

H¥ (BU( ) ;Z )

D°aprés 1.1.3.1, la sutte horizontele est exacte pulsque


V2n.2n.2j
V2n.2n.2j
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Von.on2; eS8t (2)-1)-connexe et BU(h) est l-connexe et n”a pas
de cohomologie en degrds impairs.

Comme nous 1“avons dIit sous 1.1.2, gjest un [somorphisme.
11 existe donc un unique élément a, dans H¥ B(n.2p:Z)

tel que
i*Cap = u; et h'(ay =0

La sulte exacte ci-dessus est scindée. elle nous fournit

ainsl une décomposition en somme directe
HY BM.2p:2) = imp® @ Za, S HYNBUMMZ) ® Z 3,

Rappelons encore que h's f3, = rjenvoie e, sur c, (voir
1.1.2) et par conséqguent fEJ(eJ) = p'(cJ) + ma,.
Comme 1°¢(f3,¢e) = J*(e) = -2u, on en dédult que m = -2 ce

qui achéve la démonstration du lemme.

1.2.2. Résultat _principal

Considérons le diagramme commutatif suivant:

l !
B(n.kd - BSO (k)

il |

- f
B(n.k+1) - BSO (k+1)
l l
l l
flrn‘
BU(h-1> = B(n.2n-1) —= BSO (2n-1>
p!n-q l ‘ 1

BUCY = B(n.2m  —~  BSO(2m
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Nous avons remargué plus haut que tous les carrés composant
ce dlagramme é&taient commutatifs avec la propriété de
pull-back. En fait chacun de ces carrés décrit un morphisme

de fibrations:

Sk = Sk
| l
fx
B(n.kY? =~ BSOk

Pe | |

rK+1

Bl(n.k+1> — BSO(k+1>

Définissons encore quelgues éléments de H' (B(n.k):Z ).
Tout d-abord posons b, = ph,q (@) od a, « H® (B(n,2):Z)

est 176lément libre défini dans le lemme précédent. On
notera encore b, 17image par Pk © Pest® . ..o P21 de ay.

c “est-d-dire
by = Pko Pks1® - ... opyi @y € H¥ B(.K:Z). k € 25-1.

Pour k € 2n-1 et 1| <r < n-1,1"image de la r-idme classe
de Chern c¢. dans H¥ (B(n.k);Z )., sous 17application

] L ]
Pk © ... ©Part sera encore notée c..

THEQREME 1.1. Pour tout n. et pour tout 1 € k < 2n-1, Ia
cohomologie entidre de B(n.k) est sans torsion. et on a les

| somorphismes de groupes abéliens:

H' B(n.23+1):Z)> 2Z [c4.....c)® Albyuy.... b)) (B

R'B(Mn.2»:Z) FZ lcy.....c))® Aabpye....bay) (B
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De plus on 8 les relations c. = 2b, pour r = J+l.....n-1
On observera en perticuller que la cohomologie des especes
Bin.k) est nulle dans les degrés impairs.

(#) On écrit A(xy.x,....% pour le groupe abélien libre

engendré par les éléments:
Xk, * Xig - - « Xk, aVEC Ky <k, < ....< kg

Preuve La démonstration se fait par Induction descendante
sur K. en remarquant d“abord que la situation est triviale
pour k = 2n-1., pulsqus B(n,2n-1> = BUh-1).

Supposons le résultat ‘uérifié pour r< k< 2n-1 et

considérons la suite de Gysin de la fibration en sphére:
1
§™ = B(n.r-1) ¥ B(n.r (1)

Deux situations peuvent se présenter

1> r est impair

Dans ce cas la classe d’Euler de la fibralion en sphére (1)

est nulle et 1 homomorphisme
®: KR (B(M.2n:Z)> — HB(",2)+1:Z)
est surjectif. Rappelons également que

HY Bn.2:Z) = imp" & Za,
(voir démonstration du lemme 1.1) et signalons que

imp* < imp3, = ker ¢

Il est alors éuident que 176lément a, est envoyé par ¢

sur un générateur de HoB(nh.2)+1):Z) =Z et que. si on se
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réfare 4 1.1.3.3, on peut décrire H'B(n,2P:Z > comme le
H*(B(n.2)+1>:Z ) -module

H'(B(n,2)+1):Z)> & a,wH'(B(n,2)+1>:Z)
d“oqQ 1 “Isomorphisme cherché.

2) r est pair

Cons(dérons le morphisme de groupes abéliens

wn: Z [Clo...th_tch—zaJ] ® A(aJobJ+1|---lbn_l> - H‘(B<n|2J> :Z)
X@g - Xvy
Nous montrerons un peu plus loin, que ¥n st un

| somorphisme.

Par le lemme 1.1, la classe d“Euler de la fibration en

sphére (1) est égale a4 c)-2s, et. avec l7identification de

H'®(.2p:Z) faite ci-dessus., on vérifie facilement que la
multiplication par la classe d“Euler est injective. Par

consdquent ¢ =0 st on obtient 1 isomorphisme de groupes

abgl lens:
H'Bn,23-1>:Z) = KH'Bn.2):Z )/ (c,-2ap

Notre Identification de H'(B(n.2)0:Z) permet ensuite de
conclure & 1 “Isomorphisme cherché,

Enfin, les relations c- = 2b, sont satisfasites pour
Jt1 € r <€ n-1 par hypothése d“induction et c, = 2b,
pulsque p3,1 (c,-2ap = 0.

Pour vérifier que ¢, est un isomarphisme. on procéds par
(nduction sur n, en commencant par n = ) + 1.

Dans ce premier cas, 11 suffit d“observer qu’on a le

relstion a’ = s,c, dans H'(B(J+1.2:Z> pour vérifier la
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sur jectivité de ¥ 1 L injectivité découle alors de
1“existence d“ume bt jection entre les bases de ces deux

Z -modules.

Supposons maintenant le résultat vérifié pour n-1. st

considérons d“une part. 1 application
h: B(h-1.2 — B(n.2)

que 17on obtient par propriété de 1°espace pull-back
B(n.2))., et d autre part. les Z -modules

n =Z [CIr...ch] @ A(aJJbJ+1|..-rbn_2)

B =z [C]-...:CJ—zaJ] @ A(aJJbJ-p]r.--an..Z)
Par définition de h', on a la courte suite exacte

sl
N>

&

kerh® = H'(B(R.2p:Z) = H @(n-1.2:Z )

o0 kerh® = Awbag. On a également un Isomorphisme de

Z -modules
H' B<n.2P:Z) A & Aubpg

Désignons par (xgdq»1 la base canonique du Z -module R,
(Xqv Ba-12g51 est alors une basse de Rwb,., et considérons

le diagramme commutatif suivant:

B
¥n !y \!‘n.t
W

H' Bn.2:Z) -~ H'B(-1.20:Z)

(La commutativité découle du fait que h' est un morphisme

d “anneaux)
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Par hypothése d”induction., ¥,; est un isomorphisme, Il est
alors évident que y,IB est injectif et que B possdde une

base (yYg)q»>1 telle que
¥nlyy = Xq * Zqv bng pour g > 1. avec z, ¢ A

On remarquera encore que b2.1 est nul dans H' (B(n.2D:Z ).
ce qui a pour consdquence que ¢ | Bwb,; est injectif at que
¥n(Bwbp.y? = Awbnag.

On peut alors conclure:
¥n: B @ Bwbny — H'(BM.2D:Z)

est un isomorphisme de Z -modules.

COROLIAIRE [.]. La cohomologie entiere du groupe quotient
S0<2n) /U () est décrite par 1 “tsomorphisme de

Z -modules libres:

H'S0@n) U :iZ)> 2 Adby.bae....bny?

ol les b,. i=1.2.....n-1, sont las éléments définis plus haut.

PREUVE Rappelons que S0(1) est le groupe trivial {1} et que
par conséquent. B(n.1) s”identifie au groupe quotient
S02m /U .

Ce résultat figure également dans (13].
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1.3. Stucture multiplicative de H' B(n.K:Z > et carrés de

Steenrod

Pour décrire H'B(n.2)+1>:Z) et H®@M.2p:Z) comme
anneaux. nous devons connattre les produits des éléments

Ciro..:Cybyr ... boy L a,. Remarquons préalablement que
les é&léments c¢y.....c, engendrent 'un sous-anneau de

polyndmes. et que par définition les produits:

brl’bpzno.br\ Q‘t, aJ'bpl'bm...bp_: J+1 <r1<r2<.--<r3<n_1

forment une base de 4(a ;b e...:bny) comme groupe

abélien. alors que les produits:

Prc by b Jtl K <P <L < € -]

»

forment une base de A4 (b, .....byy? comme groupe abélien.
Les seules inconnues de la structure multiplicative sont
donc liges aux carrés des éléments a, et
br. (J*t1l € r £ n-1D |

Or, par construction. bn est 17image de a. par un
homomorphisme d“anneaux. il suffira alors de connaftire la
description des 93 dans le systéme de générateurs choisi de
H' (B(n,2:Z ) pour contrdler la structure multiplicative
des anneaux H'(B(n.k>:Z .

Par ailleurs on peut ramener ce probléme au calcul du carré
de la classe d“Euler. e = c,-2a;, de la fibration en sphére
(1> lorsque r = 2). En effet., le diagramme commutatif

sulvant:
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faj
B(n.2p - BSO<2»
P | |
BU ¢n) - BSO (2n)

ainsi que les remarques faites sous 1.1.2 fournissent

1 identits.

min2y.n=-13
o = c2 + (-7 4 ;:l (-D" beCo,r
rs

2 _ 2 2 - 2 .
Or o° = cj - 4cja, + 4], ce qui permet d7expri(mer aj par:

2 m(n2;.n-1) r
aj = ac, + -7 P (-D" brcgyr (2
r=J+
En utilisant la relation (2) et en imitant la démarche de Wu
Wen-Tslin dans [21] nous pouvons décrire les opérations de
Steenrod pour la réduction mod 2 des éléments a; de

H¥ (B(n.2:Z 72).

PROPOSITION 1.1, Pour tout n > 1.tout 1 € J € n-1at tout

0 <k < J: ona la relation

Sq% (ap = & "") )
9 a‘]) - m%k-ryl-n)(k-r bk*H Cr ¥ aJCk @

dans H'(B(n.2)p :Z /2)

Preyve: On procéde par Induction sur n. en constatant que la
situation est triviale pour n=1. Supposons le résultat vrai
pour n > 1 quelconque. on remarquera immédiatement que

lorsque k+j < n, Sqm‘(qp satisfait la relation (3) puisque

HIB(n+1,2):Z) = HIB(n.2):Z) pour q < 2n.
Supposons donc k+3) » n. et consldérons le dlagramme suivant.

ol toutes les fléches sont obtenues de manlére csnonlique:
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B<(n.23)xC P° ~ BSO(2) xC P*
|
| B(n+1,23+2) —  BSO(2j+2) (4
1 [
BUGIXC P* = BUMH+D =  BSO(2n+2)

On observera en particulier que le carré

B(n.2p%xC P* ~  BSO(2)+2)
. |
BUN+1) —  BSO(2n+2)

est commutatif & homotopie prés., et quitte 38 remplacer la

fléche
B(n.2pxC P® —~ BSO(2)+2)

par une application homotope. on peut méme supposer que ce

carré est commutatif puisque 1 application
BSO0(23+2) — BSO(2n+2)
est une fibration. Rinsi ii existe une application
f: Bn.2pxCL P® — B(n+t1,23+2)

qut fait commuter le diagramme (4> & homotoplie prés.

Observons qu”en cohomologie entidre f envoie les éléments

Ci+ C20--.1 Cyo Cpi+ 81+ bp2e....by de H'B(n+1,25+2):2)
respectivement sur les éléments

cytz., Catcyz...., Cytcyyz. 2bjy +C,z, 5J+1+an. bptbjmz.....
ba-1 +bn22. bpg 2z

de H'(B(n.2pxC P* :Z) £ H'Bh.2:Z)YBH'(C P :Z).
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od z est le générateur canonique de H*(C P* ;Z).
Considérons d autre part le sous-groupe
A=2Z/20cy.....c)®Z /2 a;u®Z /2b;®...8Z /2 by

de H'(B(n+1,2)+2>:Z /2> et notons que la restriction de f* 3
R en cohomologie mod 2 est injective.
Remarquons encore que pour J>1 et Kk < j) on a par

hypothése d induction

2 = o
Sq (aJ) = = AN (k-r) qu-k_r\Cr + aJCk + bn p(01| ""C\]"‘k—ﬂ)

od pey,...Cyun) & Z /20cy.....CHhyl.
Par conséquent SqZk(aJ) est un 6lément de A« H'(B(n+1.2:Z /2.

et on peut calculer son image bar £
' (Sq* (ap) = Sg¥ (f'(a))

= 6q% (b, + a,412) = $g* by + Sq* (a,y>z + Sq°* P (a ) 2?

L ( J-r ) b= J-1-r
= D yerCr + 2; ( ) b, CnZ + B8,.yCZ +
r=J+§1_n K-r J¥K-r ~r r=gn Kert J-14K-p Y 1 Ck

= It 2 2
b jrk-2-r CrZ" + 8;1Cx1 2

remax (0, J+K=1-r) \ K-1-r

K (J—f‘ ) b K= J-r b -1 Jr=1 b
= c, + ( ) -1+k-r Cp2Z + ; ( ) CrZ
r=y%!-n k-r gk =r r=;§n K-r J14kr =r e pK-n A K=r-1 F1#ker =r

k-2 ( J-1-r
ramax (0, JHk-1-n)

-+Cpr + Crz + 2: ( ) jker Cr-1 Z
r=‘rgl-n Kt Jrker o = JHK-n K-r J-isk-e =r r= it -n \ k-r el

2

K-1-r

)|

x
-

+ a,1Ck2 ¢

4-rCr1 2 a Cx1 2
e JH-1-r Y-} J-1 “k-1

K-r

x

1. tk-r)
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k-1 Jr
- 2
- = §+l—n (k_r)(b_)ﬂt-r cr t .bJ-]'H(-P CpZ + bJ+k-r' Crq2 + b,]-rk-l-r Cra 2 ) + b_)ck

n—k 2 n-k 2
*\, , PrngCyknZ + byck1Z + 8, 1CkZ + 9, 1Ckq2° ¢ - ba-1C pek-1-n 2

K- »r
- r=y);§1-n (k-.-) Bymr + Dpire2) (Cr + Cry2) + by + 8,12 (Ck + Cy 2)

n-k
+ (n 3 bn-I Z (Ck+J-n + Ck+J—1-—n 2)

si k+j > n

On obtient alors lorsque k+j > n

PSq%* a) = £'C 5 H) B jer Cr + 8,0k +(H) BnCke yn)
J r~=_y§l-n k-r e e J n-) n 0

k-1 Jr '
f‘. (P=J§-n ( k-r) b'ﬁ“-r Cr * 8,00
.Remarquons que le calcul reste valable pour k+) = n. On peut
alors conclure par injectivité de ' sur A. Il reste deux

situations 4 examiner. d“une part lorsque j=1. les seules

opérations de Steenrod non nulles

Sq%(ap) = a; et Sq¢ay) = af = a;c; + by

satisfont la relatlion indiqude, et d“autre part lorsque k=),
on @ par définition des opérations de Steenrod et d“aprés
(D

>

! 1
2) N -
5q™ (e =38, = a5, * r‘=?y-n bajrcr = r~=;: (J_P) bajrCr + 8)C)

La relation (3) est alors &galement satisfaite.
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1.4. Cohomologie entidre de BS(n.k)

Rappelons que BS(n.k) est 1 espace pull-back du diagramme

Bin.k?

| P

BSU{(nY -~ BU (Y
alnsi{ la fibration en cercle
st - BSUM —~ BUM
induit une fibration an cercle sur B(n.k):
g q
S - BS(h.kb — Bn.k)

Considérons la suite exacte de OGysin associée a ceite
derniére fibration:

h L]

~H™2 B(n.K)) — H B.K)) = H (BSn.K))
h
~ H™' B(N.KY - Y @B k) -

o) h désigne la multiplication par p'(cy) élément que nous
avons noté par abus c; dans H'(B(n.K)). Avec les résultats
énoncés sous 1.2.2. on peut affirmer que h est Injective et
par conséquent que q' est surjective pour k 3 2. Ainsl on

obtlent les isomorphismes de groupes abéliens:

H'BS(n.2p:Z2) £Z [car....c)® Aaybpyg,....bay) pour J 3 2
H'(BS(n.2)+1>:Z) £Z [cpr....c. 1@ Ay ..., bayd pour J 3> 1

H*BS(h.2):Z) £ ACag.by,....bny)
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Remsrque: Lorsque k=1, la situation est besucoup plus

complexe pulsque 1 “application

h: H'GB;n.1) - K BN, 1) x = 2byx

n“est plus Injective.

Toutefols st 1 7on considére les limites Inductives
Blw .1) = 1lim B(n. 1D et BS( .1) = 1imBS(n.1). la sulte
— —

de Gysin de la fibrstion an cercle:
) q
S = BS(w ,1) = B(= .1

fournit les sultes exactes courtes pour r » 2

- 20 q
0 - H2@B@ .13)) - H@B( ,1))= H' @S .1)) -0

On observera en effet que B(e .1) s”identifie su quotient

SO/U oQ SO = lim SO0(2n) et U = llm Un). et on rappellera

—

que
H*¢S0/U:Z ) £ Z [by.bg,....borey+...]. (voir (10]. p.28).
On obtient ainsi 1 iIsomorphisme

H'@B ,1):Z) = H'(S0/SU;Z ) £ Z (by.bg.....Baeeys...17/(2by)
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2. K-THEORIE COMPLEXE DES ESPACES B(n.K)

2.]1. Préliminaires

Les résultats classiques de KU-théorie qul sont en général
formulés pour des CW-complexes finis. peuvent s appliquer 2
certains CH-complexes infinis. et en particulier aux espaces
B(n.k) qul nous occupent Ici.

Soit X un CW-complexe dont tous les n-squelettes X" sont
finls, et dont la cohomologle entlédre est sans torsion.

L “anneau KU'(X) est filtré par les Idéaux
Ka(X) = kerKU' OO — KU'X™')  n >0

On pose lcl X' = ¢..

D7aprds ([9]. p.524) et pulsque X est sans torsion. cette
flltration est compléte (i.e. n;} KnoO) = O et
1 “"homomorphisme canonique

KU'X) = 1im KU (X
_

est un I1somorphisme.

-En perticuller dens la sulte spectrale de Atiyah-Hirzebruch
de X. le terme E, est l’anneau- gradué associé a la
filtration par les Kp(X). Comme X n’a pas de torsion en

cohomologle entlidre., on 8 E. = E; . c’est-a-dire
BaCKU* (X)) = K (X) /Khay (X = H'(X:Z)
Alnsi KU'(X) est sans torsion comme groupe abélien.
Soit maintenant Y un CW-complexe fini sans torsion. d“aprés

- (61, 2.5 p.19). si 8;.8.....9; est une base homogéne du

groupe abélien H'(YiZ) et si xj3.%2.....Xq sont des éléments
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de KU'CY) tels que
ch(xy) = ax + Lermes de degré supérisur

les 616ments xq.x3.....xq forment alars une base de KU'(Y) ,

¢ “est-a-dire
. q
KU'CY) = @ Z x
k=1

On peut é&tendre ce résultet 4 des CW-complexes X sans
torsion en cohomologie entidre. dont tous les squelettes
sont finis.

En effel. supposons. en remplagsnt &ventuellement X par un

CW-complexe homotope que
CHP(X:Z)  siop &n
HP(X™Z ) £
0 si p>n
On peut alors ordonner la base 8;.8z.....8c ... de H'(X:Z)
comme groupe ebélien libre en sorte que pour tout n. les q,

premlers &léments forment une base de H'(X";Z ).

Solent Xy.%p.....%. ... Llels que

ch(xy) = ax + termes de degré supérisur
Avec ce qui précéde on obtient les isomorphismes

KU* (XM = ir Z xy

Remarquons que les  homomorphismes KU' ¢X™ — KU x™
correspondeni. sous cette identificstion eux progections

canon | ques
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W Yuee

Jzn- Jzx

et par consdquent

%,
* — -
Koo = Lim T Zx = T Zx

Soit X comme précédemment. et considérons sur X un fibré
vectoriel réel orientable £ de dimension k. Ce fibré
vactoriel admet ume classe de Thom T en cohomologie entiére

et on a un isomorphisme
[ ] ”.
H'(X:Z)> — H'(TCEI:Z)O x = Tux

od T[E] désigne le complexe de Thom associé & €.

Remerquons que TC&Jest un CH-complexe dont tous les
squelettes sont finis. Plus précisément, son (n+k)-squelette
s”identifie au complexe de Thom de §jx. Dans la suite on
nolera €, le fibré &je.

Il est d-autre part évident que le complexe de Thom TLE]
n“a pas de torsion en cohomologie entiére et qu’sinsi ss
suite spectrale d “At 1yah-Hirzebruch est triviale.

On a en particulier un isomorphisme
H'CTLEDZ ) 2 KRCTLED) /Kpay (TLED

Soit U un élément de KU'(TLED reprééentant T saus cetle

identification et considérons 1 “application
KU QO ~ KU*CTLED x ~ Uex

La naturalité de cette application nous permet d“établir le

diagramme commutatif suivant:
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KU® OO —~ r?ﬁ'(T[EJ)
1 1

KU'OM  ~ KU (TCEND
| |

KU ™) ~ KU (TCEpy D)

od leé flaches verticales sont induites par les inclusions
des squelettes de X et les fléches horizontales
correspondent 3 la multiplication par U et par ses Images
Unr Uny dans KU'(TCELD) . KU'CTLE. ;1) respectivement.

A homotopie préds. on peut supposer comme plus haut que:
HPX™Z ) = P XGZ)Y sip <n

On vérifie alors facilement que U, et U,; sont des classes
de Thom de £, et £,.; respectivement en KU-théorie.
Le diagramme ci-dessus donne lieu 3 un nouveau diagramme

commutatif:

S
KUGO ~ KOCTLED
! N
Lim KUO™ = Lim KOCTLEI™)

od les fléches verticeles sont déa isomorphismes d aprés

((9), p.524) et 1 homomorphisme
Lim KUG™ = Lim KUCTLED™)
est un isomorphisme puisque les flaches
KUCG™ ~ KUCTCEI™) 2 KOC(TLELD x = Upx

sont des isomorphismes pour tout n.

On peut affirmer alors que 1 application
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KU — KUCTLED x -~ Uox

_est un isomorphigme et que le fibré § possdde une clesse de
Thom, U.

Les observations faites i(ci s“appliquent en particulier 2
1 “espace classifiant BU(n). Sa K-théorie complexe peut 8tre

décrite par 1~ Isomorphlisme
KUBU®Y) TZ [[yyr.... ¥a))

o0 les . sont les y-opérations unlverselles définies par

Atiyah. et satisfont les relatlions
ch(yo = c. + termes de degré > 2r
On peut égealement trouver cette description de KU{BU{(n))

dans ([111, p.39D.

3gcript i elqu éments de KUB(n,K))
Considérons le dlagremme commutatif suivent:

T
B{n.K) - BS0kK)

P K ()
BUMY — BSO(2n

On remarquera d“abord que la restriction de 17application
p': KUBUY) —~ KUB(N, k)

au sous-groupe abéllen llbre engendré par y3....¥ny est
injective, pulsque p Induit une ingection en cohomologie

entiére dans les degrés < 2n et que
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ch(y§) = c. + termes de degré > 2r

Dans la suite on notera encore 1. 17Image de cet é&lément
par 1 application p'. pour ! <r <n-1.
Soit maintenant w, le fibré vectoriel réel universel sur

BSO(r) . et posons py = fr(wy . On salt que
Q'Cuan) = we ® 2n-K

o0 2n-k désigne le fibré vectoriel réel trivial de dimension
2n-k.

De plus le fibré induit ralwsy) s”identifie 3 a? . le
fibré vectoriel réel sous-jacent au fibré vectoriel complexe
universel o, sur BUM.

Par commutativité du diagramme (1>. les fibrés
frluw ® 2n-K et p'Cof

sont |somorphes sur B(n.k). cela signifie en particulier que
W induit sur B(n.k) un fibré vectoriel réel stablement
complexe. D7autre part le complexe de Thom Tip'Ca®]
s”identifie ainsl a la (2n-k)-iéme suspension du complexe de
Thon Tip,J.
Avec le théordme 1.1, nous avons vérifié que 1 espace B(n.k)
est un CH-complexe dont tous les squelettes sont finis. sans
torsion en cohomologle entiére. Par ailleurs ls fibré
vectoriel p"(oh est orientable. puisqu”induit par un fibré
vectoriel complexe. Sous ces cdndltlons. et avec Iles
‘observations du paragraphe précédent nous savons qu”il

existe un isomorphisme de Thom pour ce fibré:
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7~

KUB M. k) = KUCTp (ol

Soit k = 23). en composant cet Isomorphisme de Thom avec

1 “isomorphisme de Bott
8™ KUCTIp,,] £ KUCE2™ Tlp, D)
on obilent un isomorphisme de Thom
KUGB(n.2))) ~ KU(TLp,,1) @

pour le fibré pq,.

En effet, soit U une classe de Thom du fibré p'CoM. et

soil Uy € KU(TLpo 1) tel que ™7 Uy s”identifie @ U dans

P?U(Zz‘“'J’T[sz]>. L §lément U; est alors une classe de
Thom en KU-théorie pour le fibré po,.

D“aprés ([8) p.35) et ([1] p.B18)., on obtient respectivement
les deux descriptions suivantes de 1 opération d“Adams ¥?

de U:

¥2)

-1 M=
u.-"z_; 27T g = 87 (Uge s 27 ¢
| g

r=

X))

w2C8™ W) = 879 (2™ 2

On en déduit alors immédiatement la relation:
2™ wZ(Ul_) = U,uni; 2™ g = 2™ U,ui; AN PR U,ursj A 8

re )+l

qui décrit implicitement P2y .
Considérons malntenant 1 7él1ément a, de KU®BM.23),

correspondant  sous 1 “isomorphlsme de Thom (2) a
2 | t S
- (Ul) - Ulv 2J-P- Ir © KU(T[DzJ])
r

ol A% désigne 1la 2-idme puissance extérisure en

KU-thé&orie.
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Notons alors €, la classe d“Euler associée 4
Uy (i.e. U= Uve ). et par analogie avec les notations

adoptées au chapitre 1. posons

On notera encore B, 1%image de 1°6lément a, par les

homomorphismes
Pk © Ph © ... o Phyy
pour k € 2)-1.c’est-a-dire
B, = DKS Phe1© . .0 p'g_,_v; (ap) e KUB(n.k)) pour 1 € k < 2-1

En utilisant la définition de a; alnsi que la relation

blen connue
Y200 = x% - 20%w

appliquéde 4 la classe de Thom U;, on observe que 1“élément

B, satisfalit la relation suivante dans KU(B(n. k>

1.
298, = 27y @

r=)

On vérifiera par la méme occasion. que la classe d’Euler ¢,

du fibré p, est décrite par
EJ= 'J+ BJ+1-2GJ (4)

ol Bm est 17image de @, € KUB(N.2)+2)> par

1“applicalion canonique.
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.3._Strycture additive de KU (n.k))

Les espsces B(n.k) sont., comme naous 17avons déja dit. des
CW-complexes dont tous les squelettes sont finis et dont la
cohomologle entiére est sens torsion. De plus le théoréme
1.1 nous fournit explicitement une base homogéne de
H'B(n.K):Z) comme groupe abélien. On pourra décrire la
structure additive de KUB(n.k)). si 17on y trouve des
éléments assoclés a4 cette base par le caractére de Chern.
alnsl que nous 1“avons wu sous 2.1. Pour cela nous sllons
donner une description du caractére de Chern des éléments
défints sous 2.2.

Appliquons d”“abord le caractédre de Chern 2 1la reletion (3).

On constate alors que

chq(Bs) =0 pour 0 < q < 2r-1
et que '
2" chye (B = 2™ ¢

00 chq(B.) désigne la composante de ch(B8. en degré q.

En se référant au théoréme 1.1. on peut remplacer c. par

2n-r

2b, et dlviser par dans lé seconds identité. Par

canséquent

ch(B. = b. + termes de degré > 2r

et B. a filtration exacte 2r. pour j*1 < r < n-1 o0 J = (k/2].

Soit meintenant £, la classe d'tuler du fibré p, en

KU-théorie. D apréds ([8] p.32)., on salt que

ch(e)) = c, - 2a; + termes de degré > 2
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o0 c; - 2a, est la classe d“Euler de p,; en cohomologie
entidre (voir 1,2),
En appliquant le ceractére de Chern 3 la reletion (4., 1t}

apparaftt d“autre part que

ch(gp + 2ch(ap = c; + termes de degré > 2)
et 17on en déduit 1 i1dentité

ch(a,) = a; + termes de degré > 2

Nous pouvons maintenant énoncer le résulat principal de ce

chapitre.

THEQREME 2.1. Pour tout n » let pour tout 1 € k € 2n-1, le
K-théorle complexe des especes B(n.k) esl sens Lorsion. et

on a les isomorphismes de groupes abédliens

KUBn.2 ) =7 (Cyge.... r_,]]@ A(GJ.BJ.H....-Bn-I)
KU(B(n|2J+I)) ;z [[‘10..-- rJ]JQ A(Byl#---'ﬂn-l)

De plus, en posent j = [k/2]., on e dens KUMB((n.k)) les

relet ions

2" B, = %2“"" Ir pour s = J+l,...,n-1

r=s

Preuve: Puisque le ceractére de Chern est multiplicetif. on

a. en tenant compte des observations faites plus haut:

chCrit.. ¥)'® a,B8,..8,) =cl'..ci’®ab,..b,,
+ termes de degré supérieur
et
ch(yi'..¥7®B,..8,0=ci'..c®b,..b,
+ termes de degré supérieur

od rg,....ry; 208t J41 € 31 € ... € J, < N-1
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Or
{c;'..c;asanJ,..bJ,. cf'..ceb,..b, |

Pe.o.ofy 200t g1 € 9 € ... € ) €01 }

forme une base homogdne de H'(B(n.2)):Z ) comme groupe
abélien. ce qui nous permet de conclure dans le cas de
B(n,2) . La situstion est analogue pour B(n,23+1).

Dans le cas particulier ou k = 1. B(n,1) s”identifie au

groupe quotient S0(2n)/U(n) et on obtient:

COROLLAIRE 2.1, La K-théorie complexe du groupe gquotient
S0¢2n) /U(n) est décrite par 1 isomorphisme de Z -modules

libres:
KUSO 2 /Um) ¥ AC(By. Bav...t Bay)

od les B,., s = 1.2,....n-1, sont les éléments définis

plus heut.

2.4. K-Théorle complexe des espaces BS(n.k)

Reppelons pour commencer que 1 application canonique
BSUM — BU(W indult en KU-théorie un épimorphisme dont le
noyau est 17idéal de Z [[ry..... ¥al] engendrd par 1 "élément

¥1t ¥a2t. ..t ¥,

En posent
1= nt...+1,
et 1=y pour 2 <r < n.
on peut décrire KUBU(N)) comme 1“annesu des séries formelles

Z [Cyyr...r1ndd,
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et identifier alors KUMBSU(N)) 2
Z ({ys...0¥0)].

On peut également envisager une nouvelle description de

KU@B(n,k)) en effectuant le changement de notations:

1= it T

Ir= ¥ 2€r <n-l

a; = a; (pour k =27

8: = B Jtl.«r €n-1 00 J = [k/2]

Pour k 2 2 ., en procédant comme sous 2.2 et 2.3, on abtient

les isomorphismes de groupses abéliens

KUBM.230) T Z (Lyxf..... ¥01® ACa}, Bhayr...  Bpy)
KUB(n,2)+13> T2 (C¥js.... 1503@ ACBYy ... . Booy)
De plus les relations

2" By = Ei 2"y polur g+l < s < n-1

T

sont satisfaites dans chacun de ces cas.

On remarquera sncore que 1 “application canon!que
BS(n.k) - B(n,k) induit un morphisme en KU-théorie dont le
noyau est 17idéal engendré par yj. Nous pouvons formuler

alors le résultat suivant analogue au théorémé 2.1:

THEORE 2;2;_ Pour tout n» 1 et pour tout 2 < k € 2n-1,

1 “espace BS{(n.k) n“a pas de torsion en KU-théorie. et on e

les isomorphismes de groupes abé&liens:

KUGBS(n,2) ¥Z ({v3.... 15018 ACay Blarovnns Biy)d
KUBS(. 2)+1)> TZ [Ly30.... 1038 ACBhy ... Boy)

[k

De plus on a les reletions

n=-
2™ B. = Eﬁ 2" . pour s = JHl,....n-d

r=g
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2.5, _Représentations spinorielles et gdénérateurs de
KUB (p, 2Kk))

L “aspplication canonlique BU (nm 2-880(2n) factorise par
1 “espace classifiant du groupe Spin°(2n), et 17applicstion
f =AB(n.2k) - BSO (2k) définie dans le chapitre 1
factorise ad homotople préds par 17espace classifiant du
groupe Sp|n°(2k), On obtlent alns! le dlagramme commutatif

a homotople prés:

ot

B(n.2k) = BSpIn®(2K)
i i
BU(MY — BSpIn®(2m

hadl

od les fléches verticalee sont canoniques.

Reppelons d“aulre part que 1le groupe Spin°(2m> est

Isomorphe 4 Spin(2mix z 2,UC) . La projection
Spin(2mdx UC1) — Spin(2mdx z U

Induit un morphisme au niveau des anneaux de représentatlons
RUCSPpIn®(2m)) — RU(SpIN(2m)) ® RUCW 1))

Solt p la représentation définie par 1 7identité de UC1). la

restriction des représentations
45,9 p et A3, ®p

au sous-groupse Z /2 de Spin(2m)x U(C1> est la
représentation triviale., ce sont par conséquent des

représentstions de Spin®(2m} gue 17on notera A% et B.
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Ces deux reprdsentations I(Induisent des éléments de

KU(BSpin®(2m)) que nous noterons encore Z;. et Ka..

Nous allons établir iclt wun llen entre les é&léments
2 ot 13 de KUGBSPIN®(2K)) ot les éléments ay ot By

de KU(B(n,2k>)> définis plus haul.

PROPOSITION 2.1. Dans KUBn.2k)) . on a les identitiés

-
o
R
~
C
§+
~
1

Ezk"'l Ie v ¥k - g t Bun

i

~ P K-
i) The CA2) .-Z; panin S

Preuve Remarquons d“abord que
£l (Ab +A5) = j[ce, 1) = i[ce, 1+ = 22""‘ .

dans KU®BU)). od le fibré universel r%. a pour Image
j: 8, dans KUBT™ . et T"est le tore maximal dans U(n).

En effet. on se rsppellers que

AY + A3, = :[l'ce.!"" + 8.V e p = '_':]']' 912 j[w,. + D®p

od les 8717

sont des représentations irréductibles de
dimension 1 sur le tore maximal de Spin(2n) convenablement

cholsies. et que

-‘f-[ 8:12¢g o
r=

a pour Image dans RU(T™ 1la représentation triviale.

~ ~
Nous savons d“autre part que 17imege de A%, + A3, dans

KUBSpIn®(2k)) est 1-61ément 2""‘(2’2.( + Ay,
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On obtient alors dans KU(B(n.2k>) la relation
2™ Fh (Bt 830 = F 2™ 1.
el par conséquent,
fh (A3 + B30 = r);‘z""‘ ir * Bt
Par ailleurs. le fibré an sphére
&1 - BSpIN°(2k~1) — BSpin°(2k)

a pour classe d’Euler en KU-théorie 1-6lément A% - E%kde
KUBSpIn®(2k)) , et ainsi ;"2,‘('35‘ - ZEuD s”identifie
a la classe d“Euler du fibré en sphére

§%&1 . B(n,2k-1) ~ B(n.2Kk

qui n“est autre que 178lément 1y + Bye - 2axdécrit plus

haut. On obtient alors trivialement les relations cherchées.

Remarque:

Les générsteurs de KU(B(n,2k>> proviennent pour une part de
KUBUM ), ce  sont les imeges  des ¥ -opérsations
universelles et pour une autre part de KU(BSpIn®(2k))., ce
sont les éléments ay et B, (U*l < r < n-1) engendrés par

les Images des représentstions spinoriellas A3 et A3 .
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3 ION TRIQU T : RIET
STABLEMENT COMPLEXES

3.1. Un critére deo non-immersion Qour les var|étés

stablement complexes

Soit X un CHW-complexe fini de dimension < én et soit
X € EB(X) un élément stablement complexe. Cet &lément admet
une application classifiante X — BSO(2n) qui se reldve dans
BU(Y . Notons y 1°61ément de KUGO tel que £o( = x o0
Eo désigne 1 applicetion canonique KUX) — KOX).

SI 1a dimension géométrigque de x est € k on peut également
relever | application classifiante de x dans BSO(k>., et par
sulte dans 1°espace B(n.k). On obtlent alors le dlsgramme

commutat|f:

f,
B(n.K) — BSOW

y | |

9 n
X - BU(n) — BSO@2n)

Nous pouvons alors énoncer le rdsultat sutvant:

THEQOREME 3.1, Soient dimX <2n . x «KOX) stablement
complexe el soit EoCy) = x o0 yeKU. SI  dgx €k

on @ dans KUX) la relation

"ﬂ f-r-1 - -1 Sy =
o 2 1e(y =0 (mod 2 ) o0 g = [k/2]

Preuve Ce résultat découle immédiatemment de 13 relation

» 2™ .= 2™F1 B 4 pour § = [k/21 dans KU (B (n.K))
r=

en lui appliquant F' et en remarquant que 'y = (Y.
q
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Considérons maintenant M. une veriété différentiable rédelle
de dimension m, compacte. connexe et stablement complexe
(l.e. le fibré tangent tde M possdde une structure

complexe stable). L“6lément vg =m - 7 = RB(M) est donc de

-
—_
P

la forme wvg = €p(W. od ye KUM . Dans ce contexte le

résultat précédent devient:

COROLLRIRE 3.1, St M"s immerge dens R " **, on 8 dasns KU

la relation

'52 21y (@ =0 (mod 2™) od 3 = [k/2] et n > m/2
ra e

Preuve On observera que si M"s”immerge dans R »*¥ alors
dgvp € K et sl n > m/2, Mest un CW-complexe fini de

dimension < 2n-1
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ritér e non-immarsion

Le critére obtenu au paragraphe précédent s applique en
particullier 3 deux types de variétés stablement complexes
blen connues. les espaces progectifs complexes et les

espaces lenticulaires L"(2™ .

PROPOSITION 3.1, L~“espace projectif complexe CP" ne
s “Immerge pas dans R *"2°™-1
Ce résultat figure dé)3 dans (15].

R>™*%, ot soit

Preuve: Supposons que CP" s immerge dans
v le fibré vectoriel réel normal de cette immersion.

La classe stable vg de v vérifis 1l identité

vg = ~(n+l) Equ

od u désigne la classe stable du fibré en droite canonique
sur C P",
Le corollaire 3.1 fournit alors immédiatement la relation
n+r
> nro2m )u" =0 (mod 2™y o0 J = [k/2]
r= g+l r

at les congruences

2““'(if) =0 (mod 2™Y) pour J+1l <r < n,

r

pulsque les éléments p" sont libres dans KU P™ pour
O0<r <n.

Lorsque r = n, en particulier., la congruence se traduit par

I

la condition
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aln) 3 n -~

d“od le résultst.
On remerquera d“autre part que les conditions pour

Jtl1 € r € n-1 n“apportent aucune information supplémentaire.

PROPOSITION 3.2. L “espace lenticulsire L"(2™ ne s immerge

pas dens R *2°®  pour m » [n/2]1 + (log.nl.

Preuve: Supposons que L"(2™ s”immerge dans R **!*k gt
solt v le fibré vectoriel normal de cette Immersion.
D“aprds [20), la classe stable vyode ce fibré vérifie
171dent 1té

Vo = =(n+1) €g1t ()

o0 t désigne 1°application canonique L"(2"» - CP".
Remsrquons que d aprés la théorie de Hirsch., 1l existe alors
une Immersion de R P*™!' dans R '™, et que sous cette
condition, on a k >n. (olr (2] Th.12.8, p.7D
Le corollaire 3.1 fournit dans KUWL"(2%) la relation

b «nr2("T)e" = 0 tmod 2

reg*1 r
pour j = [k/2) et o = x'(w).
Rappelons d“autre part que

KU (™) ¥Z [61/Ca™, (o+DZ-1))
(voir {4]) et considérons le projgection canonique

Z (o] — KUL"2")
11 existe dang Z [ o) des polyndmes p(o). q(o) et r(o)
tels que

. ner +! 2.
Mg:i e 2""'(r)o" = 2™Ip(e) + 0™ qlo) + (Co+tDZ-Dr(0)

Remarquons encore que 1“on peut trouver des polyn®mes s(o)
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et t(o) dans Z (o] tels que

(a+1DT-1 = M s(a) + s™ ()
loreque m > N + [logynl.
En effet,
- 2y . z -va )
(o+1D° -1 = p ( G . et( est divisible par 2
= r

r

Ici va(r) désigne la plus grande puissance de 2 divisant r.
et vérifie 17inégalitéd va(r) < [log, (] pour r = 1.2.....n.
Par conséquent. en posant N = [n/2). on a dans Z (o] le
relation
ner
2 1t 2" o" = 27 (pCo) + sCadrio
r=r+ r :
+ o™ (qCo) + tlodr (o))

puisqu’ict n-j) € n-1-In/2]1 < (n/2].

On peut donc conclure comme dans la proposition 3.1.
Remarque: Lorsque m < [n/2)+(log,n). on peut se demander si

notre critére fournit encore dee informstions sur K. Sans
répondre 8 cette question. on peut toutefols signaler que
pour m = 1, ces des espaces projectifs réels. la relation du

corollaire 3.1 est triviels.
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3.3. Classe d7Euler ot immersion des varjétés stablement
complexes

Soit M wune variété différentiable réelle de dimension m
comme sous 3.1, et supposons que M s immerge dans R mt &
Soit v le fibré normal de cette Immersion et soit vy, sa
classe stable. Par hypothdse sur M, il existe un élément
ye KOM tel que vg = Eoly.

Désignons par f: M — BS0(2k) la classifiante de vo et par
g: M — BUn) 1a classifiante de y. pour n > m/2. 11 existe
alors F: M - B(n.2k) telle que le diagramme suivant soit

commutatif:

M f
“‘ \
fan
B(n,2k> - BSO (2k>
g l l
BU () - BSO (Z2n»

Soit E e KUB(M.2k) 1la classe d“Euler du fibré
P = o (W) ol wy désigne comme dans le chepitre 2 le
fibré vectoriel universel sur BSO(2k).

Rappelons que
€ = ¥kt By - 20y (I

et que le dlagramme suivant est commutat!f par naturalité

des opérations d Adams

KU B (n. 2k> -~  KUM

v? | ) "

KU(B(n.2k> - KU
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ce qui nous fournit 1 1dentité
VI e = ' uen @

Dans la sulte nous allons examiner la classe d“Euler f'(e€)
de v et tirer parti de la relation (20> lorsque

M=CP" et M =1L"2Y.

PROPOSITION 3.3. Si CP" s”immerge dens R *2°®™, ;)

existe un entier 3 tel que la série de puissances

r o 2n-a (n)+1 n+i
”n_m)a..t = gp(log(1+t)) /t

saljsfaitl les conditlions

a8 =0 (mod 20 pour n-aln) € r € n-2

I

ar =1 (mod 2) pour r = n-1.n

Ce rdsultet figure dé)a dans [17].

Preuve: Observons d“sbord que

P1CE) = P Caet Bueg =201 = 2 o u"

od les 8. satisfont les conditions

3 =0 (mod 2) pour k € r € n-2

ar 1 (mod 2) pour r = n-1.n

En effet. on a dans KU P™ 1a relstion:

o
2" P (B o) = ; 2"* b, u" =Pi3 -n° 2'”‘(" ) n"
r=K+] +1 -

et par conséquent

be = (~1DF 2“*"(":)
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satisfalt les conditions:
b
b

0 (mod 2) pour k+l < r € n-2

1 (mod 2) pour r = n-1. n

pour K = n-a(n).
On vérifie de méms que

ntk
S ) =0 mod 2 pour k = n-am,

pour autant que a(n) > 1,

Nous pouvons ainsi décrire le premier terme de 1 identité

(2) dans KU P™ par
I () = ; ar " (u+DT (D)
r

Per gilleurs. avec la description de la classe de Thom de

Py donnée sous 2.2. on vérifie facilement que
Flev2ce)) = ;a Wt (3 ok (-M)u" + ﬂ‘ib ph ®
r v .;E J sy
00 Ji;bJuJ = £'(B 1) dans KUCC P™

L-identité (2) se traduit dans KUCC P™ par 1”identité des
polynfmes (3> et (4) jJjusqu“aux termes de degré n. En
identifiant les coefficients des termes de degré < n .on

obtient un systéme de n-k équstions lin&aires homogadnes
r. 1
JZs‘r((z’“"'(J ) 20 (T )5a, = 0 pour ktt <r <n
r~J r-J

que 1°on peut résoudre récursivement., en donnant une valeur
arbitraire 8 a,. Pour chaque choix de sag, on obtient une
solution unique pour les coefficlents By . ... .8,.

Be plus 1 expression donnde sous (4) colncide jusqu’au degré

n aveac
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2 o u” (4 us2)

Par conséquent le polyndme 'ga,.u" sat1sfait 17dquetion

fonctionnelle
£ +2)) = 2% ) A+t/2) ™! ()]

dans 1”annesu des polynBmes tronqués 4 la hauteur n. Les

solutione de cette équation dans Z ([o]] sont de la forme
f (L) = gpllog(1+t)) ™t /i m!
ce qui nous permet de conclure pulsque

Z [((c11/¢a™) =Z (c1/¢a™})

PROPOSITION 3.4, St L"(2™ s~ immerge dans R *™12*® gt
st m>»n+ (log,n]l. il existe un entier 3, tel que la

série de puissances
art” = a,(log(1+t)) Zme @ o

ran-al(m

satisfait les conditions

0 (mod 2) pour n-a(n <r <n-2

a. =
a- =1 (mod 2) pour r = n-1.n
Preuve: Supposons que L"(2"™ s”immerge dans R *'* % guec
K =n-adn), et _considérons 1la progection canonique

Z (o] ~ KUWL"(2™)
SI m » [n/2] + [lognl, f'CE) « KUW™(2™) est représentd

dans Z (o] par un élément de la forme
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avec 3 =0 (mod 2> pour k € r € n-2

a =1 (mod 2) pour r = n-1.n

On. peut donc représenter  ¥i(f'(€)) dens Z [o] par
T g0 (oD (6)
ra> K

avec les conditions cl-dessus pour les coefficlents a,;
L-6lément f'Cw2(£)) est quant 3 lul représenté par
-n-1
J

K n
r K- J J
PE”: 8r O (JZ_:Z ( )o + z+:1bJo ) dang Z (o] N

ol J_E:,lb_,cJ représente ;“(Bkﬂ) dans Z (o).

La relation (2) ains| gue les expressions (6) et (7> nous
permettent d“établir 1 identité suivante dans Z (o]

r r P, ke -n-l) J i By
r);“a,o (o+2)" - r);ka,.o (ng ( , 0 +J=+1bJo) =

pCo) s™ +qo) (Co+1DZ 1) (8)

od p(o) et q(o) sont des éléments de Z [o].

Rappelons que le polynOme o+ 71 peut s“écrire sous la

forme

M (o)+o™ s(a)., dds que m » N + [logn]

avec r(o) et s(o) des dléments de Z [o].

S| nous comparons les coefficlents des termes de degré plus
petit ou égal 4 n dans (B), nous obtenons le systéme
d“équations linéaires modulo 2"

J -n=1
5—:; <2’J"‘( ) - 2~‘*“"( ))aJ =0 (mod 2V, k+#1 < r < n
J= r-J r-J :



51

pour autant que m > N + [log.n].

Consldérons la matrice A de ce systéme. elle a la forme

sulvente:
Okl k  Ok+l K+l O ..., 0
Aue2 k A2 kel De2 ke2 0. I .0

1
avec a,, = 22**(PJ)— 24”“'(4F )= 0 23%") puisque J » k
-3 -3

On peut assocler un homomorphisme de Z —modules>é cette

matrice A

n: Zn—k+i __Zn-k

Désignons par () e=y..... nx 1@ base canonique de Z nk,
on peut montrer par Induction descendante sur r. que pour

chacun des e., |l existe un entier impair N. tel que
2""N. e,

soit dans 1“image de R.
En effet, pour r = n-k. on prend le dernier vecteur colonne

de ls matrice A,
Unkt! = BnnBrk = 2" - ey = Q" -1 ey

et si 1%n pose Nakx = 2"¥-1, on obtient la relation
cherchée. Supposons  alors le résultat  wvrai pour
s+l <r <n-k et désignons par Ve le s+l-ieéme wvecteur

colonne de la malrice A. Dens la relation
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2" NUgst = 2" Nowekes 8 + 2" " Naygst kes Best + ... +
2H-8 Na,, k+s ©Sn-k od N = N.ﬂ N....z . -Nn—k

les vecteurs 2" °Nouwr.e 8- SONt dans 17Image de A pour

s+l € r < n-k puisque

2"**Nay, ke €St divisible par 2M** TN = 2™\,

pour s+i <€ r < n-k
On en déduit elors que le vecteur
2" N ks koe 8 = 2"FIN(2® - 2%) g, = 2"°NQ2**-1) @,

se trouve dans 1”°image de A et en possnt N, = N(2*¥_1) que
le résultat est encore vrai pour r = s.
Posons maintenant N = n, et consldérons x=(X;....:Xnpk? unNe

solution du systdme d“équations
Ax = 0 (mod 2%

I1 existe alors une solution x' = (xj,....Xpk? du systéme

d“équations

Ax = 0 (D

telle que %0 = % (mod 2) pour 1| € r < n-k

En effet solt x une telle solution. il existe un élément y

deZ ", uérifiant 1°identité
Ax = 2y

Avec la remarque précddente et en posant N = NiN2...Nypx. on
peut affirmer que 2™'Ny est 17Imege d“un élément z de

Z ™™ st que

Nx - 2z
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est le cendidet tout désigné pour x'.

Il suffit alors de rappeler que les solutions de (3 sont

les n-k premiers coefflclents du développement en série

ent 1é8re de

ap(log (1+t)) ket sy

pour conclure.
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