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Q. Introduction 

Etant donné X un CW-complexe fini et une classe stable de 

fibres sectoriels réels x « KO(X), on appelle dimension 

géométrique de x, dg(x), le plus petit entier k > 0 tel que 

l'élément x + k de KO(X) soit représenté par un flbré 

vectoriel réel. Ici k désigne la classe du fibre vectoriel 

réel trivial de dimension k. Dans [33. At I yah introduit des 

classes caractérlstlques en K0-théorle. les r-opérâtions 

réelles, à l'aide desquelles il établit le critère suIvanti 

Pour que dg(x)< k. il faut que rr(x) = 0 pour tout I > k. 

c'est-à-dire, si **(*) * 0, on a dg(x) > k 

Le critère d'Atiyah a bien sûr un équivalent en KU-théorle, 

pour 1 es classes stab1es de fi brés vector i e 1 s comp1exes. 

mais on peut également se demander si les r-opérât ions en 

K-théorle complexe ne restreignent pas d'une certaine 

manière la dimension géométrique des classes stables en 

K-théorle réelle. Toutefois, on n'envisagera pas ici toutes 

les classes stables réelles. mais uniquement celles 

provenant de classes stables complexes sous l'application 

canon I que 

£o: KU(X) - KO(X) 

Dans ce travail, nous allons montrer qu'effectivement un tel 

lien existe, c'est- à-dire: 

Soit X un CW-complexe fini de dimension < 2n. et soient 

x * KO(X), y « KU(X) tels que x = £o(y). alors pour que 
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dg(x) < k, il faut que la relation 

£ l 2n_r_l rr<y> = 0 (mod 2
n-J-1 ) où j = Ck/2] 

soit satisfaite dans KU(X) 

Ce résultat fourn11 en part i culler un crltore de 

non-Immerslon pour les variétés différent labiés réelles. 

stablement complexes <i.e. dont la classe stable du fibre 

tangent provient d'une classe stable complexe). 

SoIt Mm une variété différentiable réelle. connexe. 

compacte, de dimension m, stablement complexe, et désignons 

par T0 la classe stable du fibre tangent à M. soit d'autre 

part y « KU(X). tel que T0 = C0^). Sl M s'Immerge dans 

R B+k . on a dans KU(M) la relation suivante: 

E 2^ - 1 ïr(-u) = O (mod 2""J"
1) où n > m/2 et j = Ck/21 

r=j+l 

Nous examinerons en particulier les cas où M = C Pn. 

l'espace project If complexe, et où M = Ln(2w) l'espace 

lenticulaire S2"*1 /Z/r • Dans le premier cas. notre critère 

nous conduit aux résultats bien connus de [153= 

C Pn ne s ' i mmerge pas dans R 4n-2«<n)-l 

Ici a (n) désigne le nombre de 1 dans le développement 

diadique de n. 

Dans le second cas. le critère fournit un résultat analogue 

pour m suffisamment grand. 

Si m > Cn/23 + Clog2n] 

Ln(2") ne s'Immerge pas dans R 4^20*"5 
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Remarquons que le critère d'fit I yah donne dans ce cas Cvo l r 

C123) : 

Sl Cl + Cn/2])(n+Cn/23+1) * 0 (mod 2*
+n-2<Cn/2]tI) ) 

Ln(2B) ne s'Immerge pas dans R 2n+I+2Cn/2] 

Pour les valeurs de m > Cn/2] + Clog2n], notre critère 

constitue une amélioration sensible de ce résultat. En 

particulier lorsque n = 2e + 1. on obtient d'après C12] 

LnC2m) ne s'Immerge pas dans R 3n (n > 9) 

alors que nous obtenons 

Ln(2m) ne s'immerge pas dans R 4<n-1) 

S i gnalons également qu 'en ut, î 1 i sant la classe d'Euler du 

fibre normal associé à l'immersion de C Pn dans R 4n_2a<n> , on 

retrouve le. résultat de [17], résultat que nous étendons aux 

espaces lent IculaI res Ln (2m) pour m assez grand 

(m > n + Clog2n]) . 

Décrivons maintenant en quelques mots la démarche suivie. 

Rappelons d'abord que tout élément x de KO(X) est représenté 

par une application f: X - BS0(2n).où 2n > dlmX. Cette 

appilcat Ion se relève dans l'espace BU(n) si x provient 

d'une classe stable complexe, et dans BSOCk) si dg<x) < k. 

Ici BSO(k) et BU(n) désignent respectivement les espaces 

classifiants des groupes de Lie SOCk) et SU(n) . 

Notons B(n.k) l'espace puli-back du diagramme 

BSO Ck) 

i 

BUCn) - BSO (2n) 
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où toutes les flèches sont canoniques. Sous les hypothèses 

faites plus haut, l'appiicat I on f se relève donc dans 

l'espace B(n,k> et 1 'on obtIent le dIagramme commutâtIf: 

" ** 

y< B<n.k) - BSO(k) 

/y i 

X - BU<n) - BSO (2n) 

Dans une théorie cohomologique quelconque, ce diagramme 

induit encore un diagramme commutât if» et si les images des 

générateurs de BU <n) sat i sfont des relatIons part I cul I ères 

dans B(n.k), ces relations sont encore valables dans X et 

fournissent des obstructions éventuelles au relèvement de 

l'application classlflante f. Il est donc naturel dans ce 

contexte d'étudier les espaces BCn.k) dans certaines 

théories cohomologiques. Ainsi dans ce travail nous 

donnerons une descrlpt i on expli c i te des anneaux 

H* <B <n. k) ;Z ) et KU <B (n, k) ) (chap I très 1 et 2 

respect Ivement) sous forme de deux théorèmes analogues 

(Théorèmes 1.1 et 2.1). dont nous citons ici les énoncés 

pour k = 2j. 

Pour tout n > 1» et pour tout 1 < j < n-1, la cohomologie 

entière de l'espace B(n.2j) est sans torsion et on a 

1'lsomorphisme de groupes aboli ens; 

H*(B(n,2j) ;Z ) ^ZCc 1 Cj] ® Ma^bJ+1 bn_i> 

De plus, on a les relations ce = 2bt pour tout j+1 < s < n-1 

Pour tout n > 1. et pour tout 1 < j < n-1. la K-théorle 

complexe de l'espace B(n,2j) est sans torsion, et on a 

1'isomorphisms de groupes abéliens: 
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KU(B(n ,2 j ) ) = Z CCj1 ï j ] ] ® A < a J f 8 ^ 1 ß ̂ i ) 

De plus» on a les relations 

"â 2™'1 rr = 2
n"8 ße pour tout j+1 < s < n-1 (1) 

Ici les éléments ce désignent les images des classes de 

Chern universel les. et les éléments yB sont les images des 

classes caractéristiques universelles mentionnées plus haut. 

Les éléments aj, ba, ctj et ßB sont des générateurs que nous 

définirons par la suite. Signalons encore que la notation 

A<xi. . . . .xn) , empruntée à i l \ désigne le groupe abélien 

libre de type fini, engendré par les produits x6l . . .x^ avec 

Si < S2< . . . < Sn. 

En cohomologie entière la démonstration se fait par une 

double Induction sur k et n, en utilisant la suite de Gysin 

de la fi brat ion en sphère: 

Sk_1 - B(n.k-l) - B(n.k) 

Le résultat obtenu en KU-theorie découle, d'une part des 

connaissances acquises en cohomologie entière, et d'autre 

part de la généralisation des techniques de C5] à des 

CW-complexes infinis. On observera que les générateurs 

Oj et P8 en KU-théorIe peuvent être déf inis de deux 

man 1 ères d i fférentes: tout d'abord en ut i11sant les 

isomorphlsmes de Thom et de Bott (2.2). puis à l'aide des 

représentât i ons sp i nor i e 11 es A *2j et A 2j (2.5). 

Le critère énoncé plus haut est un corollaire immédiat du 

théorème 2. Plus précisément la relation (1) correspond à 

l'obstruction cherchée au relèvement de l'application 

classlflante f. Ce résultat figure dans le chapitre 3 que 

nous complétons avec des applications au problème des 

immersions des espaces C Pn et Ln(2*) . 
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Notons ici que lorsque n = œ , les espaces B<n.k) ont déjà 

fait l'objet d'études. Ainsi dans [18]. Stong a montré que 

la cohomologie entière de B(œ ,k) est sans torsion, et 

Baker a déterminé dans EG] l'anneau H'<B<œ .k);Z ). 

J'a/mera/s exprimer i c / toute ma reconnaissance à Monsieur 

U. Suter, directeur de thèse, dont les conseils et 

encouragements n'ont jamais fait défaut tout au Jong de ce 

tr ava i l . et lui dire tout le plaisir que j'a/ éprouvé à 

travallier avec lui. 

Ma gratitude s'adresse également à Messieurs F. Sigrist et 

B. Steer qui ont bien voulu être membres du jury et me faire 

part de leurs précieuses remarques. 

J'aimerais encore remercier tout particulièrement Monsieur 

D. Lines pour les conversations stimulantes que nous avons 

échangées au cours de 1 'élaboration de ce travail. 

Je tient aussi à remercier ici Messieurs J. Rattcliff et 0. 

Besson qui ont conçu le programme me permettant de rédiger 

ce travail sous sa forme actuelle. 

Enfin ma reconnaissance va à l'Université de Neuchêtel et au 

Fonds National de la Recherche Scientifique dont le soutien 

financier m'a permis de terminer cette recherche. 
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1. COHQMOLQGIE ENTIERE DE B(n.k) 

1.1. Déf i n11 i ons et rappels 

1.1.1. Soit B(n,k) l'espace pull-back du diagramme 

BSO<k> 

i 

BU (n) - BSO <2n) 

où BU (n) et BSO ( i) déslgnent 1 es espaces c1 ass Iflants des 

groupes de Lie U(n) et SO(i) et 1 es f 1 êches sont Indultes 

par les inclusions de groupes canoniques. De manière 

analogue. so i t BS (n,k) l'espace pu!1-back du dIagramme 

BSO (k) 

I 

BSU<n) - BSO(2n) 

où BSU <n) dés Igne 1'espace class i f i ant du groupe de Lie 

SU Cn) . 

Dans ce chapitre nous allons calculer la cohomologle entière 

de ces deux espaces. Signalons toutefois que la cohomologle 

de BS(n.k) se déduit sans autre de la cohomologie de B(n-k). 
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Remarque= L'espace B(n,k) peut être également vu comme le 

pull-back du diagramme 

BSO Ck) 

l 

B<n,k+1> - BS0<k+l) 

ce qui permet une définition inductive des B<n.k). 

1.1.2. Nous allons rappeler ici quelques faits concernant la 

cohomologie entière des espaces classlflants BlKn) et 

BSO(n). Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à 

[73 ou [14] . 

L'anneau H*<BU(n);Z) est isomorphe à l'anneau de polynômes 

Z [cp ... .Cn] où cr est la r-lême classe de Chern 

universelle. L'application gr induite par l'inclusion des 

groupes canon i que U <r) c U (n) est un i somorph i sme en 

cohomologie pour les degrés < 2r. 

Dans H* <BS0<2r) ;Z ) . Il existe un élément libre noté er 

dont la réduction modulo 2 n'est autre que la classe de 

Stiefel-Whitney mod 2, w2r • On appelle er la classe 

d'Euler-Polncaré unIverselie. Relevons que 1'homomorphIsme 

induit par l'application canonique S — BSO(2r), envole er 

sur 2 dans H2r <S2p ;Z > = Z. 

Considérons r3 • BU(j) — BSO(2j) l'application Induite par 

l'inclusion de groupes canonique U(j) c S0<2j>. 

En cohomologie entière cette application envole Gj sur la 

classe de Chern universelle c.. 
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Soit s: BSO(2j) - BU(2j) l'application Induite par 

l'inclusion canonique SO(2j) c U(2j). En cohomologle 

entière, on appelle r-lôme classe de Pontrjagin universelle 

1 'élément 

pr = <-l)
r s*(c2r ) « H* (BSO(2j) ;Z ) 

Par ailleurs, on a les relations= 

6J = PJ 

r^Cpr) = cl + (-l)r 2 22 (-l)kCkC2r-k' P = 1 J 
k«r+l 

1.1.3. Dans ce qui suit nous rappellerons quelques notions 

rattachées à la suite spectrale de Serre ainsi que quelques 

résultats provenant d'applications directes de cette suite 

spectrale. 

Soit un espace fibre 

i 

F - X 

1 t 

B 

où B est un CW-complexe connexe. 

Soit B0 = * c B1 c . . .c Bpc ...cß la fi ltratlon par les 

p-squelettes Bp de B. 

Les espaces Xp = i"
1 <BP> <p > 0) fournissent une filtration 

X0 = F c Xj c ...cXp.c .. .c X de 1 'espace total X. 

Supposons encore B 1-connexe» F connexe et soit R un anneau 

principal. Il existe alors une suite spectrale de R-algôbres 

bIgraduées telle que 
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E?*q = Hp(B;Hq(F;R)) et Ep'q = Gp<Hp#q <X;R>) 

oO Gp (H***1 (X;R) ) est Ie p-1 ême terme de l'anneau gradué 

associé à la filtration suivante de H^(XlR): 

Hptq(X;R) = kerjl, => kerjj ̂  ... ^ kerjp * ... = 0 

On note ici j p l'inclusion Xp c x. 

Cette suite spectrale est appelée suite spectrale de 

Leray-Serre de la fibration F — X — B en cohomologie. 

Remarquons que tous les termes non-nuls de la suite 

spectrale de Serre se trouvent dans le premier quadrant. 

On obtient ainsi, d'une part une suite d'injections 

E°*q c ... c E°*q c E2°'
q= Hq(F;R) 

où on peut identifier E°,'q à i*(Hq(X;R)) dans Hq(F;R). et 

d'autre part, une suite de surjections 

HP(B;R) = Ef"0 - E§'° - ... - Ep*° 

où on peut identifier Ep*° è T*(H P(B;R)) dans Hp(X;R>. 

Notons encore que la différentielle dr+1 : E°iî — E£j'° 

s'appelle la transgression» les éléments de E°.;î c E§'r 

étant appelés transgress ifs. 

Lorsque E°.;ï = E0,r . c'est le cas en-particulier si la suite 

spectrale est triviale, la transgression donne lieu à une 

application T : Hr(F;R) - HP+1(B;R). 

Nous allons énoncer ici deux applications directes de la 

suite spectrale de Serre que l'on peut trouver dans <C16], 

p.468) ou dans ([19]» p.360). 
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1.1.3.1. Supposons en plus des hypothèses générales 

formulées plus haut sur la fi brat ion F — X — B que B soit 

(p-l)-connexe et F soit <q-l)-connexe ( p > 2, q > 1) . 

Nous obtenons alors une suite exacte longue en cohomologle 

0-H^B IR)-H1 (E IR)-H1 (F; R ) - . . . 
* i * 

. ..-Hp+q_2 (FiR)-Hp+q_1 (B;R)-Hp+q_I <E:R>-Hp*q"1 (F;R) 

1.1.3.2. Considérons la fi brat ion en sphère S - E - B. 

La suite spectrale de Serre de cette fi brat ion donne lieu à 

une suite exacte de H*(B;R)-modules 

- Hr(E;R) - Hr'k(B;R) **- * Hr+1 (B;R) - Hr+1 (E;R) -... 

où l'élément e. qui désigne la classe d'Eu1er de la 

fi brat I on, est l'Image par la transgression dk+î d'un 

générateur approprié de H^S*;R) = R. 

Précisons que cette suite exacte, appelée suite de Gysin 

peut s'obtenir sans faire appel à la suite spectrale de 

Leray-Serre (voir pour cela C141. p.143). 

1.1.3.3. Le résultat suivant est une application immédiate 

de la suite de Gysin. 

PROPOSITION: Soit Sk - E - B une fi brat I on en sphère, avec 

B connexe, dont la classe d'Euler e est nulle et soit 

a e Hk(E). un élément qui a pour image le générateur 1 

de H0 (B) = Z sous l'application 0 de la suite de Gysin. 

filors, H*(E) est un H*(B)-module libre à 2 générateurs 1 et 

a. 

H*(E) = H*(B) ® a*H*(B) 
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1.2. Structure additile de H*(B(n,k);Z) 

1.2.1. Prél1 minalres 

Considérons le diagramme commutât If de fi brat Ions suivant 

Vîn.2n-2j 

' 1 

B ( n , 2 j ) 

p l 

BU (n) 

~ 

îïï 

rn 

Vîn.2n-2j 

i J 

BSO (2 j ) 

1 

BSO (2n> 

où V2n.2n-2j désigne la variété de Stiefel Sû(2n)/S0 (2j) . 

Soit Uj le générateur de H2j (V2n.2n.2j '^ > = Z caractérisé 

par j*(6j> = -2uJ( où ej est la classe d'Euler universelle 

(voIr 1.1.2) et soit h : BU(j) - B(n,2j> 1'appiicatIon 

déterminée par les projections canoniques 

Qy BU(J) - BU(n) et r,: BU(j) - BSO(2j). 

Lemme 1.1. Le groupe abélien H2j (B(n,2j) ;Z ) est libre et 

contient un générateur 3j caractérisé par-

f 2J (Oj) = P* (Cj) - 2 â j 

De plus on a l*(aj) = Uj e t h* (aj) = 0 

Preuve Considérons le diagramme commutâtIf suivant: 

H 2 j (BSO (2 j ) ;Z ) 

* / V 
p* i* ^ * 

•0 - H 2 j ( B U ( n ) ; Z ) - H2 j (B (n .2 j ) ;Z ) - H2 j (V2n.2n.2j * > - 0 

H2 j (BU ( j ) ;Z ) 

D'après 1.1.3.1. la suite horizontale est exacte puisque 

V2n.2n.2j
V2n.2n.2j
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V2n.2n-2j es^ ^j-1)-connexe et BUCn) est 1-connexe et n'a pas 

de cohomologle en degrés impairs. 

Comme nous l'avons dit sous 1.1.2» gjest un IsomorphIsme. 

Il existe donc un unique élément, aj dans H2j (B<n,2j) ;Z ) 

tel que 

î*(aj) = Uj et h*(aj) = 0 

La sulte exacte cl-dessus est selndée. el le nous fourn i t 

ainsi une décomposition en somme directe 

H2j (B(n,2j> ;Z ) = Imp* © Z a0 = H
2j <BU<n> ;Z ) e Z aj 

Rappelons encore que h*o f2j = rj envole ej sur Cj (voir 

1.1.2) et par conséquent f 2j <©j) = P*^) + maj. 

Comme i*<.f*2j (ej)) = j*<e0) = -2uj on en déduit que m = -2 ce 

qui achève la démonstration du lemme. 

1.2.2. Résultat principal 

Cons i dérons ledi agramme commutât If su Ivant: 

1 1 

B<n,k) - BSO <k) 

ftc J j 

B<n.k+1) -' BS0(k+l) 

1 1 
• • 

1 1 

BLKn-I) = B(n,2n-1) -*" BS0<2n-l) 

BU <n> = B(n,2n) - BSO <2n) 
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Nous avons remarqué plus haut que tous les carrés composant 

ce d i agramme étaIent commutât i fs avec la propr i été de 

pull-back. En fait chacun de ces carrés décrit un morphlsme 

de fi brat ions: 

Sk = Sk 

1 l 

B(n,k) - BSO <k) 

f 

B<n,k+1) - 1 BSOCk+1) 

Définissons encore quelques éléments de H* (BCn.k);Z ) . 

Tout d'abord posons bj = p2j_i (aj) où aj e H2J <B<n,2j) ;Z ) 

est 1'élément 1ibre défini dans le lemme précédent. On 

notera encore bj l'image par pk <>pk+i
0 . ..°p2j_i. de aj, 

c'est-à-dire 

b j = pî° pf
k+1° ° P*2j-i (*S> * H2J (B(n.k) ;Z > , k < 2 j - l . 

Pour k < 2 n - l e t 1 < r < n - 1 . l ' image de la r - iôme c lasse 

de Chern cP dans H2r (B(n,k) ;Z ) . sous l ' a p p l i c a t i o n 

p j O . . . « p2r_i . sera encore notée c r . 

THEOREME l . i . Pour tout n. et pour tout 1 < k < 2 n - l , la 

cohomologie entière de B(n,k> est sans torsion, et on a l e s 

/somorphismes de groupes abél ìens' 

H ' C B C n ^ j + D * > ^ Z [c i C J ] S A O D J + 1 b^ i ) CO 

H* (B(n ,2 j ) ;Z ) = Z Cc1 Cj] ® ACaj.bj+i b^ i ) <0 
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De plus on a les relations cr = 2bP pour r = j+1 n-1 

On observera en particulier que la cohomologie des espaces 

B(n.k) est nulle dans les degrés impairs. 

(*) On écrit â (XpX2 xr) pour le groupe abél ien 1 Ibre 

engendré par les éléments: 

Xk1 * xka -.. Xk. avec kj < k2 < < ka 

Preuve La démonstration se fait par induction descendante 

sur k, en remarquant d'abord que la situation est triviale 

pour k = 2n-l, puisque B(n.2n-1) = BlKn-I). 

Supposons le résultat vérifié pour r < k < 2n-l et 

consldérons la su i te de GysIn de la fI brat i on en sphère : 

Sr-1 - B(n.r-l) ^ BCn,r) (1) 

Deux situations peuvent se présenter 

1) r est Impair 

Dans ce cas la classe d'Euler de la flbratlon en sphère (1) 

est nulle et l'homomorphIsme 

0: H2j (B(n,2j) ;Z ) - H°(B(n,2j+l) ;Z > 

est surjectlf. Rappelons également que 

H2j (B(n,2j) ;Z ) = imp* © Z aj 

(voir démonstration du lemme 1.1) et signalons que 

i mp* c i mp2j = ker 0 

Il est alors évident que l'élément a0 est envoyé par $ 

sur un générateur de H°(B(n,2j+l) ;Z ) = Z et que, si on se 
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r é f è r e è 1 .1 .3 .3 . on peut d é c r i r e H*(B<n,2j) :Z ) comme l e 

H*(B(n .2 j+ l ) ;Z )-module 

H#<B<n,2j+l) ;Z > © a^H*<B<n,2 j+ l ) ;Z ) 

d'où 1 'isomorphlsme cherché. 

2) r_ est pair 

Considérons le morphisme de groupes abéliens 

* n : Z Cci Cj_i .Cj-2aj ] ® A<aj,bJ + i °n_i) - H*(B<n.2j) ;Z ) 

x ® y — x«y 

Nous montrerons un peu plus loin. que ^n est un 

isomorphisme. 

Par le lemme 1.1. la classe d'Euler de la fibrati on en 

sphère <1) est égale à Cj-2aj et. avec l'identification de 

H*<B<n,2j);Z ) faite ci-dessus, on vérifie facilement que la 

multiplication par la classe d'Euler est inject I ve. Par 

conséquent ¢ = 0 et on obtient 1'isomorphlsme de groupes 

abéllens 

H*(B(n,2j-l);Z > = H*<B<n.2j) ;Z )/(Cj-2aj) 

Notre i dent i f i cat I on de H* <B <n.2 j) ;Z ) permet ensuI te de 

conclure è 1'isomorphisms cherché. 

Enfin. les relations cr = 2br sont satisfaites pour 

j+1 < r < n-1 par hypothèse d'induction et C0 = 2bj 

pu l sque p2j-i <Cj-2aj) = 0. 

Pour vér i f I er que * n est un i somorph i sme. on procède par 

InductI on sur n, en commençant par n = j + 1. 

Dans ce premier cas, il suffit d'observer qu'on a la 

relation a* = ajCj dans H*(B(j+l ,2j) ;Z ) pour vérifier la 
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sur ject I v l té de * j+i . L'I n ject I v i té décou le al ors de 

1'exIstence d'une bljectIon entre les bases de ces deux 

Z -modules. 

Supposons maintenant le résultat vérifié pour n-1* et 

considérons d'une part, l'application 

h: BCn-1,2j) - BCn,2j) 

que l ' o n o b t I e n t par p r o p r l é t é de l 'espace pul1-back 

B ( n , 2 j ) , e t d ' a u t r e p a r t , les Z -modules 

fl = Z Cc1 Cj] ® A (a j , bJ+i bn_2 ) 

B = Z Ccj, . . . , Cj-2aj ] ® à (Bj. bJ+i b„_2 > 

Par définition de h*, on a la courte suite exacte 

fl 

h* 
kern* - H*<B<n,2j> ;Z ) - H'<B<n-l . 2 j ) ;Z ) 

où kern* = fl«bn_i. On a également un isomorphisms de 

Z -modules 

H \ B ( n , 2 j ) ; Z ) = fl © ftvbn_i 

Dés i gnons par <xq) q > j la base canon l que du Z -module ft, 

(xqvbn_i)q>i est alors une base de flVbn-I1 ©t considérons 

le diagramme commutât if suivant: 

B 

H'(ß(n,2j) ;Z ) - H,<B(n-l,2j);Z ) 

<La commutât l v l té décou le du fait que h* est un morph I sme 

d'anneaux) 
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Par hypothèse d'induction, ^n-1 est un isomorphisme. il est 

alors évident que <pn I B est injectIf et que B possède une 

base (Ljq) q > i telle que 

*n<yq> = xq + zqv bn-i pour q > 1, avec zq « A 

On remarquera encore que bjU est nul dans H*(B(n.2j) ;Z ) . 

ce qui a pour conséquence que y I Bvbn_i est inject if et que 

*n(Bvbn_!) = AvDn., . 

On peut alors conclure: 

*n: B ® Bv b ^ - H*(B<n.2j);Z > 

est un isomorphisms de Z -modules. 

COROLLAIRE 1.1. La cohomologle ent/ère du groupe quotient 

SO (2n> /U (n) est décr I te par 1 'Isomorph i sme de 

Z -modules 1ibres: 

Hf <S0 <2n>/U <n) ;Z ) = ACb^b2 bn_, ) 

où les b|. 1=1,2»....n-1. sont les éléments définis plus haut. 

PREUVE Rappelons que SO(I) est le groupe trivial C13 et que 

par conséquent, B (n. 1 ) s'I dent IfIe au groupe quotIent 

SO (2n) /U <n) . 

Ce résultat figure également dans C13]. 
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1,3. Stucture mult ipi icatiuè de H*<B(n,k);Z) et carrés de 

Steenrod 

Pour décrire H*(B<n,2j+l) ;Z ) et H*(B<n.2j) ;Z ) comme 

anneaux, nous devons connaître les produits des éléments 

Ci* . . . ,Cj.bj+i bn_! et 3j. Remarquons préalablement que 

les éléments Ci Cj engendrent un sous-anneau de 

polynômes, et que par définition les produits» 

bri • bra.. .br. et ay bPj • bra.. .bP.. j+1 < ri < r2 < .. .< re <: n-1 

forment une base de à <aj.bJ+1 .... . bn_j > comme groupe 

abélien. alors que les produits: 

bri • br2 . . .br. • J
+I < ri < r2 < . . . < r8 < n-1 

forment une base de A (bJ+i b^i > comme groupe abél Ien. 

Les seules inconnues de la structure multiplicative sont 

donc liées aux carrés des éléments aj et 

br. <j+l < r < n-1) 

Or. par construct I on. br est 1'i mage de ar par un 

homomorphlsme d'anneaux. Il suffira alors de connaître la 

description des 3j dans le système de générateurs choisi de 

H*<B(n.2j);Z ) pour contrôler la structure multi pilcat lue 

des anneaux H*<B(n.k) ;Z ) . 

Par ailleurs on peut ramener ce problème au calcul du carré 

de la classe d'Eu1er, e = Cj-2aj. de la fibrati on en sphère 

(1) lorsque r = 2j. En effet, le diagramme commutatlf 

suivant1 
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B(n,2j> -^ BS0<2j) 

p 

BU (n) - BSO <2n) 

a Ins ì que 1es remarques fa i tes sous 1.1.2 fournIssent 

l'Identité 

e2 = c2 + <- l ) J 4 E <-D bPc2>r 

Or e2 = c2, - 4cjaj + 4a2, ce qui permet d'exprimer a2 par: 

„ mln<2j.n-l) 
3 J = 9 J 0 J + ( " 1 ) J _£ C " 1 ) r brC2j-r <2) 

En utilisant la relation <2) et en imitant la démarche de Wu 

Wen-Tsün dans C21] nous pouvons décrire les opérations de 

Steenrod pour la réduction mod 2 des éléments aj de 

H2J <B<n,2j);Z /2). 

PROPOSITION IA. Pour tout n > 1, tout 1 < j < n-1 et tout 

0 < k < j, onaJa relation 

[k+j+l-n) 
s q 2 k ( ^ = -S^tHO O b ^ c r + 8 ^ <3) 

dans H*<B<n,2j) ;Z /2) 

Preuve' On procède par induction sur n. en constatant que la 

situation est triviale pour n=l. Supposons le résultat vrai 

pour n > 1 quelconque, on remarquera immédiatement que 

lorsque k+j < n, Sq214CQj) satisfait la relation C3) puisque 

HqCBCn+1.2j) ;Z > = HqCB<n,2j) ;Z ) pour q < 2n. 

Supposons donc k+j > n, et considérons le diagramme suivant, 

où toutes les flèches sont obtenues de manière canonique: 
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B(n.2j>xC P - - BS0(2j)xC P* 

I 

I B(n+1.2j+2) - BS0<2j+2) (4) 

1 1 

BU<n)xC P" - BU(n+l) , - BS0<2n+2> 

On observera en p a r t i c u l i e r que l e c a r r é 

B(n .2 j )xC P* - BS0(2j+2) 

I . I 

BU(n+l) - BS0<2n+2> 

est commutât If à homotople près, et quitte à remplacer la 

flèche 

B(n.2j)xC P" - BS0<2j+2) 

par une application homotope. on peut môme supposer que ce 

carré est commutâtIf puisque l'application 

BS0<2j+2) - BS0<2n+2) 

est une fibrati on. Ainsi il existe une application 

f: B(n.2j)xCP" - B<n+l,2j+2) 

quI fa 11 commuter le di agramme (4) è homotopI e près. 

Observons qu'en cohomologie entière f envoie les éléments 

ci. C2 Cj. Cj+i . aj+i . bJ+2 bn de H*<B<n+l .2j+2) ;Z ) 

respectivement sur les éléments 

Ci+z, 02+C 1 Z. . . . . CJ+CJ_IZ. 2b J+ 1+CJZ. bj+i+ajZ. bj+2+bJ+1 z . . . . . 

bn.! +bn_2 Z . bn.! Z 
1 

de H*(B<n,2j)xC P" ;Z ) = H* (B <n. 2 j ) ;Z XSH'CC P* ;Z ) . 
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où z est le générateur canonique de H2CC P" ;Z ). 

Considérons d'autre part le sous-groupe 

fì = Z /2Cc , Cj] * <Z / 2 a j + i e Z / 2 bJ+2 © . . . ® Z / 2 bn) 

de H*(8<n+l,2j+2) ;Z /2) et notons que la restriction de f* à 

fl en cohomologie mod 2 est inject lue. 

Remarquons encore que pour j > 1 et k < j. on a par 

hypothèse d'induction 

2k te (3~r\ 
Sq (a.) = Ç I I bJ+k_Pc r + a,ck + bn p ( c t Cj+k-n) 

OÙ p <Cj , . . . , CJ+k_n ) « Z / 2 [Ci Cj_i ] . 

Par conséquent Sq2* (a^ est un élément de fl c H*(B(n+l ,2j> ;Z /2) r 

et on peut calculer son image par f* 

f • (Sq2* <aj) ) = Sq2* <f * (a^ > 

= Sq2 k <bj + a ^ z ) = Sq2 k (b,) + Sq2k C a ^ 1 ) Z + Sq20*"15 <a j_ i ) z 2 

k / j - r \ k^l / j - l - r \ 
C 1 L b J + k_ rc r + E l ) b j-Hk-r CnZ + a j_ i c k 2 + 

r=j+K+l-n \ k-p / u r=j+R-n \ k-p ' u J 

^L . . ^ L . ) bJ+k-2-rCrZ
2 + a j - i Ck-I Z' 

i9x<0,j+k-l-n) \ k - l - r / J •* r=ni9x<0.j+k 

i-Xr) b^Cr + rjjl O **** ** + JE, ClW1*"^ P=J+. 

Ifc2 / j - l - P "t=? /J-l-r\ - 2 

a j - i c k z + E 1 . , I 1 )b J + k -2 - rC r z + a ^ C k - i 2 mod2 

j £ « L ) b J*k - r ° r + I / l „ ]b j_ l + k _rC r Z + E I 1 b j+k_r Cr_i 
raj+k+1-n \ k -p / J r«j+K-n \ k-p / J poj+k+l-n\k-r/ 

te I J-T \ 2 2 
+ a j - ïCkZ + 22 I I bj+k-i-pCp-iZ + aj_j C ^ 1 z 

p=m»x<l.j+k-n) V k - p / 
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T^ / J _ r \ 2 
" - i i ï < + l - n \ k / ^ j + k - r C r + bj.i^.rCrZ + b j+«-r C r_t 2 + b j ^ . i ^ C r_i Z ) + DjC« 

+ L - / b"-lCJ+K-nZ + bjCk_iZ + 3j_i CkZ + S^1 Ck_! Z2 +[ J b^ j C j + ^u n Z
2 

k^ / j - r \ 

Ç . I . J ( b j -*-r + bj_1 + k^.z)(c r + Cn-1Z) + (bj + aj_iz)<c k + c k . ,z ) 

+ | n _ J bn.1Z<Ck+J.n + Ck+J_,_nZ> 

s i k + j > n 

On o b i i e n i a l o r s lorsque k + j > n 

f ( S q * <ap = f ( r = j g u n £ ) b j ^ c + a j C k + Q b n c k t , n ) 

= f < Ç L / bJ+K-rCr + QjCk) r=j+K-n \ k - r ' J 

Remarquons que le calcul resie valable pour k+j = n. On peui 

alors conclure par InjectfvIie* de f* sur A. Il resie deux 

sliuaiions à examiner, d'une pari lorsque j=l. les seules 

opérai ions de Sieenrod non nulles 

Sq0CaP = ai ei Sq2Ca^ = a2 = aiCi + b2 

sailsfoni la relation indiquée, ei d'auire pari lorsque k=j, 

on a par déflnIilon des opérai Ions de Sieenrod ei d'après 

Sq2j(aj) = a2 = a^j + £ b2j-rcr = £ [ J b2j-rcP + ajCj 

La relaiion C3) esi alors également satisfaite. 
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1.4. Cohomologie entière de BSCn.k) 

Rappelons que BSCn.k) est l'espace pull-back du diagramme 

BCn.k) 

lp 

BSU (n) - BU Cn) 

a i nsl 1a f i brat i on en cereIe 

S1 - BSUCn) - BU (n) 

induit une fi brat ion en cercle sur BCn.k): 

S1 - BSCn.k) - BCn.k) 

Cons Idérons la su i te exacte de Gys i n assoc1ée à cette 

dernière fibrati on: 

-Hr_2 CBCn.k)) - HrCBCn.k)) - Hr (BSCn.k)) 

- Hr_1CBCn.k)) - H0+1 CBCn,k))-

où h désigne la multiplication par p*(ci) élément que nous 

ayons noté par abus ci dans H*(B(n,k)). Avec les résultats 

énoncés sous 1.2.2. on peut affirmer que h est inject lue et 

par conséquent que q' est surjectiue pour k > 2. Ainsi on 

obtient les lsomorphlsmes de groupes abéliens: 

H*(BS(n,2j) ;Z ) = Z Cc2 c03 ® A(aj.bJ+i b„_i ) pour j > 2 

H*(BS(n.2j+l) ;Z ) = Z Cc2 cß ® A (bJ+, bn_t ) pour j > 1 

H* (BSCn.2) :Z ) = ACa^b2 bn_t ) 
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Remarque: Lorsque k=l, la situation est beaucoup plus 

complexe puisque l'application 

h: H#(B(n.D) - H#(B(n.D) x - 2b,x 

n'est plus InjectIve. 

Toutefois si l'on considère les limites induct lues 

B(œ ,1) = 1 Im B(n.l) et BS(co ,1) = Hm BSCn,1). la suite 

de Gysln de la flbratlon en cercle: 

S1 - BS<« ,1) - BC* ,1) 

fournit les suites exactes courtes pour r > 2 

0 - Hp-2(B(œ ,1)) - Hr(B(œ ,1))- Hr(BS(œ ,1)) - 0 

On observera en effet que B<œ ,1) s'identifie au quotient 

SO/U où SO = IJm S0(2n) et U = Hm IKn). et on rappellera 

que 

H*(S0/U;Z) = Z Cb1. D3 b^i....]. (voir ClO]. p.28). 

On obtient ainsi 1'isomorphisme 

H*CB(co . 1 ) ; Z ) =H*<S0/SU;Z) = Z C b ^ b 3 b ^ i 3/<2b t) 
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2. K-THEORIE COMPLEXE DES ESPACES B(n,k) 

2.1. PrélImlnalres 

Les résultats classiques de KU-théorle qui sont en général 

formulés pour des CW-complexes finis, peuvent s'appliquer à 

certains CW-complexes infinis, et en particulier aux espaces 

B (n.k) qu i nous occupent ici. 

So 11 X un CW-complexe dont tous les n-squelettes Xn sont 

finis, et dont la cohomologle entière est sans torsion. 

L'anneau KU*(X) est filtré par les idéaux 

Kn(X) = ker<KU
f(X) - KU* (X""1)) n > 0 

On pose Ici X"1 = ¢. 

D'après (C93. p.524) et puisque X est sans torsion, cette 

filtration est complète (i.e. n Kn(X) =0) et 

1'homomorphisme canonique 

KU*(X) ~ Urn KU*(Xn) 

est un Isomorphisms. 

-En particulier dans la suite spectrale de fitlyah-Hlrzebruch 

de X. le terme E. est l'anneau gradué associé à la 

f 11 trat i on par 1 es K*, (X) . Comme X n 'a pas de tors i on en 

cohomologle entière, on a E. = E2 » c'est-à-dire 

Gn (KU* (X)) = K*(X)/K*n+i (X) = H
n(X:Z) 

Ainsi KU*(X) est sans torsion comme groupe abéllen. 

Soit maintenant Y un CW-complexe fini sans torsion, d'après 

(C53. 2.5 p. 19). si a!.a2 aq est une base homogène du 

groupe abéllen H*(Y;Z ) et si XpX2 xq sont des éléments 
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de KU*(Y) tels que 

ch<Xk) = Bk + termes de degré supérieur 

les éléments xi,x2 xq forment alors une base de KU*<Y) , 

c'est-à-dire 

KU* (Y) = © Z xk 

On peut étendre ce résultat à des CW-complexes X sans 

torslon en cohomo1og i e entlère * dont tous 1 es sque1ettes 

sont finis. 

En effet, supposons, en remplaçant éventuellement X par un 

CW-complexe homotope que 

HP(X;Z ) si p < n 

Hp<Xn;Z ) = < 

^O s l p > n 

On peut alors ordonner la base ai»a2.... <ak,... de H*(X;Z ) 

comme groupe abélien libre en sorte que pour tout n. les qn 

premiers éléments forment une base de H*<Xn;Z ). 

Solent Xi,X2.... . xk... . tels que 

chCxfc) = a* + termes de degré supérieur 

fiuec ce qui précède on obtient les isomorphIsmes 

KU* <Xn) = Jf Z xk 

Remarquons que les homomorph I smes KU* <Xn) — KU* (X0"1 ) 

correspondent sous cette identification aux projections 

canon i ques 
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J [ Z x k - J[Zx1, 

et par conséquent 

KU'(X) = Ihn ¥ Z x k = ¥ Z x k 

So 11 X comme précédemment, et cons I dérons sur X un f i bré 

vector i el rée1 orlentable Ç de dlmenslon k. Ce f l bré 

vectoriel admet une classe de Thorn T en cohomologle entière 

et on a un IsomorphIsme 

H'(X;Z > - H*(TCÇ];Z > x - Twx 

où TC Ç] désigne le complexe de Thom associé à Ç. 

Remarquons que TC Ç] est un CW-complexe dont tous les 

squelettes sont finis. Plus précisément, son (n+k)-squelette 

s'identifie au complexe de Thom de Ç|x». Dans la suite on 

notera Cn le fibre Ç|x«. 

11 est d'autre part év l dent que 1 e comp 1 exe de Thom T C Ç ] 

n'a pas de torsion en cohomologle entière et qu'ainsi sa 

suite spectrale d'fitlyah-H1rzebruch est triviale. 

On a en particulier un isomorph!sme 

Hk(TCÇ];Z) = Kj(TCC])Zd (TCC]) 

SoIt U un élément de KU*(TCÇ3) représentant T sous cette 

identification et considérons l'application 

KU*(X) - KUf(TCÇ]) x - Uux 

La naturalité de cette application nous permet d'établir le 

diagramme commutât If sui vanti 
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KU* (X) - KU* (T C C]) 

1 1 

KU*(Xn) - KU* (T C Cn]) 

1 1 

Ku*CX""1) - KU^(TCCn.!]) 

où les flèches verticales sont induites par les inclusions 

des sque1ettes de X et les f1èches horlzonta1es 

correspondent â la multiplication par U et par ses images 

Un. UV1 dans KU*(TC C n]), KU^(TCCn.,]) respectivement. 

A homotopie près, on peut supposer comme plus haut que: 

Hf(X0IZ ) = HP<X;Z ) si p < n 

On vérifie alors facilement que Un et Un.! sont des classes 

de Thom de Cn et Cn.! respectivement en KU-théorie. 

Le diagramme ci-dessus donne lieu à un nouveau diagramme 

commutâtlf: 

KU(X) - KU(TCC]) 

1 1 

l_im KU(Xn) - Urn KU(T[C]0*) 

où 1 es f1èches vertlca1es sont des i somorphlsmes d'après 

(C9], p.524) et 1'homomorphlsme 

Jjjn KU(Xn) - U m KU(TCC]0*) 

est un isomorphisms puisque les flèches 

KU(X°) - KU(TCC]0*) = KU(TCCn]) x - Unvx 

sont des Isomorphlsmes pour tout n. 

On peut affirmer alors que l'application 
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KU(X) - KU(TCC]) x - UwX 

est un isomorphisme et que le fibre Ç possède une classe de 

Thorn. U. 

Les observations faites ici s'appliquent en particulier à 

l'espace classifiant BU(n). Sa K-théorie complexe peut Ótre 

décr i te par 1'i somorphIsme 

KU(BUCn)) = Z CC n ïn]] 

où les ïr sont les y-opérations universelles définies par 

Otiyah, et satisfont les relations 

ch( yr) = cP + termes de degré > 2r 

On peut également trouver cette descrIptI on de KU (BU(n)) 

dans (CIl]. p.397). 

2.2. Description de quelques éléments de KUCBCn.k)) 

Considérons le diagramme commutâtIf suivant: 

B<n.k) - BSO(k) 

pl lq (1) 

BU (n) - BSO(2n) 

On remarquera d'abord que la restriction de l'application 

p1: KU(BUCn)) - KUCBCn,k>) 

au sous-groupe abélien libre engendré par n*... ïn-\ est 

inject!ve. puisque p Induit une Injection en cohomologie 

entière dans les degrés < 2n et que 
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ch( rr) = cr + termes de degré > 2r 

Dans la sulte on notera encore ïr 1 ' lmage de cet élément 

par l'application p1. pour 1 < r < n-1. 

Soit maintenant wr le fibre vectoriel réel universel sur 

BS(Kr)". et posons pk = fk<t»>k)- On sait que 

q* Cu2n) = uk S 2p-k 

où 2n-k désigne le fibre vector lei réel trivial de dimension 

2n-k, 

De plus le fibre induit ^CtJ2n) s'identifie â o" , le 

fibre vectoriel réel sous-jacent au fibre vectorial complexe 

universel On sur BU(n). 

Par commutâtIvlté du diagramme Cl), les fibres 

fi<uk> © 2DJ< et p* (Ö£ ) 

sont isomorphes sur BCn,k). cela signifie en particulier que 

uk Induit sur BCn,k) un fibre vectoriel réel stablement 

complexe. D'autre part le complexe de Thom TCp'CoJÎ)] 

s'identifie ainsi à la C2n-k)-lême suspension du complexe de 

Thon T[ pk] . 

Avec le théorème 1.1. nous avons vérifié que l'espace BCn.k) 

est un CW-complexe dont tous les squelettes sont finis, sans 

torsion en cohomologI e entI ère. Par a 111ours le fi bré 

vectoriel p'Co*) est orientable, pulsqu'lndult par un fibre 

vectoriel complexe. Sous ces conditions, et avec les 

observât Ions du paragraphe précédent nous savons qu'i1 

existe un IsomorphIsme de Thom pour ce fibre: 
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r>*/ 
• / - R KU(B(n.k)) = KU(TCp'(ö^ ) ] ) 

S o I t k = 2 j , en composant ce t isomorphlsme de Thom avec 

1'Isomorphisme de B o t t 

9 n " J : K U ( T [ p 2 j ] = KU(I2 < r >" J >TCP2j]) 

on o b t i e n t un Isomorphlsme de Thom 

KU(B(n ,2 j ) ) - KU(TCp 2 j ] ) (2) 

pour le fibre p2j . 

En effet, soit U une classe de Thom du fibre p*(öÜ), et 

soit Ui « K U ( T C P 2 0 ] ) tel que 6^(U1) s'identifie è U dans 

KU(r2Cn_j)TCp2j]). L'élément Ui est alors une classe de 

Thom en KU-théorie pour le fibre p2j. 

D'après (C8] p.35) et (Cl] p.618). on obtient respectivement 

les deux descriptions suivantes de l'opération d'Adams *2 

de U: 

^2(U) = uJS 2n-r
 ï r = en_J OJ1Ja 2n_r TP> 

r=u r=0 

¥2(U) = *2(8n_J(U1)) = e
n"J (2"-J *2(U,)) 

On en déduit alors immédiatement la relation: 

2"-*» Y2OJ1) = U1JS 2 ^ » r = 2"-J u > £ 2 J " r ï r + U j ^ 2 0 ^ ï r 

qui d é c r i t Impl i c i tentent * 2 (U j ) . 

Considérons maintenant l ' é lément a ̂  de K U ( B ( n , 2 j ) ) , 

correspondant sous ! ' isomorphlsme de Thom (2) â 

-X2OJ1) - U1Jj^ 2 ^ " ' ï r € K U ( T C p 2 j ] ) 

où A.2 dés l gne la 2 - i ôme pu i ssance ex té r l eure en 

KU- théo r ie . 
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Notons alors Cj la classe d'Eu1er associée à 

Ui (i.e. Ui = UivCJ), et par analogie avec les notations 

adoptées au chapitre 1. posons 

0j = P2J-I (OJ) 

On notera encore ßj l'image de l'élément aj par les 

homomorphlsmes 

Pk ° Pk+l ° ... o P2j-1 

pour k < 2j-1, c'est-à-dire 

ßj = Pk° Pk+i° • • -° P2j-i <Cj> e KUCBCn.k)) pour 1 < k < 2j-l 

En utilisant la définition de ctj ainsi que la relation 

bien connue 

Ij)2OO = x2 _ 2A2Cx) 

appliquée à la classe de Thom Up on observe que l'élément 

ßj satisfait la relation suivante dans KUCBCn.k) 

2"-J 3, = E 2°^-1 rP C3) 

On vérifiera par la môme occasion, que la classe d'Euler Cj 

du fibre pj est décrite par 

C J = *J + *j*i - 2 Qj C4) 

où ßj+i es t l ' Image de a ^ , « KUCBCn.2j+2>) par 

l ' a p p l i c a t i o n canonique. 
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2.3. Structure additive de KU(B<n,k)) 

Les espaces B (n.k) sont, comme nous l'avons déjà dit. des 

CW-complexes dont tous les squelettes sont finis et dont la 

cohomologle entlère est sans torsion. De plus le théorème 

1.1 nous fournit explicitement une base homogène de 

H* (B<n,k):Z ) comme groupe aboli en. On pourra décrire la 

structure add111 ve de KU <B (n.k)). si 1 'on y trouve des 

ó1ornents assoc i es à cette base par 1e caractère de Chern, 

ainsi que nous l'avons vu sous 2.1. Pour cela nous allons 

donner une description du caractère de Chern des éléments 

définis sous 2.2. 

Appliquons d'abord le caractère de Chern è la relation (3). 

On constate alors que 

chq<0r> = 0 pour 0 < q < 2r-l 

et que 

20^Ch2n(Pr) = 2
n~r_1 cr 

où chq(ßr) désigne la composante de ch(ßr) en degré q. 

En se référant au théorème 1.1. on peut remplacer cr par 

2br et divi ser par 2ry~r dans 1 a seconde i dent i té. Par 

conséquent 

ch<ßr) = br + termes de degré > 2r 

et ßr a filtration exacte 2r. pour j+1 < r < n-1 où j = Ck/2]. 

Soit maintenant Cj la classe d'Eu 1er du fibre p2j en 

KU-théorie. D'après ([8] p.32). on sait que 

ch(£j> = Cj - 2aj + termes de degré > 2j 
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où Cj - 2aj est la classe d'Eu 1er de P2J en cohomologle 

entière (voir 1.2). 

En appliquant le caractère de Chern à la relation <4>. Il 

apparaît d'autre part que 

ch<£j) + 2ch<aj) = Cj + termes de degré > 2j 

et l'on en déduit l'identité 

ch(aj) = aj + termes de degré > 2j 

Nous pouvons maintenant énoncer le résulat principal de ce 

chap I tre. 

THEOREME 2.1. Pour tout n > 1 et pour tout 1 < k < 2n-l, Je 

K-théorie complexe des espèces B(n,k) est sens torsion, et 

on a les lsomorphlsmes de groupes abél lens 

KU(B(n,2j)) = Z CC n rj]] ® à ( aJ( 0 J+1 Sn.,) 

KU(B(n.2j+D) = Z CCr1 tßl» A(S^1 0^1) 

De plus, en posant j = [k/23, on a dans KU(B(n,k)) les 

relations 

2 " - 08 = Ü 2 ^ ïr pour s = j+1 n-1 

Preuve : Puisque le caractère de Chern est multiplicatif» on 

a* en tenant compte des observations faites plus haut: 

Ch(Jp-. r?® ajjSj... ß j.) = cp..c?®ajbjl..bjs 

+ termes de degré supérieur 

et 

Ch(Ip.. r?« JSj1../^)= Cp.. CJ^DJ 1.. DJ, 

+ termes de degré supérieur 

où T1 rj > O et j+1 < Ji < ... < J, < n-1 
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Or 

[ C f . . ^ « a j b j , . . b j . , CP . . C J ^ O J 1 . .Dj . J 

r i Tj > O e t j +1 < J 1 < . . . < j t < n-1 j 

forme une base homogène de H*(B<n.2j);Z ) comme groupe 

abéllen. ce qui nous permet de conclure dans le cas de 

B<n.2j). La situation est analogue pour B(n.2j+1). 

Dans le cas partlcul 1er ou k = 1. B(n, 1) s'identifie au 

groupe quotient S0(2n)/U(n) et on obtient: 

COROLLAIRE 2.1. La K-théor/e complexe du groupe quotient 

S0(2n)/U(n) est décrite par 1 'Isomorphisms de Z -modules 

J / bres •' 

KLKSO<2n)AKn)) 2 A<ß 1 (ß 2 On.,) 

où ies 0e , s = 1.2,.. ..n-l, sont les éléments définis 

plus haut. 

2.4. K-Théorie complexe des espaces BS(n.k) 

Rappe1ons pour commencer que l'app1i cat i on canonlque 

BSU(n> — BUCn) induit en KU-théorle un éplmorphlsme dont le 

noyau est l'Idéal de Z CC n»...» ïn33 engendré par l'élément 

ïl+ Ï2+- - .+ Vn-

En posant 

ri = ri+...+ rn 

et rp= rr pour 2 < r < n. 

on peut décrire KU(BUCn)) comme l'anneau des séries formelles 

Z CC ri rn33 . 
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et identifier alors KU(BSU(n)) à 

Z CC »2 ïn]]. 

On peut également envisager une nouvelle description de 

KU<B(n.k)) en effectuant le changement de notations= 

ri -' ri+...+ ifn-i 

rP = rr 2 < r < n-1 

aj = a j (pour k = 2j) 

Br = ßr J+I-< r < n-1 où j = Ck/2] 

Pour k > 2 , en procédant comme sous 2.2 et 2.3. on obtient 

les isomorphlsmes de groupes abéliens 

KU(B(n,2j>> = Z CC ri r J]] ® A ( aj, & j+1 0^1) 

KU(BXn,2j+l)> = Z CC r i r j ] ] ® A ( P j + 1 0 ^ 1 ) 

De plus les relations 

2n-8 ̂ 4 = ¾ 2""^1 rr pour j+1 < s < n-1 
r-e 

sont satisfaites dans chacun de ces cas. 

On remarquera encore que l'appi I cat I on canon I que 

BS(n,k) — B(n,k) induit un morphisme en KU-théorle dont le 

noyau est l'idéal engendré par ri- Nous pouvons formuler 

alors le résultat suivant analogue au théorème 2.1: 

THEOREME 2.2. Pour tout n> 1 et pour tout 2 < k < 2n-l. 

J 'espace BS(n.k) n 'a pas de tors/on en KU-théor le, et on a 

J es /somorphIsmes de groupes abél iens' 

KU(BS(n,2j)> = Z CCr2 r^]® A (a*, 0>i 3n-i> 

KU(BS(n,2j+l>> = Z CC r i r j ] ] ® A ( 0 > t 0 ^ 1 ) 

De plus on a les relations 

2n-e ß. = "^ 2^., y. pour s = J+1 n-1 
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2.5. Représentât i ons solnor i e11es et générateurs de 

KU(BCn, 2k)) 

L'appi I cat I on canon I que BU <n) — BSO(2n) factor I se par 

l'espace classIfiant du groupe Splnc(2n), et l'application 

f» : B(n.2k) - BSO<2k) définie dans le chapitre 1 

factor i se à homotopI e près par l'espace class IfIant du 

groupe Splnc<2k). On obtient ainsi le diagramme commutâtIf 

à homotop le près". 

f 
m BCn,2k) -~ BSpinc<2k) 

1 1 

BU (n) - BSplnc<2n) 

où les flèches verticales sont canoniques. 

Rappelons d'autre part que le groupe Spinc(2m) est 

isomorphe à Spln<2m)x Z/2UG). La projection 

Spin<2m)x UU) - Spin(2m)x z /2U(1) 

Induit un morphisme au niveau des anneaux de représentations 

RU<Splnc(2m)) - RU(Spln(2m)) ® RU(U(I)) 

Soit p la représentation définie par l'identité de U(I). la 

restriction des représentations 

A2* ® P et à'2m9 p 

au sous-groupe Z /2 de Spin(2m)x U(I) est la 

représentation triviale. ce sont par conséquent des 

représentât l ons de Sp I nc (2m) que 1 'on notera A^ et A^. . 
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Ces deux représentât Ions Indu i sent des éléments de 

KU<BSpinc(2m)) que nous noterons encore A28, et A2^. 

Nous allons établIr ici un 1 len entre les éléments 

A2k et A2k de KU (BSp l nc (2k) ) et les éléments ak et J3k+i 

de KU(B(n,2k)) définis plus haut. 

PROPOSITION 2.1. Dans KU(B(n.2k>), on a les identités 

I) f» (Ai) = E 2^"1 ïr + ïk - ak + 0 

) fft<ï»> = S 2
1""1 »r + « * 

k+1 

Preuve Remanquons d'abord que 

f2n (A2n^A2n) = fr(9r+l)= free, -1 + 2 ) = t 2 ^ ^ 
psi r a l P^) 

dans KU(BU(n)). où le fibre universel r„.• a pour image 

X) 9p dans KU(BT") . et Tnest le tore maximal dans U(n). 

En effet, on se rappellera que 

A*2n + A2n = fr(er
1/2 + Ô r-

I / 2)<»p = frer"
1/2 fr(8r+ l ) ® p 

où les &rxn sont des représentations irréductibles de 

dimension 1 sur le tore maximal de Spin(2n) conuenablament 

choisies, et que 

a pour I mage dans RU (Tn) 1a représentât i on tr i vI ale. 

Nous savons d'autre part que l'image de A 2 n
+ A 2 n dans 

KU(BSpInc(2k)) est 1'élément 2""* (A» + ï a ) . 
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On obtient alors dans KU(BCn,2k)) la relation 

2n-kfik(£
+2k+A-2k> = g 2 1 ^ r r 

et par conséquent, 

f2k<A;k + Ajk) = J j 21^ ÏP + 0k+1 

Par a i l l e u r s , le f i b r e en sphère 

S21*"1 - BSplnc(2k-l) - BSpin°(2k) 

a pour classe d'Euler en KU-théorie l'élément A2* - A^ de 

KU (BSp in0 (2k) ) , et ainsi f» C A» - A^) s'Identifie 

â la classe d'Eu1er du fibre en sphère 

S2k_1 - B(n,2k-1) - BCn.2k) 

qui n'est autre que l'élément yk + 0k+i - 2akdécrlt plus 

haut. On obtient alors trivialement les relations cherchées. 

Remarque: 

Les générateurs de KU(BCn,2k)) proviennent pour une part de 

KU(BUCn)). ce sont les images des Ï ,-opérations 

universelles et pour une autre part de KU(BSpinc(2k)) , ce 

sont les éléments ak et 3r Cj+1 < r < n-1) engendrés par 

les images des représentations splnorlelles A2r et A2n. 
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3. DIMENSION GEOMETRIQUE ET IMMERSION DES VARIETES 

STQBLEMENT COMPLEXES 

3rl, Uü er I tore da non-Immers I on pour les variétés 

stablement complexes 

Soit X un CW-complexe fini de dimension < 2n et soit 

x « KO(X) un élément stablement complexe. Cet élément admet 

une application classlflante X — BSO(2n) qui se relève dans 

BlKn). Notons y l'élément de KU(X) tel que e0(y) = x où 

C0 désigne l'application canonique KU(X) — KO(X). 

Sl la dimension géométrique de x est < k on peut également 

relever l'application classlflante de x dans BSO(k). et par 

su l te dans 1 'espace B (n.k). On obtlent a1ors le dlagramme 

commutât If : 

B(n,k) - BSO(k) 

X - BU(n) - BSO(2n) 

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant: 

THEOREME 3.1. Soient dlmX < 2n . x « KO(X) statement 

complexe et soit £o<U> = x où y « KU(X). Si dgx < k 

on a dans KU(X) la relation 

Ü 2^ - 1 ïr(y) = 0 (mod 2""^
1) où j = Ck/2] 

Preuve Ce résultat découle immédlatemment de la relation 

Ü 2 ^ 1 ïr = 2"-J-1 0J+, pour j = Ck/23 dans KU(B(n.k)) 
p aJ + 1 « 

en lui appliquant f1 et en remarquant que f'(yr) = yr(y). 
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Considérons maintenant M, une variété différent)able réelle 

de dI mens ion m. compacte . connexe et stabIement comp1exe 

(I.e. le fibre tangent T de M possède une structure 

complexe stable). L'élément v0 = m - T « KO(M) est donc de 
*>+ 

la forme V 0= to(\£> * où y « KU(M). Dans ce contexte le 

résultat précédent devient: 

COROLLFiIRE 3.1. Sl M" s'Immerge dans R " * k , on a dans KU(M) 

la relation 

Ü 20^"1 ïP(y) = 0 (mod 2""^
1) où j = Ck/2] et n > m/2 

Preuve On observera que si M"s'immerge dans R " + k alors 

dgv0 <
 k et si n > m/2, M* est un CW-complexe fini de 

dimension < 2n-l . 
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3.2. flpp11cat Ions du er 11ère de non-1mmers i on 

Le er I tore obtenu au paragraphe précédent s'appi I que en 

particulier à deux types de variétés stablement complexes 

bien connues, les espaces projectifs complexes et les 

espaces lenticulaires Ln(2M) . 

PROPOSITION 3.Î. L'espace projectIf complexe C Pn ne 

s'immerge pas dans R «"-2«*»-1 . 

Ce résultat figure déjà dans [15]. 

Preuve^ Supposons que C Pn s'immerge dans R 2n * k , et soit 

v le fibre vectoriel réel normal de cette Immersion. 

La classe stable vo de v vérifie l'identité 

v0 = -<n+l) c0u 

où M désigne la classe stable du fibre en droite canonique 

sur C Pn. 

Le c o r o l l a l r e 3.1 fourn11 a lors ImmédIatement la re ia t I on 

fe <- l ) r 2 1 ^ r H i T = 0 (mod 2"-J) où j = Ck/2] 
r»j+I \ r / 

et les congruences 

(n+r \ 

r) = 0 (mod 2n-J) pour j+1 < r < n, 

puisque les éléments Mr sont 1 Ibres dans KU(C P") pour 

0 < r < n. 

Lorsque r = n. en particulier, la congruence se traduit par 

la condition 
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a <n) > n - j 

d'où le résultat. 

On remarquera d'autre part que 1 es cond111ons pour 

j+1 < r < n-1 n'apportent aucune information supplémentaire 

PROPOSITION 3.2. L'espace lenticulaire Ln<2") ne s'immerge 

pas dansB 4f>"2fl<n\ pour m > [n/2] + Clog2n]. 

Preuve: Supposons que L" (2*) s'immerge dans R 2n * l * k et 

so 11 v le fi bré vector i el normal de cette Immers i on. 

D'après [20], la classe stable v0 de ce fibre vérifie 

l'identité 

v0 = -(n+D e0T'<M) 

où i désigne l'application canonique Ln(2*) — C Pn. 

Remarquons que d'après la théorie de Hirsch, il existe alors 

une immersion de R P2n+I dans R 2^+1**, et que sous cette 

condition, on a k > n. (voir C2] Th.12.8, p.77) 

Le corollaire 3.1 fournit dans KU(Ln(2*)) la relation 

fc (-l)p 2rw'(n+r)ör = 0 (mod 2""J> 

pour j = Ck/2] et Ö - T ' ( M ) . 

Rappelons d'autre part que 

KU<Ln<2*>> = 2 [03/(0^,((3 + 1)2"-!)) 

(voir [4]) et considérons la projection canonique 

Z [(J] - KU(Ln(2")) 

Il existe dans Z [o] des polynômes p(ö), q(o) et r(o) 

tels que 

'£ (-l)r 2n~r(n*r)cr = 2"~Jp(ö) + on+,q(ö) + ((0 + D 2 --Dr(O) 

Remarquons encore que l'on peut trouver des polynômes s(o) 
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et t<o) dans Z toi tels que 

(0 + I)2--I = 2N s(o) + on+1t(o) 

lorsque m > N + Clog2n3. 

En effet, 

C 0+I)2--I = £ (2"] or, et( ) est divisible par 2*~*<r> 

Ici v2(r) désigne la plus grande puissance de 2 divisant r, 

et vérifie l'inégal i té V2Cr) < Clog2(n)] pour r = 1,2 n. 

Par conséquent» en posant N = Cn/2], on a dans 2 Co] la 

relation 

fc (_l)r 2^(^)01* = 2""JCp(O) + s(o)r(ö)) 
r«j+l \ p / 

+ on+I (q(o) + Uö)r<ö)) 

puîsqu'lci n-j < n-l-Cn/2] < [n/23 . 

On peut donc conclure comme dans la proposition 3.1. 

Remarque: Lorsque m < Cn/2] + Clog2n], on peut se demander si 

notre critère fournit encore des informations sur k. Sans 

répondre â cette questlon. on peut toutef01 s si gnaler que 

pour m = K cas des espaces projectifs réels, la relation du 

corollaire 3.1 est triviale. 
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3.3. Classe d'Euler ei immersIon des vanlétés stablement 

complexes 

So i i M une varI été dIfférentlable réel le de d i mens i on m 

comme sous 3.1, et supposons que M s'Immerge dans R * + & . 

SoIt v le fibre normal de cette immersion et soit v0 sa 

classe stable. Par hypothèse sur M, Il existe un élément 

y e KU(M) tel que v0 = CoCy)-

Désignons par f: M — BSO(2k) la classifiante de v0 et par 

g: M — BU(n) la classifiante de y, pour n > m/2. Il existe 
M 

alors f: M — B(n,2k) telle que le diagramme suivant soit 

commutai if : 

BU (n) 

BSO(2k) 

BSO (2n) 

Soit £ « KU(B(n.2k) la classe d'Euler du fibre 

Pk = f2k<u2k) où U)2R désigne comme dans le chapitre 2 le 

fibre vectoriel universel sur BS0(2k). 

Rappelons que 

C = ïk + ßk+i - 2a (1) 

et que le diagramme suivant est commutât If par naturali té 

des opérations d'Adams 

KU(BCn. 2k) - KU(M) 

<P2 I I * 

KU (B (n, 2k) - KU(M) 
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ce qui nous fournit l'identité 

V2Cf1CC)) = f'(<p2(c)) <2> 

Dans la suite nous allons examiner la classe d'Euler f'(e) 

de v et ti rer part l de la rei at l on (2) lorsque 

M = C Pn et M = Ln<2") . 

PROPOSITION 3.3. Si C Pn s'immerge dans R **-2-<n> . /J 

existe un entier a0 teJ que la série de puissances 

E art
r = aoCloga+t))*1-0^1/^1 

r > n- a <n> 

satisfait les conditions 

ar = 0 (mod 2) pour n- a <n) < r < n-2 

ar = 1 (mod 2) pour r = n-l,n 

Ce r é s u l t a t f i g u r e dé jà dans C17]. 

Preuve * Observons d 'abord que 

f ' < £ ) = f ' ( r k + 3 k + i - 2 a k ) = fc a r M
r 

où les ar satisfont les conditions 

ar = 0 (mod 2) pour k < r < n-2 

ar = 1 (mod 2) pour r = n-l.n 

En effet, on a dans KU(C Pn) la relation: 

2**Tl<tm) = h 2"^ br M
r = fc (-Dr 2^("^) Mr 

r^ï+l r^<+l V r / 

et par conséquent 

br = (-l)
p 2 ^ ( ^ ) 
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satisfait les conditions! 

br = 0 (mod 2) pour k+1 < r < n-2 

br = 1 (mod 2) pour r = n-1. n 

pour k = n- a (n). 

On vérifie de môme que 

<-l)k( J = O (mod 2) pour k = n-a (n), 

pour autant que a (n) > 1. 

Nous pouvons ainsi décrire le premier terme de l'Identité 

(2> dans KU (C Pn) par 

*2(f'(e)) = £ a rM
r(M+2) r (3) 

Par ailleurs* avec la description de la classe de Thom de 

pk donnée sous 2.2. on vérifie facilement que 

f'(*2(e)> = J^arMr( E 2k_J (""" ]M J + j b b j ^ <4) 

où è b j r i
J = f'CButi) dans KU(C Pn) 

L'identité (2) se traduit dans KU(C Pn) par l'Identité des 

polynômes (3) et (4) jusqu'aux termes de degré n. En 

identifiant les coefficients des termes de degré < n .on 

obt i ent un système de n-k équatIons 11néaI res homogènes 

r ( 2 2 ^ ( J ) - 2k+J-r ( """1J)Sj = 0 pour k+1 < r < n 

que l'on peut résoudre récursivement. en donnant une valeur 

arbitraire à ak. Pour chaque choix de a*, on obtient une 

solution unique pour les coefficients ak+l an. 

De plus l'expression donnée sous (4) coïncide jusqu'au degré 

n avec 
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^ a p M r 2^1+11/2) -o-l 

Par conséquent le polynôme £ 3rMr satisfait 1'équation 

fonctionnelle 

fCta+2)) = 2kf<t)<l+t/2)"n"i <5) 

dans l'anneau des po1ynômes tronqués â la hauteur n. Les 

solutions de cette équation dans Z [Eo]] sont de la forme 

f(t) = a0<log<l+t))°*
fc*l/tl,*! 

ce qui nous permet de conclure puisque 

Z C C Ö J I / C Ö " * 1 ) = Z E Ö J / C Ö 0 4 1 ) 

PROPOSITION 3.4. Sì Ln<2"> s'immerge dans R 4 ^ 1 - 2 ' M et 

si m > n + Elog2n], /J existe un entier a0 teJ que Ja 

série de puissances 

E artr = aodogCl+t) ) 2 ^ 0 0 0 * 1 /^ 1 

p > n- a Cn) 

satisfait les conditions 

Sn = O (mod 2) pour n- a (n) < r < n-2 

a,. = 1 (mod 2) pour r = n-l,n 

PreuveJ Supposons que Ln(2") s'immerge dans R *" * l * Ä avec 

k = n- a (n), et considérons la projection canonique 

Z E O ] - KU(Ln(2")> 

Sl m > En/2] + Elog2n]. f
l(e) « KU(Ln(2">> est représenté 

dans Z Ed] par un élément de la forme 

E a r * ' 
r> k 
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avec a r = O (mod 2) pour k < r < n-2 

a r = 1 (mod 2) pour r = n - l . n 

1/*\ On peut donc représen te r ¥ ( f < e ) ) dans Z C O ] par 

E a r ö r ( ö + 2 ) p (6) 
r» k 

avec les conditions cl-dessus pour les coefficients ar. 

L'élément f'(*2(£)) est quant à lui représenté par 

E k a r o r ( Ç 2 k " J ( J o J + fcbjöJ) dans Z Co] <7> 

où E b , o J représente f l ( ß k + 1 ) dans Z C o ] . 
J==K+1 

La r e l a t 1 on (2) a I ns I que les express I ons (G) e t (7) nous 

permet ten t d ' é t a b l i r l ' I d e n t i t é su i van te dans Z Co] 

E a r ö r < o + 2 ) p - E a r o r ( E 2 k - J ( ~ n - 1 ) ö J + fcb,öJ> = 

p ( ö ) o n + 1 + q ( o ) <<o + l ) r - l ) (8) 

où p(o) et q(o) sont des éléments de Z Co]. 

Rappelons que le polynôme < 0 + I)2^-I peut s'écrire sous la 

forme 

2Nr(o) + on+1s(o) , dès que m > N + Clog2nl 

avec rCo) et s(o) des éléments de Z Co]. 

Sl nous comparons les coefficients des termes de degré plus 

pet 11 ou éga 1 à n dans (8) , nous obtenons 1 e systôme 

d'équations linéaires modulo 2M 

Ç <22j-r(p
J ) - 2J+k-r(^))a0 = 0 (mod 2

N> . k+1 < r < n 



51 

pour autant que m > N + Clog2n3 . 

Cons I dérons la matr i ce fi de ce système. el le a la forme 

suivante: 

/ 3k+l k 9k+l k+l 0 0 

3k+2 k 3k+2 k+l k̂+2 k+2 0 0 

Van k ^n k+l •n n 

avec a r j = 2
2W J ) - 2J+k-r(~^) = O (2-*") puisque j > k 

On peut associer un homomorphisme de Z -modules è cette 

matrice fi 

«. y n-k+1 __ y n-k 

n-k Désignons par (er)rsi „_* la base canonique de Z 

on peut montrer par I nduct l on descendante sur r . que pour 

chacun des er. il existe un entier impair Nr tel que 

2n_rNr er 

soit dans l'image de fi. 

En effet, pour r = n-k. on prend le dernier vecteur colonne 

de la matrice fi» 

n̂-k+i = an Hen-K = <2n - 2k)e^ = 2"(2^-Den.* 

et si l'on pose Nn_k = 2"""-I, on obtient la relation 

cherchée. Supposons alors le résultat vrai pour 

s+1 < r < n-k et désignons par va+l le s+l-lôme vecteur 

colonne de la matrice fi. Dans la relation 



52 

2^" 8 Nv 8 + 1 = 2M c - *Na k» t k + . e. + 2 n * * N a k ^ i k « O8+1 + . . . + 

2""^8NanK+8 e ^ od N = N 8 + 1 N 8 + 2 . . . ^ 

l es vec teu rs 2" -*"8 Nak+r,k+8 e r sont dans 1 ' I mage de fi pour 

s+1 < r < n-k puisque 

2^ -8NaK+P k*. es t d i v i s i b l e par 2 ^ - 8 * * 8 ^ N P = 2 1 ^ N n 

pour s+1 < r < n-k 

On en déduit alors que le vecteur 

2n_k-8N a k + 8 k + 8 e8 = 2rv4<_eN<28 - 2k> e8 = 2 n " 8 N(2 8 - k - l ) e8 

se trouve dans l'image de fi et en posant N8 = N(2*^-l) que 

le résultat est encore vrai pour r = s. 

Posons maintenant N = n, et considérons X=(Xj. ... . Xn-k> une 

solution du système d'équations 

fix = O <mod 2") 

Il existe alors une solution x' = (xi Xn^) du système 

d'équations 

fix = O (9) 

telle que xP = xr (mod 2) pour 1 < r < n-k 

En effet soit x une telle solution, il existe un élément y 

de Z ""* . vér l f l ant l'I dent I té 

fix = 2ny 

fivec la remarque précédente et en posant N = NiN2...Nn^, on 

peut af f l rmer que 2""1 Ny est 1 ' l mage d'un élément z de 

Z 0^+1 et que 

Nx - 2z 
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est le candidat tout désigné pour x*. 

11 suff 11 alors de rappeler que les solut l ons de (9) sont 

les n-k premiers coefficients du développement en série 

entière de 

a0Gog <l+t))
nHlfl/tnfI 

pour conclure. 
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