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L INTRODUCTION

On sait que le groupe symétrique de degré n peut étre défini sous forme
abstraite par deux éléments générateurs S et T liés par un systéme de relations
caractéristiques. MUle S, Piccard a étudié les relations caractéristiques de
chacune des bases d’un systéme complet de bases indépendantes des groupes
symétriques de degré 3, 4 et 5. MVe S, Piccard a bien voulu nous confier 1a
tiche de poursuivre cette étude pour le groupe symétrique de degré 6. En
méme temps, il s’agissait d’exposer les méthodes utilisées dans cette recherche.

M1le 8, Piccard nous a suivi constamment au cours de ce travail. Ne
ménageant nj son temps, ni sa peine, elle a guidé notre recherche et nous a
prodigué de judicieux conseils. Ce fut pour ’auteur un précieux encoura-
gement et il tient 4 exprimer & M!e S, Piccard sa trés vive reconnaissance.



1. HISTORIQUE

On sait qu’un groupe donné est complétement caractérisé par sa table de
multiplication ou table de Cayley !). Ce schéma étant valable pour tous les
groupes simplement isomorpbes, on obtient ainsi, sous forme abstraite, les
propriétés du groupe «en soi», indépendamment de ses modes de repré-
sentation.

Mais, 1l est peu commode de construire un groupe abstrait en établissant
sa table de multiplication. Sauf dans des cas trés simples et particuliers, on se
heurte & des difficultés qui sont bien connues. 11 est donc naturel de chercher
d’autres méthodes. L'une d’elles, devenue classique, consiste a définir an
groupe abstrait & partir d’un certain nombre d’éléments de ce groupe et en
tenant compte, s’il y a lieu, de certaines relations entre ces éléments.

Définition 1. — On dit que des €léments S, T, U,... d’un groupe G forment
une base de ce groupe, si touws Ics €léments de G peuvent étre obtenus par
composition des éléments S, T, U,...

Les éléments S, T, U,... portent le nom d’éléments générateurs ¥ ou
d’éléments fondamentaux *). ‘

Considérons les éléments S, obtenus par itération d’un sen] élément S,
1’ensemble des S! forme un demi-groupe *). On peut construire un groupe en
adjoignant & 1’élément fondamental S, par exemple, son inverse T défini par
la relation:

n SfT=8 ou ST =S

1) Cayley {12) p. 123. Le numéro suivant le nom de ’auteur se rapporte A la bibliographie
de la page 97.
) Moore (20) p. 357.
%urILSJ(C{E)Q) p. 20. Paragraphe 18 et p. 464, Note C.
ve
Bourbaki (1), Paragranhe 6. N? 2, p. 67.
Dubreuil (3; 12,
g Burnside (2) p. 21 paragraphe 18,
Dubreuil (3 p. : .



Cette formule définit T comme Vinverse de S au sens des postulats de la
théorie des groupes. En effet, comme nouns allons le voir, ST n’est pas seulement
élément neutre A droite pour S, mais encore €lément neutre bilatére pour S, T,
et par suite pour tous les éléments engendrés par S et T. Composons (1) 3
pauche avec S: -

(2) ' - ST = S(5'T) = §*
Composons (1) a droite avec S:
3 SIS = §¢

En égalant les valenrs de S2, tirées de (2) et (3); nous avons:

€)) - S§tTTS = S$°T
Or, cette égalité entraine:

(%) © (ST)S = S(ST)

car si on avait:

(6) (ST)S # S(ST),

cette inégalité entrainerait par composition & gauche avec S:
@ STTS # ST

inégalité qui serait en contradiction avec (4). Daprés (5), ST est donc bien
élément ncutre 3 pauche ¢t A droite pour S,
Composons (5) a gauche avec T

(8 T(ST)S = TS(ST) = TS d’aprés (1).
Cette égalité entraine la suivante:

(9 TET)y =T

car I'inégalité:

(10) ' T(ST) # T

entrainerait par composition a droite avec S I'inégalité suivante qui serait en
contradiction avee (8):

(1n T(ST)S #= TS
ST est donc élément neutre & droite pour T ¢t on montrerait de méme

qu’il est nentre A gauche.
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Ainsi, les éléments S et T forment la base d’un groupe. En posant T = §—1

et ST = 1, on voit immédiatement que ce groupe est 51mplemcnt isomorphe ..

au groupe additif des nombres entiers relatifs.

Remargque 1. — Dans la notation ST, nous convenons de composer les
€léments de droite & ganche, dans I’ordre T, puis 8. Cette écriture est généra--
lement adoptée actuellement 1)-; on la trouve déja dans les Exercices d’Analyse .
de Caunchy et dans Serret t), bien qu’a cette époque la composition de ganche
a droite fit plus courante ).

Remargue 2. — M. Dubreil ) donne une définition de la base différente
de la définition 1. Dans sa définition, le groupe est’engendré par les éléments
générateurs et leurs inverses ®), Au sens de cette définition, le groupe considéré
A la page prccedentc peut &tre engendré par le seul élément S. 11 est clair que

dans vn groupe fini les deux définitions sont équivalentes.
‘ 11 peut exister entre les éléments d’un groupe & des relations qui ne soient
pas une conséquence des postulats de la théorie des groupes. En particulier,
dans I’exemple de la page 9, si I’on fait I’hypothése que les éléments S! ne sont
pas tous différents les uns des autres, il existe certainement un entier m tel que:

(12) §l+m — §1

Dans ces ¢onditions, les S! forment un groupe simplement isomorphe an
grovpe cycligue d’ordre m.

D’une fagon générale, dans un groupe fini G, engendré par les éléments
fondamentaux S, T, U,...,'il existe des relations qui peuvent se mettre sous
la forme: ) .

as; - , f(8,T,U,..) =

Il est intéressant de considérer parmi ces relations celles dont on peut -
déduire toutes les antres.

Définitian 2. — Un systéme de relations (14) F(5,T,U,...) = 1 est un
systéme de relations caractéristiques du groupe G engendré par 5,T,U,.. '
toutes les relations f(8,T,U,...) = 1, existant entre les elements du groupe, sont

e conséquence des relations (14).
' Ces relations caractéristiques portent aussi le nom de relatmns fonda-
mentales ¥} oun relations génératrices 7).

Y Van der Wacrden (8) ch. I, p.
%) Encycl, (9 t. 1. A . p. 210, note ‘8. Serrct (7) p. 246.
Burnside (2) ch. 1 3
‘) Dubreil (3) p. 112, - -
4} Dyck (13) sechon T, p. 5, méme définition. ~
; Dubreil (3} p. 112
Moore (20) p. 357.
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Au nombre des premiers groupes qui ont ét€ définis par un systéme d’éléments
générateurs liés par des relations caractéristiques, il convient de citer les groupes
de rotations laissant invariant un polyédre régulier.

Déja, en 1847, W. R. Hamilton 1} définissait le groupe de I'icosaédre au
moyen de trois éléments générateurs S, T, U, liés par les relations ®):

(15) St = |
T =1
Us = -
U = ST

Cetie question fut reprise en détail par van Dyck. Pour le groupe de
I’icosaédre, il donne les felations caractéristiques suivantes *):

(16) 52 =1
T =1
Us =1
STU =1

Nous avons cité ce groupe, isomorphe au groupe alterné de degré cinq et
d’ordre 60, en raison de son importance bien connue ¢); mais d’autres groupes
finis ou infinis ont été étudiés de ce point de vue. Qu’il nous suffise de
mentionner les travaux de Netto ®) s’attachant aux groupes engendrés par deux
éléments.

C’est en 1896 que paraissent presque simultanément deux travaux trés
importants sur la définition abstraite du groupe symétrique de degré n: S,
L'un est d@i & Burnside ¢ et fut présenté le 12 novembre 4 la Société Mathé-
matique de Londres. L autre est dG 4 E. H. Moore 7) de Chicagoet futluala
méme société un mois plus tard, soit le 10 décembre.

A T’époque seule €tait connue la définition abstraite des groupes symé-
triques de degré 3 et 4 et dont Burnside rappelle les relations caractéristiques 9):
an §e 1

T? 1
_ @T) =
(18) 5t
TB
(ST)

II [

1

!
1

Dans cet exemple, comme dans les suivants, nows uniformisons les notations.
Dyck 513 p. 35, formules (35),
t4) p. 82. paragraphe 2.
g Klein (5).
Netto (63 paraqraphe 37, p. 37
3-262.

Burn5|de (]D) p 119-129,
Moore (20) pp. 357-366.
Burnside (10) p. 119.

E Hamilton (15) p. 415-416,
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Burnside généralise ces systémes et caractérise le groupe symétrique de
degré n par les relations 1): )
(19) St =1
R |
(stn)nﬂ-l — 12)
auxquelles il convient d’adjoindre les relations:
(20)  [(BSn)— 8t =1 (r = 2,3,..,n)

Q1) (SSISST) = | (r =23, 5 ou —)

I

3n—10 3n—11
2 T2
impair. En effet, les relations (20) pour r = 2, n—I], n, équivalent au
systéme (19).
Pour établir ce résultat, I’auteur traduit sous forme abstraite les propriétés
du groupe engendré par les substitutions:

St = (123..1) @ = 2,3,..n)

dont le nombre n’excéde pas suivant que n est pair ou

En particulier ’ordre r des éléments générateurs peut &tre formulé en
termes de S, et Sy, ce qui fournit les relations (20). La démonstration se fait
par induction et Burnside prouve que si S, et S,_, engendrent le groupe
symétrique de degré n—1, il suffit pour obtenir le groupe symétrique de degré n
d’introduoire Pélément S, et les relations caractéristiques supplémentaires ®):
22y (S5:878:57%) = 1

Sp—1 = Sn_lszsxaa

Notons encore que Burnside établit directement les relations caracté-

ristiques du groupe S;: %)

(23) H = 1
(8:8,5,5;7")* = 1
(SeSg)* = 1
S =1

et ceci en faisant intervenir élégamment les relations (15) de Hamilton, en

posant:

(24) U = S
5 = (55,

) Nous mvcrsons I'ordre des lettres pour qu'il soit conforme & 1'ordre admis dans la
remarqg ue |

% Burnsxde (10) p. 128. ’
Burnside {10) p. 121,

4} Burnside (10 p 125 paragraphe 6.
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Enfin, pour le groupe §,, les systémes (19) et (20) deviennent:

(25) §2 =1
Si =1
(S Sn)B =
(S:8:5:5¢ 1)3 =1.
(stgsssfl)" = 1
(8,888,859 = 1

Le travail de Moore donne des relations caractéristiques plus simples et
le nombre des relations est inférieur 4 celui de Burnside. Le mathématicien
anglais s'était d’ailleurs déclaré prét i retirer son travail au profit de son
collégue américain !). _

Moore s’appule sur le fait que les transpositions

S = (i,i+1) i=12....n—1)

engendrent le groupe Sy, Sous forme abstraite, il démontre que les éléments S;
liés par les relations ¥):

(26) §t =1 G=12...n=I)
(SiSis ) = (i =12,.....0—2)
(SSy)2 = 1 i=12...0-3)

G = i+2i+3,...0—1

engendrent un groupe d’ordre n! simplement isomorphe au groupe symétrique
de degeé n. C'est aussi par induction que le théoréme est établi et Moore
utilise, comme Burnside, le fait que le groupe Sn—, et le groupe eyclique
engendré par:

T = 8:8:...5;...8:1

sont permutables. La seconde forme *) donnée par Moore aux relations carac-
téristignes nous sera plus utile pour la svite. Elle ne fait appel qu'd deux
éléments générateurs que nous désignerons par S et T. On a €):

27) Sno= |
T: = 1
SO = 1
STTSHTy = 1
(STITSEIT) = 1

=23.....0—2)

Les relations avec le signe supérieur sont des conséquences des relations
avec le signe inférieur. Le systéme de Moore est remarquable par sa symétrie.

g Burnside (10) D ll9 nole.

Moore {20) p.

g Moore {20} p. 364 paragraphe 3.
Moore (20} p. 358 et 364. .
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Burnside reprendra dans son traité ce systéme et donnera une démonstration’
abrégée 1).
Envisageons le cas particulier de n = 6 qui retiendra naotre attention
par la suite:
- (28) - 8¢ =1
' T: = 1
(ST = 1
(STS—T)* =
(S TS—°T)* =
&1 =1
Signalons enfin que Miller %), dans son étude des groupes de degré non
supérieur 4 7, donne un autre systéme de 5 relations caractéristiques pour S,;

(29) .8 =
' Tt =1
(ST = 1

(S?T=84T)* = 1
SETBS(S*TIT(S*TIT = |
Miller déduit ce systéime de celui du groupe alterné ?). Le seul avantage -
de ce systéme est de n’avoir que 5 relations caractéristiques, car la derniére
est loin d’avair la simplicité des relations des systémes précédents. Burnside ¢)
préfere donmer aux relations caractéristiques une forme plus symétrique. Tl
propose le systéme suivant, liant n—1 éléments générateurs, et qui contient par
ailleurs un bon nombre de relations superflues:

(30) §1 = 1
(5;5)* = 1
(8888 =1 1#j]#k
. ik = 1,2,....n—1

1 Burnside (2 notcCDD 464-465,
8-369.

e (2)

1) Miller 5]9 pp.

'; ‘Miller {19} p. 372, liens 13.
o'(2) note C p. 464,

Lok
[1ad

Burnsid
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II. LES BASES DU GROUPE SYMETRIQUE

Comme le remarquait déja Miller ¥), un méme groupe peut &ire carac-
térisé de fagons bien différentes suivant la base utilisée. Les relations caracté-
ristiques définissent le groupe sous forme abstraite, tout en conservant Jes
particularités de la bas¢ qui engendre ce groupe. Burnside ®) cite comme
exemple le groupe symétrique de degré trois, qu'on peut définir soit par les
relations caractéristiques: -

M St =1 U =1 (SUE =1
A partir de deux éléments générateurs S et U, soit par le systéme:
(2) Ut=1 Ve=1 (UVp =1

obteuu également a pai'tir d’une base du second ordre.

Moore ®) et Miller ) donnent deux systémes de relations caractéristiques -
pour le groupe symétrique de degré 6 qui sont trés différents. Dans le systéme
de Moore, les éléments générateurs sont respectivement d’ordre 6 et 2, alors
que daus le systéme de Miller ils sont d’ordre 6 et 4.

Avant d’établir divers systémes de relations caractéristiques d’un groupe,
il s’agit d’en étudier les bases. MMe S Piccard s’est occupée spécialement %)
des couples de substitutions qui engendrent Je groupe symétrique de degré n
On sait que-le groupe symétrique de degré n est engendré par les transpositions:

(12) (13) ..... ... (Im) i=23,...,n

Une généralisation de ce théoréme est due A P. Hoyer %). Mle 8. Piccard ‘
a établi divers critéres qui permettent de déterminer si deux substitutions

Y Miller (19) p. 363.
% Burnside (2) p. 21.
Moore, voir chap. 11, relations (ZB)p 15.
Voir chap. 1L, relations (29) p.
S. Piccard (22) et (23).
Hoyer (17) p. 539-544.
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S et T forment ou non une base du groupe symétrique de degré n. Ses recherches
aboutissent 3 un important théoréme d’existence 1):

Quel que soit 'entier n > 3, il existe, pour toute snbstitution non
identique S du groupe 8y, au moins une substitution T du groupe S, qui
constitue avec S une base de Sy, A I'exception des trois substitutions (12)(34),
(13)(24), (14)(23) qui ne font partie d’aucune base du groupe S,. )

Remarquons que les substitutions qui font exception: (12)(34), (13)(24),
(14)(23), forment avec la substitution identique un groupe simplement iso-
morphe au groupe de Klein 2).

Définition 3. — Deux bases §,T et §',T’ du gronpe S8, sont semblables s'il
existe une substitution R telle que I'on ait simultanément soit §* = RSR—1,
T = RTR, s0it 8’ = RTR—,, T = RSR—L.

On dit aussi que la base $',T" est la transformée de la base S,T par la
substitution R. Inversément, la base S, T est la transformée de la base §',T'
par la substitution R—1,

Soit S,T une base du groupe symétrique Sy,. On peut se demander quel
est le nombre des bases semblables & la base S,T. MV §, Piccard a démontré ?)
qu'il existe, 4 ce point de vue deux espéces de bases, les unes admettant n!

transformées distinctes et les autres 112—'
Définition 4. — On appelle base de premiére espéce du groupe S, une

base qui posséde n! transformées distinctes par les substitutions de Sy. %)
On appelle base de seconde espéce du groupe S5 une base gui posséde

n} T o
E’ transformées distinctes par les substitutions de Sp. ¥)

Le nombre de toutes les bases du groupe symétrique de degré n est donc

. ny
un multiple de 5 %) et nous pouvons poset:

3 No = Kn'39)
ol N, désigne le nombre total des bases de 8§, et K, un entier positif.

Remarque 3. — Deux bases semblables S,T et §',T* du groupe S, sont
caractérisées par les mémes relations. En effet, par hypothése:
4) s RSR—? ou § = RTR!

T RTR—? T = RSR-!

Nous n’envisageons que Ja premidre hypothése, la seconde conduisant 2

des dévcloppements tout & fait similaires.

) S. Piccard (22) p. 80, proposition 42.
van der Waerden (8} p. 36, Auf ben 1 und 4.
S. Piccard (22) eoroltaire 24 p.
S. Piccard (22) page 88.

§. Piccard ?22} p. 91, vroposition 47.

S, 22) p. 88,

.o =

Piccard
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A toute relation (5) £f(S',T") = 1 entre les éléments générateurs S’ et T",
le systéme (4) fait correspondre !a relation:

»

filRSR—LRTR—!) = RfS,H)R—! = 1]
d’on I’on tire:
(5" fS,T) = 1

Réciproquement, toute relation (5°) entraine (5) d’aprés (4).

Il s’ensuit que pour I’étude des relations caractéristiques du groupe Sy,
les bases semblables peuvent étre considérées comme équivaleutes.

Définition 5. — Deux bases §,T et §', T' du groupe 8, sont indépendantes
si, quelle que soit la substitution R du groupe S,, les deux bases RSR—,
RTR—! et S, T' sont distinctes, c’est-d-dire différent au moius par une
substitution ).

Définition 6. — Soit My un eutier supérieur & 1. Nous disons que M,
bases $;.T; (i = 1,2,...,Mp) du groupe 8, forment un systéme complet de
bases indépendantes de Sn i elles sont toutes indépendantes deux a deux et
si toute base de $; s’obtient en transformant Iune des bases du systéme
considéré par une substitution déterminée de S, %). ‘

Le nombre M, est un invariant du groupe $,. Tout systéme complet de
bases indépendantes de $, posséde des bases de premiére espéce et des bases
dc seconde cspéce. ‘En désignant par My’ le nombre des bases de premiére
espéce et par M,," le nombre des bases de seconde espéce, on a:

(6) My = M'n + M”n
(7) Kn == 2M'n + M”n

ol K;; a la méme signification que dans (3). )

MUe §, Piccard a établi un systéme complet de bases indépendantes pour
chacun des groupes symétriques de degré 3, 4, 5, 6, %) et 7 *). Dans un travail
postérieur *), M!e Piccard a étudié les relations caractéristiques de ces bases
pour les groupes symétriques de degré 3, 4 et 5.

Il nous appartenait de poursuivre cette étude en établissant les relations
caractéristiques des bases du groupe symétrique de degré 6.

S. Piccard (22) p. 9, définition 3.

. Piccard (22} p. 9, définition 4.
-8. Picecard (22) p. B8,

. Piccard (22) p. 98-101.

[ 3} p. 47-117.

. Piccard (24) p. 88-91,

- e
[

vieagn
ol
g
(=%
-
(0]
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1V. ETUDE DE QUELQUES BASES DU GROUPE 5§,
ET DE LEURS RELATIONS CARACTERISTIQUES

Un systéme complet de bases indépendantes du groupe symétrique S,
comprend 163 bases: 155 de premitre espéce et 8 de seconde espéce. D’aprés
les notations introduites dans le chapitre précédent, on a donc:

M M, = 163 M) =155 My =38
) Kn 318

0

La valeur de K, calculée par la formule (7) du chapitre 111, permet de
déterminer le nombre total des bases du groupe S,. Il suffit de remplacer Xn
par sa valeur dans la formule (3) du chapitre 111:

@ . Na=318. 8§ = 10y

L’étude des relations caractéristiques des 163 bases indépendantes du
groupe S, est facilitée du fait que le groupe S, posséde des automorphismes
extcrnes. Holder a démontré %) que le groupe symétrique de degré n ne posséde
des automorphismes externes que pour n = 6, Mle S, Piccard a donné %)
- une nouvelle démonstration de ce théoréme en mettant en évidence la cause
de ce résultat. Le nombre 6 est le seul entier qui est a la fois égal 4 1a somme et _
au produit de ses diviseurs propres ¢):

(4)" 6=14+24+3=1.2.3

D fait de I’existence des automorphlsmes externes, les bases du groupe Sa
- se répartissent en deux catégories.

Défmition 7. — Une base S,T du groupe S, est dite base de premiére
catégorie §'il lui correspond une base semblable par les automorphismes du

Y} 8. Piccard (23) p. 117.
') Halder (16) p, 333-345,
§. Piccard (24) p. 94-100.
4} S. Piccard (24} p. 96, relation 4.
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groupe S,. Dans le cas contraire, 1a base S, T est dite de seconde catégorie. )

Le groupe §; posséde 7 bases de premiére catégorie et 156 bases de seconde
catégorie réparties en 78 couples de bases qui se correspondent par les auto-
morphismes externes du groupe S,. %)

Nous donnons dans le tableau I un systéme complet de bases indépen-
dantes du groupe S,. *) Deux bases §,T et §',T' écrites sur la méme ligne se
correspondent par les automorphismes externes du groupe S,. Elles seront
donc caractérisées par les m&mes relations. Pour I’étude des relations carac-
téristiques, il suffit de considérer les 7 bases de premiére catégarie et une base
de chacun des couples de bases de seconde catégorie. '

L2 méthode que nous utilisons dans cette étude nous a été indiquée par
MHe §. Piccard qui I’a elle-méme employée pour 1’étude des groupes symé-
triques de degré n (n = 3, 4, 5) ). Cette méthode rappelle par son prineipe la
méthode citée, en particulier, par Hoyer *) et Netto ¢). Elle est valable pour
tout groupe fini 6 de substitutions.

L’étude d’un groupe fini G, engendré par deux substitutions S et T
comprend:

A) la reconstitution du groupe G i partir de ses éléments pénérateurs
SetT;

B) 1a liste des relztions obtenues par la reconstitution;
C) Vélimination des relations superflues;

D) un systeme de relations caractéristiques du groupe G accompagné, s'il
y a lieu, d’un bref eommentaire.

A. RECONSTITUTION DU GROUPE

Soit S et T les éléments générateurs du groupe fini G. Nous supposerons
que ’ordre m de S soit supérieur ou égal A I"ordre n de T.

() S m>=n

11 est avantageux dans ce cas de eommencer Ja reeonstitution du groupe
par les éléments S (G = 1,2, ..., m).

) §. Piccard (2 43

M S. Piccard (24) p. 92-94,

'% S. Piccard (24; p. 92-94,
S. Piccard (24

; Hoyer (18) p. 103-108
Netto 21) p '256.
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S
8 (1234)
10 (1234)
12 (1234)
14 (1234)
16 (1234)
18 (1234)
20 (1234)
22 (1234)
24 (1234)
26 (1234)
28 (1234)
30 (1234)
32 (1234)
34 (1234)
36 (1234)
38 (123) (45)
40 (123) (45)
42 (123) (45)
44 (123) (45)
46 (123) (45)
48 (123) (45)
50 (123) (45)
52 (123) (45)
54 (123) (45)
56 (123) (45)
58 (123) (45)
60 (123) (45)
62 (123) (45)
64 (123) (45)
66 (123) (45)
68 (123) (45)

" TABLEAU 1.3

Bases de premiére catégorie:

S T

1 (1234) (1356)

2 (123456) (12) (364)

3 (123456) (12) (365)

4 (123456) (13) (456)

5 (123456) (13) (465)

6 (123456) (14) (235)

7 (123459) (14} (236)

Bases de deuxiéme catégorie:

T S
(456) 9 (1234)
(125) (36) 11 (1453)
(152) (36) 13 (1435)
(125) (46) 15 (1534)
(152) (46) 17 (1354)
(135} (46) 15 (1432)
(153) (46) 21 (1234)
(12} (356) 23 (1342)
(12) (456) 25 (1243)
(13) (256) 27 (1463)
(12) (3456) 29 (1234)
(12) (3654) 31 (1234)
(12) (3546) 33 (1234)
(15) (2364) -35 (1234)
(15) (2436) 37 (1234)

(146) .
{164)

(14) (26)
(14) (56)
(14) (36)
(12) (346)
(12) (364)
(14) (236)
(14) (263)
{(14) (256)
(12) (34) (56)
(124) (356)
(142).(365)
(145) (236)

- (154) (263)

(134) (256)

) 8. Piccard (24) p. 92-54.

39 (123456)
41 (123456)
43 (123456)
45 (123456)
47 (123456)
49 (156324)
51 (132564)
53 (135624)
55 (142653)
57 (145623)
59 (123456)
61 (123456)
63 (123456)
65 (123456)
67 (123456)
69 (123456)

T -

(152) (346)
(123456)
(123456)
(123456)

(123456)

(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(15) (2346)
(15) (2643)
(13) (2456)
(15) (2463)

(15) (2634) .

- (124) (365)

(125) (364)
(12) (35)
(12) (36)
(12) (46)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(12)
(142)
(124)
(123)
(132)

- (125)
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S

70 (123) (45)

72 (12345)

74 (12345)

76 (12345)

78 (12345)

80 (12345)

82 (12345)

84 (12345)

86 (12345)

88 (12345)

90 (12345) .

92 (12345)

94 (12345)

96 (12345)

98 (12345)
100 (12345)
102 (12345)
104 (12345)

1106 (12345)
108 (12345)
110 (12345)
112 (12345)
114 (12345)
116 (12345)
118 (12345)
120 (12345)
122 (1234) (56)
124 (1234) (56)
126 (1234) (56)
128 (1234) (56)
130 (1234) (56)
132 (1234) (56)
134 (1234) (56)
136 (1234) (56)
138 (1234) (56)

. 140 (1234) (56)

142 (1234) (56)
144 (123456) |
146 (123456)
148 (123456)
150 (123456)
152 (123456)
154 (123456)
156 (123456)
158 (123456)
160 (123456)
162 (123456)

24

T
(143) (265)
(56)

(1263)
(1362)
(1346)
(1643)
(123) (46)
(132) (46)
(123) (56)
(132) (56)
(124) (36)
(142) (36)
(124) (56)
(142) (56)
(126) (34)

(162) (34)

(126) (35)
(162) (35)
(126) (45)
(162) (45)
{136) (24)
(163) (24)
(136) (25)
(163) (25)
(136) (45)
(163) (45)
(17) (345)
(12) (354).
(12) (336)
(12) (456)
(13) (256)
(15 (234)
(13) (243)
(15).(236)
(15) (263)
(15) (346)
(15) (364)
(12) (345)
(12) (354)
(12) (346)
(12) (456)
(12) (465)
(14) (253)
(134562}

(126543)

(132654)

(143265)

S
71 (123456)
73 (12345)
75 (12345)
77 (12345)
19 (12345)
81 (12345)
83 (12354)
85 (12543)
87 (13452)
89 (14532)
91 (15243)
93 (14235)
95 (15324)
97 (13425)
99 (14523)
101 (14352)
103 (15432)
105 (12345)

107 (12534)

109 (13254)
111 (13245)
113 (15342)
115 (12435)
117 (15423)
119 (13524)
121 (14253)
123 (13) (2456)

125 (13) (2654)
127 (12) (3465)

129 (12) (3564)
131 (14) (2536)
133 (12) (3645)
135 (12) (3546)
137 (13) (2546)
139 (13) (2564)
141 {13} (2465)
143 (13) (2645)
145 (13) (265)
147 (13) (245)
149 (12) (356)
151 {13) (254)
153 (13) (256)
155 (14) (263)
157 (123) (45)
159 (123) (45)
161 (123) (45)
163 (123) (45)

T
(152)
(14) (23) (36)
(1326)
(1623)
(1436)
(1634)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
{123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123436)
(123456)
(123436)
(123456)
(123456)
(123456)
{123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(123456)
{123456)
(123456)
(123456)
(123456)
(16) (243)
(16) (234)
(14) (356)
(14) (265)



Remarque 4. — Si ordre de T est supérieur a 'ordre de § (n > m), il est
préférable de commencer la reconstitution du groupe par les éléments Ti
(G=1,2, ..., n). Dans ce cas, tout ce que nous exposons dans la suite de ce
chapitre reste valable, 4 condition de remplacer S par T et inversement,
m par n et inversement.

Nous établissons dans un premier tableau les substitutions 8%, en éerivant
toute substitution

sons la forme abrégée

Ainsi, dans ]a reconstitution du groupe S,, 4 partir de la base §; = (1234)
Ty = (456), le tabicau 1 s’écrira:

1§t
234156
341256
412356
‘123456

Le nombre de lignes du tableau est égal 4 1'ordre m de S.

Nous composons les substitutions §!' 3 droite successivement avec
T, T, T, .. ,T1, ce qui denne n tableaux portant les numéros 2, 3, .. ... ,Aa+1.
Les n—1 premiers tableanx §'T3 (j = 1,2,...,n—1) sont différents du tableau 1,
tandis que le tablean n+1 des substitutions SI'T" est identique, ligne pour ligne,
an tableau 1, car:

(6) ™ = 1

Il est donc inutile de poursnivre la reconstitution du groupe avec ce
tableau et nous le notons en soulignant le dit tableau et en écrivant A sa droite
le noméro 1 du tableau qui lui est équivalent.. :

Viennent cnsuite les tableaux contenant les substitutions de la forme
S'TiSk. Occupons-nous d'abord des n—-1 tableaux SITIS (j = 1,2,...,n—1). -
11 peut s’en tronver qui soient équivalents A des tableaux précédents, c’est-
d-dire contenant les mé&mes substitutions A ’ordre prés. Nous les éliminons
pour la suite des calculs en les soulignant et en notant a leur droite le numéro
du tableau équivalent. Ceci fournit une rclation du type:

™ . SITiS = sUT

Nous composons les tableaux restants a droite avec S et en éliminant au
fur et 4 mesure les tableaux équivalents & un tableau précédemment obtenu.
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Remarque 5. — A tout tableau SUTY (v = 1,2,..., m; v < n—1) corres-
pond un tableau équivalent S!Sk (i = 1,2,....m; j < n—1; k < m).
Si k = m, les tableaux se correspondent ligne par ligne.

Nous composons les tableaux non soulignés SITiSk A droite avec T,
T3, ..., TI (I < n) en éliminant au fur et 3 mesure les tableaux précédemment
obtenus, et ainsi de suite. Comme le groupe 6 que nous reconstituons est
supposé fini, nous obtiendrons toutes ses substitutions en un nombre fini de
tableaux.

Remargque 6. — M désignant I’ordre du groupe G, la reconstitution de ce

groupe comporterait % tableaux, dont la moitié seraient soulignés. Pour
le groupe symétrique S, d’ordre 6! = 720, la reconstitution comporterait
720

tableaux dont

1-4# soulignés. Mais pour abréger 1’écriture, nous avons

m
supprimé tous les tableaux se terminant par Sm et T1,

B. RELATIONS

La liste des relations entre S et T comprend d’abord les dcux relations
Sm = [ et T" = 1 donnant I'ordre des éléments générateurs. Nous écrivons
ensuite les relations qui découlent de la reconstitution du groupe. Elles sont
de la forme:

® fp+1 (8T) = £,8.T)

p indiquant le nombre des lettres S et T figurant dans Pexpression f. On raméne
ces €galités A des égalités de la forme Fip (S, T) = 1 en composant (8) 4
droite avec f;:

® Fip+:ST) = fo STEST) = 1

Remarque 7. — Pour faciliter 1’élimination, nous remplagons dans (9)
les exposants négatifs par les exposants positifs, en utilisant les relations
St = ] et T8 = |. Le nombre 2p+1 des lettres S et T dans Fyp, (S, T) étant
impair, ’expression Fypy (5, T) commence et finit par S. On la transforme
immédiatement en uve expression équivalente de 2p lettres S et T commencgant
par T et se terminant par S.

Ainsi, pour la base S, T, déja citée, la relation:

(10) 26/17 STSTS = S*T*8T? devient:
(11) TS*TSTS*TS = 1

Il n’y a aucun inconvénient & supprimer dans la recoustitution du groupe
les tableaux dont il est question dans la remarque 6. On ne supprime ainsi
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que des relations équivalentes respectivement 4 $™ .= 1 ¢t T2 = 1, qui figurent
déja dans la liste des relations.

C. ELIMINATION

Lors de I’élimination des relations superflues, nous essayons autant que
possible de montrer qu'une relation donnée est une conséquence des précé-
dentes. Ce moyen permet d’éviter & coup slir des cercles vicieux. Le numéro
des relations utilisées dans I’élimination est inscrit sous ’expression corres-
pondante. Mais nous avons omis de signaler 'emploi des relations Sm = 1
et T0 = 1 en raison de leur fréquent usage.

1l est clair que dans cette élimination, on ne tient aucun compte de la
" forme particuliére des substitutions $ et T qui ne sont que des symboles
abstraits soumis aux postulats de la théorie des groupes.

D. RELATIONS CARACTERISTIQUES

A la suite de I'élimination des relations superflues, il reste un systd¢me de
relations caractéristiques du groupe considéré. Dans certains cas, on peut
transformer les relations restantes pour donner au systéme des relations
caractéristiques une forme plus élégante. I est évident, que dans cette trans-
formation, aucune relation étrangére au systéme ne saurait étre utilisée. Le
nouveau systéme n'est équivalent au premier que si la transformation inverse
est possible, '

Nous donnons dans les pages qui suivent les calculs complets pour la
base S,, T et les résuitats obtenus pour les bases Syp, Tap; Sie, Tre €t Sgay Taa.
Nous établissons dans le chapitre suivant la liste compléte des bases du groupe S,
pour lesquelles nous avons effectué tous les calculs.

Reconstitution du groupe S,
Basc: S§; = (1234) T, = (456).

1 8t 28T 3 5iT= 4 SITS 5 8T8
234156 2345¢l 234615 345261 346215
341256 341562 341625 415362 416325
412356 412563 412635 125463 126435
123456 123564 123645 235164 236145

6 SITS? 7 S1T*8® 8 S1TS? 9 8iT=8? 10 SITST
452361 462315 523461 623415 345612
153462 163425 534162 634125 415623
254163 264135 541263 641235 125634
351264 361245 512364 612345 235641
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11 SIT*8T
346152
416253
126354
236451

16 SITST?
345126
415236
125346
235416

21 SIT®SeT*
623541
634512
641523
612534

26 S'TS*TS
236514
346521
416532
126543 17

31 SITeS TS

625431
635142
645213
615324

36 SITS*TS?
264513
361524
462531
163542 19

4] SITS*T=82
214536
321546 -
432516
143526

46 SIT=282TS?®
146253
216354
326451
436152

28

12 SITS*T
452613
133624
254631
351642

17 SIT*ST?
346521
416532
126343
236514

22 SITSTS .
436312
156423
236134
356241

27 SiT*8*TS
231654
342651
413652
1246353

32 SITS*T28
231546
342516
413526
124536

37 SIT*5*TS2
214653
321654
432651
143652

42 SIT282TeSe
254631
. 351642
452613
133624 12

47 S'T*8°TS®
162354
263451
364132
461253

13 SIT*8T
462153
163254
264351
361452

18 SITS?Ts

452136
153246
254316
351426

23 SIT*8TS
461352
162453
263134
364251

28 SITST?S
451326
152436
253146
354216

33 SIT*S TS
235641
345612
415623
125634 10

18 SIT28°TSe
316254
426351
136452
246133

43 SITS3T82
315246
423316
135426
245136

48 SITST=S?
134526
241336
312546
423516

14 SITST
523614
534621
541632
512643

19 SIT*5*T?
462531
163542
264513
361524

24 SiTS*TS
526413
536124
546231
516342

29 SIT*8TeS
465321
165432
265143
365214

34 SITSTS®
563412
564123
561234
562341

39 SITST2S

513426
524136
531246
542316

44 SITSTS*
634512
641523
612534 ..
623341 21

49 SIT:STeg
534621
541632
512643

523614 14

15 §IT28°T
623154
634251
641352
612453

20 S'TS8T
523146
534216
541326
512436

25 S'IT=S*TS
6214353
632154
643251
614352

30 S'TS*T*S
521436
532146
543216
514326

35 SIT*STS®
613452
624153
631254
642351

40 SIT2ST=8*
653421
654132
651243
652314

45 SIT*STS®
134652
2416353
312654
423651

50 SITS=T28*
145236
215346
325416
435126
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80 SIT*STHST:
653142
654213
651324
652431

93 SIT2S*TS*T*
162435
263145
364215
461325

97 SITSTSTS
561423
562134
563241
564312 85

101 SITST:STS
512463
523164
534261
541362

105 SITS*TESTS
314265
421365
132465
243165

108 SITSTHSETS
132564
243561
314562
421563

113 SIT*S*TS*TS
465132
165243
265314
365421 81

117 S'TS*T*S*TS
524163
531264
542361
513462

30

90 SITS*T*5:T*
214653 '
321654
432651
143652 37

94 SITSTS*T®
134652
241653 -
312654
423651 45

98 SIT*STSTS
615423
625134
635241
645312

- 102 S'T*ST*STS

652413
653124
654231
651342

106 SITSTS?*TS
631524
642531
613542
624513

110 SIT'STHSTS
532614
543621
514632
521643 82

114 S'T*S*TS*TS
625143
635214
645321
615432 83

118 SITSTST*S
562431
563142
564213
561324

91 SITS'T*S*T?
315624
425631
135642
245613

95 SITS*T28°T®
145623
215634
325641
435612

99 SITS!TSTS
261534
362541
463512
164523

103 S'TS*T*STS
213564
324561
431562
142563

107 SIT*STS*TS
135624 -
245631
315642
425613

111 SITS*T*S8TS
143265
214365
321465
432165 68

115 SITST®S*TS
342165
413265
124365
231465 61

119 SITESTSTES
612435
623145
634215
641325

92 SIT*StTS*T?
146325
216435
3261435
436215

96 SITS*T28*T2
152634
253641
354612
451623

100 SIT*5¢TSTS
215634
325641
435612
145623 95

104 SIT2S*T2STS
253614
354621
451632
152643 80

108 SIT2S* TS TS
165342
265413
365124
465231

112 SITST2S:TS
154362
251463
352164
453261

116 SITS*TS*TS
453162
154263
251364
352461

120 SITS*TST=S
263541
364512
461523
162534 53
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121 S'TS*TST*S
213645
324615
431625
142635

125 SIT=8*T*ST*S
251643
352614
453621
154632

129 S!'TST*S*TS
136542
246513
316524
426531

133 SIT*8*T8*T*8
624135
631245
642315
613425

137 SITS*TSTS®
615234
625341
635412
645123

141 S'TS*T*8TS?
142365
213465
324165
431265

145 SITST2S*TS?
325164
435261
145362
215463 74

149 SITSTST®S®
624531
631542
642513
613524 63

122 SITST*STS
516432
526143
536214
546321

126 SITSTS*T:S
632541
643512
614523
621534 55

130 SIT*ST8T2S

531642
542613
513624
524631

134 SITS*T28°T1§
456123
156234
256341
356412 52

138 SITST*STS®
124563
231564
342561
413562

142 SITSTS*TS?
315624
425631
135642
245613 91

146 S'TS*T*S*TS?
543162
514263
521364
532461 59

150 SIT*STST*s?
124635
231645
342615
413625

123 SIT28T2ST2S
651432
652143
653214
654321 67

127 SIT*STS*T=8

132645
243615
314625
421635

131 SITS*T®3*T*S
156324
256431
356142
456213

-135 SITS*T28°T=S

526134
536241
546312
516423 54

139 SIT*STISTS®
524613
531624
542631
513642 88

143 SIT=STS2TS?
356124
456231
156342
256413 76

147 SITS*T28°TS?
531462
542163
513264
524361 66

151 S'T*S*TST*s®
136245
246315
316425
426135 87

124 SITS*T*ST?S
216543
326514
436521
146532 71

128 SIT*S*TS#T2S
164325
261435
362145
463215

132 SIT28:T82T2S
463125
164235
261345
362415

136 SIT*STSTS®
154623
251634
352641
453612

140 S'TS*T*8TS*
135264
245361
315462
425163 69

144 ST*S*TS*TS?
653142
654213
651324
652431 89

148 S'TS*T*8°TS2
241563
312564
423561
134562

152 SITST*ST3S®
164532
261543
362514
463521
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183 SITSTST=ST
562314 i
563421
564132
561243

186 SITST*ST*ST
516324
526431
536142
546213

189 SIT*S*TS*T*ST
164253
261354
362451
463152

192 SITS*T*S*T2ST
156243
256314
356421
456132

195 SIT*STSTS'T
154236
251346
352416
453126

198 S'TST*STS*T
142653
213654
324651
431652

201 SITST*ST:S*T
. 164325
261435
362145
463215 128

204 SITSTSTS*T
245631
315642
425613
135624 107

184 SIT*STST=ST
612354 i
623451
634152
641253

187 SIT=82T2ST8T
251436
352146
453216
154326

190 SITST2S2T28T
136425
246135
316245
426315 166

193 $ITsS*TSIT=ST
463251
164352
261453
362154

196 SITS*TSTS*T
615342
625413
635124
645231

199 SITS*T=8°TS:T
241635
312645
423615
134625 160

202 SIT*S*T*ST*S°T '

516432
526143
536214
546321 122

205 SITS*T*S*TS?*T
415632
125643
235614
345621

185 SIT:S* TST:ST

T 213456
324156
431256
142356

188 SIT=STS*T*ST
132456
243156
314256
421356

191 SIT*ST:S:T:ST
531426
542136
513246
= 524316

194 SIT*S°TS*T*ST
624351
631452.
642153
613254

197 SITST*STS*T
124635
231645
342615
413625 150

200 SIT*STSTS?T
124356
231456
342156
413256

203 SIT2SITS TS T

241356
312456
423156
134256

206 S'TSSTST®S*T
246351
- 316452
426153
136254
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207 SIT2S*TS*T28°T
416352
126453
236154
346251

210 SITS*T:STST?
314526
421536
132546
243516

213 SITSTST®ST®
562143
563214
564321
561432

216 SITST!ST*ST:
516243
526314
536421
546132 153
219 SITISPTS:TST?
164532
261543
362514
463521 152

222 SIT*S*TS*T*ST?
463512
164523
261534
362541 99

225 SITS*TSTS'T*
615423
625134
635241
645312 98

228 S'T*S3TS*T*5+T*
241563 -
312564
423561
134562 148

34

208 SITST:STST®
512346
523416
534126
541236

211 SIT*STSYIST®
135462
245163
315264
425361 163

214 SIT®STST*ST*
612543
623514
634521
641532

217 SIT*SeT*ST*ST®
251364
352461
453162
154263 116

220 S'T*ST2S:T*8T?
531264
542361
513462
524163 117

223 SIT*S*TS3T=5T?
624513
631524
642531
613542 106

226 S'TS*T*STS*T*
142536
213546
324516
431526

229 SITS*T2S°TS*T*
415326
125436
235146
345216

209 SIT*ST*STST?
652341
653412
654123
651234

212 SIT*S*TS*T8T®
165234
265341
365412
465123

215 ST TSTST?
213564
324561
431562
142563 103
218 SIT*STS*T*ST?
132564
243561
314562
421563 109

221 SITSSTS*T=8T®
156432
256143
356214
456321

224 SIT*STSTS*T*
154362
251463
352164
453261 112

227 SITESTSTS*T*®
124563
231564
342561
413562 1338

230 S'T*STSTS*T*
246513
316524
426531
136542 129



231 STTeSTS*T28°T
416523
126534
236541 -
346512

234 SITS*TSTSTS
. 146352

216453

326154

436251

237 SITSTSTESTS
623514
634521
641532
612543 214

240 SITST=ST*STS
163524
264531
361542
462513

243 SIT*S*TS*T*STS
642153
613254
624351
631452 194

246 S'T=8*TS*T*STS
632451
643152
614253
621354

249 SITS*TSTSTS
153642
254613
351624
452631

252 S'T*S*TS*T=5:TS
413256
124356
231456
342156 200

232 SITST*STSTS
126534
236541
346512
416523 231

235 SIT®STS*TSTS
352146
453216
154326
251436 187

238 SIT*STST:STS
123654
234651
341652
412653

241 SIT*S*T*ST*STS
514236
521346 -
532416
543126

244 SIT'STIS*TSTS

314526
421536
132546
243516 210

247 S'T*S*TS*T*8TS
243651
314652
421653
- 132654 175

250 SITS*T*STS* TS
426153
136254
246351
316452 206

253 SITS*TS3TS*TS
156432
256143
356214
456321 221

233 SIT=ST=STSTS
521634
532641
543612
514623

236 SIT*S*TS*TSTS
654123
651234
652341
653412 209

239 S'TS*TST*STS
134256
241356
312456
423156 203

242 SIT*STS*T*STS
324156
431256
142356
213456 185

245 SITS*T®S*T*STS
562143
563214
564321
561432 213

248 SIT:STSTSTS
542136
513246
524316
531426 191

251 SIT*STST*S*TS
243156
314256
421356
132456 188

254 SIT2STSTS*TS
463251
164352
261453
362154 193
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255 SITS*TS*T2STS
163452
264133
361254
462351

258 SITSST*STSTeS
145326
215436
325146
1435216

261 SIT*STST*ST*S
125643
235614
345621
415632 205
264 SITSST2SITS TS
153426
254136
351246
© 452316

267 SITS*T*STSTS?
463152
164253
261354
362451 189

270 SITe8°T*STESTS?
142536
213546°
324516
431526 226

273 SITeSTSITS*TSe
634152.
641253
612354
623451 184

276 SITSTST:STeS:
215643
325614
435621
145632

36

256 SITSTSTST*S
123546
234516
341526
412536

259 SIT*S*TS!TST:S
652134
653241
654312
651423 173
262 SITSTS*T*STS8
564132
561243
562314
563421 183
265 SIT*STS*TES*TeS
165423
265134 .
365241
465312 178

268 SIT*STST*STS?
236154
346251
416352
126453 207

271 SIT*S*TS¥TE8TSe
324451
431652
142653
213654 198

274 SITST=STST2S
235146
345216
415326
125436 229

277 SITS TtS*TS*T*8¢
534126
541236
512346
523416 208

257 SIT*ST:STST=S
523641
534612
541623°
512634 172
260 S'TSTST:ST*S
621543
632514
643521 °
614532

263 SITS'TSTS!T:S
425136
135246
245316
315426 177
266 SIT*ST:STSTS®
216534
326541
436512
146523

269 SITST*STSTS®
635124
645231
615342
625413 194

272 SITS*TSTSTS®
536142
546213
516324
526431 186

275 SITS*TeSTSTS®
453126
154236
251346
352416 165

278 SIT:STESTSTS®
165234
265341
365412
465123 212




279 SITSTST®ST=5*
156243
256314
356421
456132 192

282 SIT*STST*STST
123546
234516
- 341526
412536 256

285 SIT2S:TS*T*3TST
632514
643521
614532
621543 260
" 288 SITSTESTSTST .
123465
234165
341265
412365

29] SITS*T:S°TS*T2ST
153264
254361
351462
452163

294 S'TSTSTSTST®
163452
2641353
361254
462351 255

297 SITS*T*STSTST®
145632
"215643
325614
435621 276

300 SIT*ST:STSTS*T?
216453
326154

436251
146352 234

280 SIT*ST*STSTST
321346
332416
543126
514236 241

283 SITST*STSTST
163245
264315
361425
462135

286 SITS*TSTS!TST
153426
254136
351246
452316 264

289 SITS*T*STST*ST
145263
215364
325461
435162

292 SiIT*ST2STSTS*T
216345
326415
436125 .
146235

295 SITS*T*ST*STST*
514623
521634
532641
543612 233

298 SITSTST*ST=ST*
621354
632451
643152
614253 246

301 SITST:ST*STSTS
632145
643215
614325
621435 290

281 S'TS*TSTSTST
146523
216534
326541 .
436512 266

284 SiT*8*T*ST*STST
514362
521463
532164
543261

287 SITeSTS*T28*TST
163524
264531
361542
462513 240

290 S'TSTST*STST
621435
632145
643215
614325

293 SITSTSTESTST
215436
325146
435216
145326 238

296 SITST*STST*ST?
123654 .
234651
341652
412653 238

299 SITS*T=S TS T*ST*
153642
254613
351624
452631 249

302 SiT=8*T*STSTSTS
143562
214563
321564
432561

37



303 S'TST*STST:STS
234165
341265
412365
123465 288

306 SITS*T*S*TSST*STS
532164

304 SITS*T*STST*STS
452163
153264
254361
351462 291

307 SIT*ST*STSTS:TS
163245

305 S'TSTSTESTSTS
214635
321645
432615
143625

308 SITeS*TSTSTSTS®
435162

543261 264315 145263
514362 361425 215364
521463 284 462135 283 325461 289
309 SITSTST:STSTS® 310 SITES*T*ST:STSTST 311 SITSTST=STSTST
146235 143625 214356
216345 214635 321456
326415 321645 432156
436125 292 432615 305 143256
312 SITSTST*ST=STST: 313 SITSTST:ST:STSTS
214563 143256
321564 214356
432561 321456
143562 302 432156 311
Relations :
1 St = [
2) T = I.
3)  26/17 TS TSTSTS = 1.
4)  33/10 TRTSTHRT:S =
5y  36/19  TSe*TS*TS:TS:* =
6} 42/12  TsSETS*TeS*TSt =
7)  44/21 TSTS'TSTS: =
8) 49/14 Te:STSTHTH: =
9)  56/32 TeSTSTS*TST: =
10)  64/41  TS:TSTSTS!Tt =
11} 7048 T:STSTSTS'T: =
12)  84/27 TS*TSTSTST =
13)  90/37 TS'TESTSTST =
14) 94/45 TST:S*T:ST*8T

38



15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)
-40)
41)
42)
43)

44)

97/85
100/95
104/80
110/32
111/68
113/81
114/83
115/61
120/53
123/67
124/71
126/55
134/52
135/54
139/88
140/69
142/91
143/76
144/89
145/74
146/59
147/66
149/63

151/87 °

154/92
155/79
156/58
157/65

158/62
159/86

TSTSTSTS*T2S*TtS!
T*S*TSTSTSTS2T:S?
T*S*T:STSTS TS TS
T*ST:S*TSTS*TS*T*S?
TS*T:S*TST2S2TS* TS
T2S*TS*TSTS TS'T
TeS*TSTSTSTS!T
TST:S*TST:S TST:S?
TS*TST*STeS*TeS*TS?
T*ST*ST*ST*S*TS TS®
TS!T*ST*ST*ST:S*TS?
TSTS*T*ST2S*T*§*TS?
TS TS T*ST*S*T28°T?
TS TS TS TS T*S*T*
T*ST*STS*TS TS T#S?
TS T:STS*T2S2TSTS"
TSTS*TS TS TST?
TeSTSTS*TS*T*5°T8
TS TS TSITS TS T
TST*S*TS*T:STST 52

TS*T282 TS T289T ST 282
TS*TSTS?T282TS*T*S?

TSTSTS*T*82T289T8?
Te8*TST*S?T8*T*STS*
TSTS T8 TSTE5TS?

TeS*TS2T252TS*T28*TS?

TSTS2T 82 T*SeTS TS
T2ST*S* TS T8 T*ST
TSIT28 T2 T8 T8 2

T8 TS*T2S2TS*T*8*TS?

f

I
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40

45)
46)
47)
48)
49)
50)
51)
52)
53)
54)
55)
56)
57)
58)
59)
60)
61)
62)
63)
64)
65)
66)
67

- 68)

69)
70)
1)
72)

" 73)

74)

161/78
162/96

164/73

167/60

168/72

170137
1711132
174/121
176/133
179/127
1807136
181/125
182/130
190/166
197/150
199/160
201/128
202/122
204/107
211/163
215/103
216/153
217/116
218/109
219/152
220/117
222/99

223/106

224/112
225/98

T*STSTS TS T*S*T*S*
TS*TSTS*TSTST®

TS T:STS*T:STS*T*S
TST:ST§°T5*TS*TS*
TS T*ST*SST:ST*ST
T*STSTSTS T*S T28*T*
TSTSTSTS*TST?S TS:
TS T*STSTS TS T28*T
TSTS*TSTS*TST*STS?
TST*S*TSTSTS?T=S*T
TS*T28*TSTS*T28°T*S*T
TS*T*SSTSTS TS TS*TS?
TS*T*S*TSTS*TS*TS*TS
TST*S*T*STSTS*T25°TS
TST:STS*TSITSIT*S*T
TS T*SSTS*TS*TST*ST
TST*ST*S*TS*TS*T*ST
TS T3S T2S*TS*TS*TS*T*
TSTSTS TS TS T*SITS?
T*STS*TST:ST:STS TS
TS TST2S T*S9T*S* TS T
TST*ST:ST282TS*TS?T
T*S*T:ST*ST*S*T*STS*T*S*
T*STS!T*ST*S*T*S TS T*
T28*TS?T*ST*S*TS3TS*T*
TeST28°T*ST S T*STST*S?

TeS*TS TS T8 T8 T28*T 282 =

Ta8*TS T ST=8°T*8*T5°T*8
TESTSTS TS TS TST?
TSETSTS TS T8 T=8°T



75)
76)
77)
78)
79)
80)
81)
82)
83)
84)
85)
86)
87)
88)
89)
90)
91)
92)
93)
94)
95)
96)
©.97)

98)

99)
100)
101)
102)
103)
104)

227/138
228/148
230/129
232/231
235/187
236/209
237/214
239/203
242/185
243/194
244/210
245/213
247/175
248/191
250/206
251/188
252/200
253/221
254/193
257/172
259/173
261/205
262/183
263/177
265/178
267/189
268/207
269/196
270/226
271/198

"TeSTST*S*T2S*TS° TS T*

TS TS TS 28 TS TS T
TtSTST?S TS TSI TSI T S
TST:STSTSTSTST*STS?
TeSTS!TSTST*STSTS!TS?
TS TS TSTSTS TS TS TS?
TSTSTSTSTS TST2S:TS?
T2S*TST*STST:S*TST*STS
TeSTS*T:STST*S TS T*$2TS?
TS TS T*STST*S*TST*STS?
T*ST2S*T*STSTS T:S*TST®
TST*S*T*STSTS* TS TS T
TS TS T*STST2S*T2S°TS TS
TS TSTS:TST*$*TS* TS TS?
TS*T:STS!TS TS TS T=8°TS?
T*STST*S*TST2S3 TS 28 TS?
TS TS*T252TST2S*TS*T25°TS
TS*T2S*TS*TSTS TS*TST®
TeSTST:S*TST2S*TST*S2T
T*ST:STST*STS*T*S°TS 253
TS TS TS TS TS T2 TS*T
TeSTST:ST:ST*ST*STST*S*

TSST!S‘QT!STzSTESSTSST!SBTZSE —

TS*TeSTSeT*8 T8 TS T2S8*TS
T289T8*T289Te8 T28*T28*T8T
TS:’T“STSTSzT’S:‘TSaT;STS
T*STST8TS#T*STSTSTS*

TST2ST2STS?T28*T289T2S2T282

TS TS TS TS?TS*T25¢TST?
TeSSTS TeS TS TS T*8* TS TSt

41



42

105)
106)
107)
108)
109)
110)
111)
112)
113)
114)
115)
116)
17)
118)
119)
120)
121)
122)
123)

124)
125)
126)
127)

- 128)

129)
130)
131)
132)
133)

134)
135)

272/186
273/184
274/229
275/195
277/208
278/212
279/192
280/241
281/266
282/256
285/260
286/264
287/240
293/258
294/255
295/233
296/238
297/276
298/246
299/249
300/234
301/290
303/288
304/291
306/284
307/283
308/289
309/292
310/305

312/302
313/311

TS*TSTS*TS*T*S*TS*TS*T2S2
TS TS T*S* TS TS TS T*$°TS?
TST:STST*S*TST*STST*S¢
TS*TeSTST*S* TS T8 T*S* TS

TS TS TS TS TS TS TS T o8¢
TeSTSTSTS TS TS T+ST
TSTST*ST*S*T*S*TS ST
T*ST'STSTSTS T*S* TS TS TS®
TS*T*STSTSTS*T*S*T*S*TS*TS
T*STST*STSTS* TS*T*S*TS*T*

TS TS T*STSTS TS TS T*5° T*S?
TS*TSTS:TSTS!TST!STST?

T*S TS T*S TSTS?T*S*TSITS*T*
TSTST*ST*S TS*TSoTeS*TSTeSe
TST*ST*STST*S* T:STST*ST

THS* T S TS TSTHS*T*S TS TS*TS
TST:STST*ST*S T*S*TS*T=S°T

TS T*STSTIS TS TS TS T*S*T*S
TSTST:ST*STS T*S* TST*StTS

TS T*S*TS* T2 TeS*T*S TS T*S*T*
T ST:STSTS TS TS TS TSTS?
TSTeSTSTSTS TS TS TS T*S*T S?
TST*STST!STST:S TSI TS TS?T*S?
TS*T*STST*STST*SSTST*STST*S
TS TS TS T*S TS TS TS TS TS TS?
T2STSTSTSeTST2S2TeS TS TS T
TeS*TtS TS TSTS TIS TS T*S*TST*S
TSTST:ST:STS TS TS T*S* TS TS

TS TS TeSTSTSTS TS TS*TS*T*8°T*S
TSTSTES TS TS TS T 8*T 82 TS*TS*TS?

TSTST ST TSTST S TS TS TS TS°TS

— e e b ek e bl et e



Elimination:
(4) est équivalente & (3). (6) est Equivalcntc a (5).
(7) est équivalente & (3). (8) est équivalente 4 (4).
(9) est équivalente & (3). (10) est équivalente a (5).
(11) est équivalente a3 (3). (12) est équivalente a (4).
(13) est équivalente 3 (6), (14) est équivalente a (4).
(16) est équivalente & (15).
(17 'I"’S"T’S”(S“TS':.{S"'I‘S)S*'I"'S2 = T2§*T282T28T28* = 1.

6
(18) T*ST*S(S*TSTS*TS)ST:S® = TiST:SeTST:8* — 1.
3 4
(19) TS(ST2S?TST) (TS?TS:T)TS = TS(TSTS:T:S) (S*TSHTS = 1.
18 5 15

(20 et (21) sont équivalentes a (3). _
(22) (TSSTST) (TS*TST) (TS*TST) = (S2T*S) (S*T2S) (S3T28) = 1.
3 3 3 '

(23) TSeTSHS*TSTST8)SITSE == TSTSHT)STS: = 1.
4 5

(24) (T*ST2S%) (S?T*ST) (TSTSHSTS: =
18 5

S TS T(TSTS TS T28TS T8 T=5TS: = 1.
19

(25) est équivalente 4 (24). (26) est équivalente a (18).

(27) est équivalente a (4). (28) est équivalente a (4).

(29) (T*ST*S*) (S*TS*TS®TS?)ST®S* = (STS?T) (TH)ST=S* = 1.
4 5

(30) est équivalente & (19). (31) est équivalente a (5).
(32) est équivalente & (29). (33) est équivalente a (5).
(34) (35) et (36) sont’ équivale:ntes a’(19) et A son inverse,
(37) est équivalente a (29).

(38) (39) et (40) sont équivaleutes a (19) et a son inverse.
(41) est équivalente & (37). (42) est équivalente & (0).
(43) est équivalente & (6). (44) est équivalente a (40).
(45) est équivalente a (17). (46) est équivalente & (3).

43



(47) est équivalente & (22). (48) est équivalente & (17).

(49) est équivalente & (4). (50) est équivalente a (15).

(51) THT:STSTSTS) (S*TST*S*TS?) = T(STS*T®) (TS:T*S*T) = 1.
15 19

(52) est équivalente & (17).

(53) T(TSTS*TSTSHS*TSTS*TS = TS*TSTS*TS = .
3 3

(54) est équivalente a (18). (55) est équivalente & (15).

(56) TS*T(TS*TSTS*TS)S*TSTS! = TSTSTSTSE = |,
3 5

(57) TS*T(TS*TSTS'TS)STS*TS = TS*TSTS'TS = 1.
3 3
(58) TS¥SHT®SIT2SY) (STTSTS*TITS'TS = TSH(TS'T) (TSP TS'TS) = 1.
5 3 3

(59) est équivalente 4 (29). (60) est équivalente a (23).

(61) est équivalente & (24). (62) est équivalente & (24),

(63) TST(TSTS®TS) (S*T8:T:81)STS* = TST(STH (TS*T)STS* = 1.
3 5 3

(64) TES(TS*TSTESTS*THTS TS - = TS(S*T/)T28*T*S = L.
A 17 ' 4

(65) est équivalente a (17). (66) est équivalente & (24).

(67) T(T*S*T*S*TeS*TeS9)S TESTS* TS = TS°TeSTeES TS = 1.
6 4

" (68) est équivalente & (18). (69) est équivalente & (25).
(70) ']'’ST"S’(S‘*T"ST"S"I"’S.T’)T“ST“S8 = T8T8*T28T8° = 1.
: 4

4
(71) T3S Tx(TeSTSTSIT8)S T 8T8 = TIS!TS*TIS T8 = |.
4 ’ ) 6
(72) TS TR(TS*TASTS*TES)STISTES = TS TeSTHST*S = 1.
4 4

(73) est équivalente & (15). (74) est équivalente & (15).

(75) est équivalente & (29). (76) est €quivalente a (17).

(77) TeST(ST2S*T*S*TS*TSHST*S? = T2ST(TS*THST*S* = 1.
17 4
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(78) TST:S¥S*TSTSTSTSHS T:STS® = TSTSHTST)S TSTS? =
* : 15

TST(TS*TSTS*T)TSTS® = TSTS*TSTS® = 1.
3

3
" (79) T:ST#T:S*TSTS?) (S*TSITSTS)STS? =
18 29
T:STHS TSTST?) (TS*TS?THSTS® = T28T=ST(ST2S2T*S)TS® =
. o 4
T:STSST:ST:S* = 1.
4 _
(80) TeS*TxT*S*TSTSTS) (S°T*S°TS)TS? =
15 29
TISSTHSTS T?) (TSTTS TS THTS® — TS TSTISTIS — 1.

4

- (81) TSTST”S”(SﬂTSTS’TS’)S(T”S-"TS“) =
18 29
TSTST:S*TS TST)S(S?) (TS*TSST:S'T?) —
TSTST:SSTS*TSTS T)STTS T:S:T = 1.
SISTISTS]

(82) T(TS!TST:ST?) (T!ST:S!TST)TSTS = T(S'T*STS) (STS'T!S)TSTS —
17 18

(TS:T2STS*T#)T:S*T:STSTS = S?TS°T28:*TS?T*STSTS = 1.
19 17

(83) (T*STS*T*8%) (S*TST2S*TS)S*T/TS? =
19 22

(S*T*S*TS'T#) (TS TST)STTS TS — S(STS:TS?THTS TS TS = 1.

19

(84) T28%(STS*T2STSTSTSN)HS*T8TS® = T2S*TSTS*TS* T8I = 1.
83 19

| (85) THS(T*S*T*STSTS I)TS*TST® — TS(S*TS)TSTTST: —
17 .
T(TS*TSTSTS)T? — 1.
3

© (86) est équivalente A (17). ' -
" (87) (T'S'T?) (T'SVT*ST?) (T'STUSPTIS)SHTST'S =

4 4 4 |
(S'TSTS?) (S°TS) (STISTTST'S — SST(STSTTSTS TST:S — 1.

5

(88) (T*STSTS?) (S*TST*S*TS)STS*TS® = (S*TSeTST*) (TS?T*ST)STS*TS® =
17 2 ' '

- S(STS*TSTS*IMS® = 1.
' 3
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(89) TSST2STS*TS)S TSTS TS TS? == (TSTSTSTS)TSTSTESITS? =
29 79 .
S%(STST*S*T*STSTS*T*S*T)S? = SYSTSTSTSY) (S TSTS:T)TS TS: =
29 3

SYTSTST) (T:SHTSTSt = |.
(90) T2STSH(S*T=S2TSTS%) (STS:T*SHTS® =
19 16
TESTSHTS*TSeT?) (TS TS TIST)TS? =
TeSTS*T2SHTS TS TES TH)S TES® = TrSTS Te(STHS*TSTSY) =
29 22
TESTS*THTSTS'TY = T(TSTSTSTSHT: = 1.
3

(91) TES*TS(SP TS TSTS TS)STES TS = TeSeTS(T:S*T)STES*TS = 1.
19. ' 22
(92) est équivalente & (3). (93) est équivalente 4 (22).

(94) TESTESH(S?TSTISTISITES TSH)STS? = TESTES(TH)STeSE = 1.
17 4

(95) est équivalente a (17).
(96) TSTSH(S*TSTST:STISHSTSTS® = TASTSHT:STSTSTS® —=
24

T”STS’T”(ST’S”Z'J"2 ST=8%) = T(TSTS;TSTS")T2 = L
(97) TSeT(TS*TeST*ST2S)S*TS*T28*T2S* = TSIT(ST*S:T)S* TS T8 TS =
TS*TST(TS”%l"iSZTS!)ST‘S*T!S’ = (T SS’I;STS”) (S-"T”S'{:S”T"-S)S = 1..
(98) TS*T(TSTSS) (S3TESTESTES)STSTS = TS*T(ST'S“T;) (TH)ST*8* TS = 1.
{99) est équivzlente a (4).4
(100) TSST(TSTSTiS;S‘*T“S“T*)T*SzTESTS = TS¥T(S*T8)T*8*T*8TS =

TS*TS(S TS TS TS T TS* TS = TS*TSTS*TS = 1.
6 3

(101) (T*STST) (TSTS*TSTYHTISTCTS: =
17 18

(S°TS*TST:S) (ST*S!TS)T*ST'STS: =
S*TS*TS(T*S2TeSe)TSTES TS TS = S*Te(TeS TS TS TeST=ST28)TS* = 1.
6 24

19
TS(STST®S?) (S*TSTIS TSHTSTS! =
(TSSTS®T) (TS*TRITS*T)TS: = STe88H)TS: = 1.
5 3

(102) TS(T*ST2STS®T) (TS!T*S*T)TS:T=S? —
29
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(103) TS(S*T*STSTS* TS T)TS*TST? = T8¥(TST)SSTST: = 1.
29 3

(104) T*STTS(S*T:STS!T=S:T) (TS'TST)TS =
19 3

T8*TS(T252TS?) (S*TG)TS: = TES*TST2S:TS*TESTS? = 1.
19 '

(105) TS*TS¥S*TS*IS'T) (TS TS'TS*T)TS: =
5 24

TSITSHT25%) (S*TS*TSHTS: = TS'TS!TS! TSt = 1.
5
(106) est équivalente 4 (101).

(107) TSYS*T2STST:S*TST*5%)82TST25¢ = TSHT!STS*TS*TSTS: = 1,
20 : - 19

(108) (TS'T} (TSTST*S2T*83)T2S°T:8*TS =
(S=3T’ST*S“) (S?rg’ST)T”SSPS“TS = I

(109) (TS*T*S*TS*T) .(TszTS*’T”S’TZ)T=S3T=S’ =
(ST’SagTisaTsaTgsa) (S%%'SSTSB)WS“T‘S’ =
S2(S*T25°T2S3T?} (TS T*STST#) (T283) (T25T*S%) =
SY(T S”T"]Ss“Tzs‘) (5% (Ss'lt“‘S'I‘)SET“Ss i— 1.

(110) est équivalente a (17). (111) est équivalente & (23). -

(112) T”ST(TSTSI]S‘STS”)SPSBTS*‘TS’TS” ==

TIST(S*TST)ST=S*TS* TS TS = 1.

79
(113) TS*T(TSTSTSTS!T*S T*St)STSTS — TS'TSTS*TS = I.
15 3
(114) T:STS*(S*T*STSTS*TS*T*$)STS' T+ = T*STSHT)STST* = 1.
17 3
(115) TiS*TS(S*T:STSTS TS THTS T8> Te§? =
17
T4S TS(TSHTSTST=Se = 1.
15
(116) TS*TSTS*(STSTS'TST)TSTST* = TS¥S*TSTS'TST)ST: = 1.
3 . 3 -

(117) (TS*TS*TS*TSHST(TS TSTS* TITS® = S*TS*T(ST) (S“)'.TSa = 1
24 3 3

47



(118) TSTSYS'TISTS?) (SPTS*TST) (TSPTST)TS? =
4 24 3
TSTSHTS'T) (T*S!TSUTS?) (S*T*S)TSt =
TSTS¥S*TSTS'TST)TSTS® = TSTS!TSTS® = 1.
3 3
(119) TSTESYS T:STSTIS TS TSTIST = TST:SYTSTISTHSTSTST =
77
TS(T*S*TST:SH)TS!TST=ST = TS(S!TS*TS!THTSTSTST. =
-]9 n
TSTS(SHTS TS TSHSTST = TS TS(THSTST = 1.
5 4
(120) T2S*T2S:(S*T:STST:S T=S*T)TSTS!TS =
77
TISITISHTSTSHTS TS'TS = TS TSTST!ST)STSTS =
- 19
THTS TSHS TSTS = 1.
3

(121) TSTESTSH(S*T*ST:S TS)STS TS T = TSTSTSHT)STS TS T =
4

TST!SYS TS TS TSYST2S*T = TST:ST!ST!ST — 1.
5 4

(122) (TS*T:STST2S?) (S*T:$:TS?) (STS'T)TS!T!S =
108 Y 3

(S*T:STSTS?T) (T*S*TS!TST) (TSTISY)TSSTS =
S'TUSTS(T:S TS TS TSITIS = ST:STS(STSHSTSIT!S =
) :

ST(TSTS'TSTSYTIS = 1.
3

(123) TSTHT*STISTST:S*) (ST*S*TSTSYS!TS =
24 22
TSTHS TEST?) (T:STSTHS!TS = TS(TSTSTSTSHTSTS =
17
TS(STTSTHTSTS = 1. |
3

(124) TSYST*S'T?) (T*S TST25°T*8) (STS*T*S)ST? =
4 4 4
TSHTSTS®) (TST)ST? = TSHTSTS*TSTSHSITE = 1.
3
(125) T*STESTS(TST28*T25+Te5eT#T*ST*S? =
15 :

TESTESTS(S*T:SHTISTES? = TSTSTSTS = |.
4
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(126) TST:ST(TSTSTST) (TS*TS'TS*T)TS*TS? =
15 2%

TST=ST(S:TSTS?) (STSOTSHTS T2 —
T(ST:STS*TS?) (STT:STS:TSYST2S =
' 29 17
T(TSTST?) (TSTTSTHSTS? = THSTSTSTS = 1.
4
(127) (TST®S?) (S*TSTST?) (TSTS*TY) (TS T8)STST:S® =
22 17 4 4
(STS*T'STS*T*) (T:S*T2STS) (STS?) (S TSTISTS*TS* —
STS*T*STS*TS(ST*STS!TS*TS?) (STTS*T)S*T28° =
.29 5
STS*T:STS*TS(TST) (T*S*TeS:)STS* =
STS”T(TSTS”TSTSS)T*STES“ = 1.

(128) TS* (ST®STSTESTST*S*TS?) (S*T:STSTS)S: =
127 83

TSYTSTST*ST) (I'S*TST*S'TSTYS: = TSTISTSTISTST:S: = L
19
(129) TS*T*S*THT®S°T:ST?) (T:STS*THTHTS'TS) (S*TS!TS?) =
4 4 . 3 5
TSTES'TYS®TS) (STSH)THS T:ST?) (T*StT?) —
TS*STS'T2S) (STTS?TS!T:S*T*:ST)ST? =
4 29

TSHTST) (T:S'T)TS*T? = 1.

(130) T*ST(TSTSTS*T?) (T”ST”S”T’S)S’TSSTSSTE =
15
“TeST(S*TS*TS) (ST)S*TS”TSBTB =

T STS*THS TS!TS!TSHSTS T® = T(TSTSTSTSHT® = 1
5 3

(131) (T®S*TS*) (S*T:STSTS?!T2S'TS?) (ST:STHTSTS =
(S‘Tg‘T) (TesSTzsaT)O?TSTSS)TﬂsTas = S¥(SSTSTSY)T:STSTIST!S =
SYTS*T*STS*TH)T:STS'TSTS = SWS*T(TSTSZSEFSTS*)T'ST'S = 1.

(132) TSTS® (SaTeggﬂsTS’T) (r?;TESST)TssTSSTs =

TSTSHTSTS?) (S*TSTS*TSHTSTSTS ==
TE(T=STS’TS*T) (TSTTSTSTHTSTS =
29

T‘(S"TSTS) (SaTS-“TS)T”S“T S = T*(S’TST) (TS”TST)TS”TS =
3

THTS°TS) (S*T26)TSTS = TS"TSTS’TS = 1.
. ‘ 3 '
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(133) T(TS*T*ST*ST®) (T*STSTS'T) (TS*TSTS*T)TS*T:S =
24 17 24

T(STSITS?) (S'TSITS) (STTSTSHTST=S =
TSHS T*S*TSTSIT?) (T:S°TS TS TS:T?S) =
15
TSYTSTS)T:S TS TS TS TS =
TS3(S*TSTST?SY) (STS*TS) (STS'T)TS =
29 3 3

TSHTSTS'T) (T:ST?) (T:STSHTS = TST(TSTSTSTITSTS =
: 3
TS*TSTS*TS = 1.
3
(134) (TSTST=S%) (S*T:STSTSTS'T) (TS°TS) (STTSTSHS =
29 87 3 5
(ST*STS'T) (T*STS*TS) (S*T*ST?) (T=S*'T®)S —
ST(TSTS*TS) (STTSTT*STS'THS — ST(STH) (TSTS9S = 1.
3 19

(135) TSTS*(S*T*ST2STS) (S°TSTS*T) (TSTS*TS?) (ST?S:T:S) =
29 2 2 4
TSTS:(TST2S9T?) (TS*TSTS?) (ST2S¢TST) (TST) =
TSTSPTSHS*T2ST2S0T?) (T=S*T*:STHT* —
4 4

TSTSETSX(TS?) (S*TS)T? = T(STS!TSTSTS)T: = 1.
5

Commentaire .

A la suite de cette élimination, il reste les cing relations les plus simples,
4 savoir:

(1) St =1

2) Ts = 1

(3) TS*TSTSTS = 1

(5) TS*TS*TS*TS* = 1

(15) TSTSTSTS!T:S*T2S = |

Cette derniérz relation peut &trc transformée de la fagon suivante:

(15" (TS){STIS’T:S)S = (TS)TST)S = (TS} — 1
3

Relations caractéristiques:

Finalement, - les cingq relations caractéristigues pour la base
S: = (1234) T, = (456) deviennent:

1)) St =

1
ah T =1
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(1) (TSTS)y =
(1v) (TS%* = 1
(V) (TS)* =
La reconstitution du gronpe S; & partir de la base §,; = (1234), T,, =
(12)(3456) comporte 320 tableaux et 142 relations. L élimination donne pour
cette base les relations caractéristiques suivantes:
0y St =
an (T ES“)!T 2S’ =1
(111) (T*syr =
(v) (TS = 1
v) TSETSTSTISTS: = |
La reconstitution du gronpe 8, 4 partir de la base S;, = (12345), Ty, =
(1436) comporte 268 tableaux et 126 relations. Aprés élimination de 118 rela-
tions, il reste le systéme des 8 relations suivantes:

(1) 8 = 1

2) T = 1

3) TSTSTST*S® = 1

(4) T:S*TSTHS!TS = |

(6) T2S'TSTS 22 = 1
0] TESTESTAST=S = 1

(8) ToS!TST8T=S = ]
(11) _ TS T*STS'T!S = 1

Or, parmi ces relations, ce sont les plus simples qui doivent étre éliminées
pour ramener & cing le nombre des relations caractéristiques. En effet, il faut
éliminer les relations:

(7) (T*8)* =1
(8) (T382T28)? =
(11) (TS*T*S): =

Eliminons d’abord la relation (8). La relation (3) pent s’écrire:
(3) STSH(S*TST)T28T*8: = 1

. . 3

(a) STS}TS*TSHTST*S¢ = 1

D’autre part, 'd’aprés (1) et (2):

THS*T*)(TST) =
-4 3

TH(TSTTST2S?) (S TSTS?) = 1
TS*ISTSITS TS = 1
S(T2S*T)STSTS T = 1

6

S(S*TSTSYSTSTST = 1
STESTSTSATS!T = |
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(b) STS*TS*TSYS*TSTY) = 1
En comparant les expressions (a) et (b), on obtient:
TET*St = S*TST*
(8) TESTASITHSTS? = |
Eliminons la relation (11) par une méthode analogue. Nous utilisons &
cet effet la relation (13). Mais, comme cetie relation est une conséquence des
relations (1), (2), (3), (6), (16) et que (16) est & son tounr une conséquence de (1),

(2), (3) et {6), nous n’introduisons aucune relation etrangere au systéme des
huit relations de la page précédente.

(13) S(STS* T*)(TS*TS)S:T = 1
4
S(STS*T#)(S'T*S9T*)S*T =
(c) | (STS*T#)ST3S*T5*TS =
Ecrivons 2 nouvean la relation (13):
(13) SYTeS TSN T = |
: 4

SHSTeS TSTHTRLTET? = |
SsT!S!TSTSzTaSaTS — 1
(@) {TS*T384)8T*S TS TS =
La comparaison des égalités (c) et (d) pérmet de déduire:
{an - TS*Te84 = STS*T®
Enfin, il reste 4 démontrer que la relation (7) est une conséquence des

relations (1), (2), (3), (4) et (6). Pour ce faire, nous avons recours a nouveau
A la relation (13) et aussi 4 la relation (11) et 4 la relation (8):

®) TES(STESTH(TSITHTS = 1
(e) T“S(ST2ST2)(S'II'é3T-"S)TSS =]

La relation (6) peut s’écrire:

- TS TS TYTST)S'TSS = 1
T”(TS’dIl‘ESE)(SEI‘J?“S“T“S’)S‘T”S =1

(f) T3S(T28¢T284)STS T ETS = |

11 suffit de comparer les relations (e) et (f) pour en déduire:
7 (T28) =1

Les cing relations caractéristiques de la base:

S, = (12345) Ts = (1436)
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sont: - 1) 8§ =1 ' ‘ .

an T = 1

() (TS)*T*8T38% = |

(1v) (T352T8) = 1

V) TeSATSTIS4 TS = |

Pour 1’étnde de la base Sy = ('] 2354), Ty, = (123456) il convenait de

commencer la reconstitution par T (voir remarque N° 4 p, 25). Cette reconsti-
tution comporte 224 tableaux et 106 relations. Le systéme des relations carac-
téristiques de cette base est le suivant:

I T = |

a s =

() (8°T7) = |

(1v) (TS)*T8°T582 = 1

(V) STy =1

Dans les calculs précédents, comme dans tons les calenls analogues effectués

par cette méthode, Je systéme des relations caractéristiques est établi d’aprés
la liste des relations fonrnies par la reconstitution dn groupe. Or, il est clair
qu’il existe entre § et T nombre de relations qui ne figurent pas dans cette
liste. Pour ne citer qu’un exemple, les substitutions S = (1234), T, = (456)
satisfont & la relatian: :

- (12) - {TSTSTS*) = |
qui ne figure pas dans la liste des relations de cette base.

Il s’ensuit que les systémes de relations caractéristiques que nons avons
établis ne sont valables que si toute relation

(13) 55.T) =

est une conséquence des relations obtenues par la reconstitution du groupe.
Théoréme 1. — Soit G un groupe d’ordre fini engendré par deux éJéments

générateurs S et T, respectivement d’ordre m et n. Sait (14) ff ST) =

(j = 1,2,...,D), les relations obtenues en reconstituant le groupe G 3 pamr

de SetT, I désignant le nombre de ces relations et ij désignant le nombre

des lettres S et T figurant dans le premier membre de (14). Tonte relation
g2(8,T) = 1 entre S et T est une conséquence des relations (14).

Démonstration.

Les seules relations (13) comportant une seule lettre S ou T sont de la
forme:

(15) S8 =1 ou Te = 1 olir et s sont entiers.
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Pour que ces relations soient compatibles avec les relations (14), il faut gue:
r=rm s = s'n ol 1 ers sont entiers.

Les relations:
(16) : Srm — | Ts'n = |

découlent immédiatement des relations Sm = ] ou T® = 1 qui font partie
des relations (14). '

Si P'expression g(S,T) comporte plusieurs lettres § et T, nous pouvons
supposer, sans nuire 4 la généralité de la démonstration, que dans I'expression g
figurent 2p lettres S et T, que cette expression commence par T et finit par S.
(Voir remargue 7, page 26.)

Posons:

(17 g(5,T) = T21§7:T483%, | Tasp-184zp

Les exposants azx (x = 1,2,...,p) sont compris entre 1 et m—I ¢t les
exposants a;x—, (x =.1,2,...,p) sont compris entre I et n—1, Si ce n’était
pas le cas, on les réduirait respectivement module m ou module n au moyen
des relations §m = 1 et T0 = [,

Drailleurs, dans ce qui suit, nous supposerons implicitement que tous les
exposants de S sont compris entre 1 et m—1 et les exposants de T entre 1
et n—I. '

Considérons successivement les expressions:

(18) T , 12 R Lt ,
Ta:§ , Ta18¢ yeo.y, T318%2 ,
Ta15a:T , Ta183:T* yeeey 131880 20 ,

et ainsi de suite jusqu’a:

T®:§8:Tas, ., Tap—1§, TuSTs, . Tip—1S%,. . . TMi§8Ta, . Tap—1Sip
si p est pair, ou:

Ta:1§82:T4as, , .SaD—lT,. Ta188:T3s, . §3p~1T9,, ., T21§3:T3, , . Sap—1T%

si p est impair.
Une des expressions (18) comportant k facteurs Set T (k < p):

(19) T®82¢T2., Tok-18" , u < ay si k est pair,
20) T*:8%2T4 . . §%-1TY , v < ax si k est impair,

représente nécessairement les k premiers facteurs du premier membre d’une
relation (14), d’aprés Ia loi de formation de ces relations:
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(21) sz'kng,T} = T#§as, . .TlakﬂS“Tka. .. Thak—18bsk = | .
si k est pair, (j' == )
(22) fiz'i(j’(’S,T) = T8, §2k—1T¥8bk+1, . Thek—1Sbak = |
si k est impair (j' << /)
(Voir relations 8, 9 et remarque 7 page 26.)
Le cas k = p ferait de g(S,T) une relation (14). Dans ce cas, le théoréme
est démontré. 11 reste 4 prouver que le théoréme est vrai pour k < p,
Deux cas sont 4 envisager suivant que k est pair ou impair. Nous ferons la

démonstration pour k pair, La démonsiration pour k impair conduirait &
des conclusions identiques. Pour k pair, deux cas sont possibles:

a) u = ag

) b) u < ay

a} La relation (21} devient dans ce cas:
(23) Ta:§8:T8s, . Tak-182% == S—bakT—bsk—1, . . T—bk+:

Portons cette expression dans la relation (17); il vient:

(24) 2(S,T) = S~PekT—bek—1,, T—bk+1T2k+182k+2.. T2p—1S2p
(25) 86, T) = S_bzk(T'—bzk—1_,,Tﬂk+1—bk+1sak+z___Tazp—lsazp-bsk)sbek

Pour démontrer que g(S,T) = 1, il suffit de prouver que:
(26) g'(S,T) = T—bask-1,, Tak+1-bk+182%k +2 . T2wp-1 S2pp—bek = |

Or, le nombre de droite comporte 2p, = 2p — 2 letires S et T au lien
de 2p.

5) u < ax. Posons 1, = ax — u.

En tenant compte de la relation (21), la relation {17) devient:
(27) g8, T) = S—bakT—bak-1. . T-bk+15uTak+182k +2. . T2p—182p

Le membre de droite comporte 2p+-1 lettres S et T.

(28) &S, T) =
S -bzk(T —bak—1, .. T-bk+1SW1T2k +188k +=2_ . Tasp- 1Sazp—bzk)Sbsk

Pour démontrer que g(S,T) = 1, il suffit de prouver que:
(29)  £.(S,T) = T=bk—1,  T—bk+18uTak+182k+2. . Toep—152m—bek = |

Le membre de droite comporte 2p lettres S et T, mais on a2 1, < ag.
D’aprs 1a loi de formation des relations (14), il existe nécessairement une
relation de la forme:

(30)  fhie (S,T) = Tbek—1 TPk t180' Tk 41, . Tk -:5%%" = |
n K =ki<hLu=<uw
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Quatre cas sont A distinguer:

K>k u <oy
) K=k u o= u.
) K>k v —u
4) k"-—‘—'k u'<u1

1) Ce cas est en contradiction avec la loi de formation des relations (14).
2) La relation (30) devient:

3D fjﬁ(js(s,'[) = T-bk1, . T-bk+18nT% +1, . T9k—18%k = |

(32)

Ce cas est semblable 4 celui €tudié sous a). De (31), on dédu_it:

T-bek—1, . T-bk+18%1 = §—9kT—%2k—1, .  T-9k+2

et la relation (29) devient:

(33)

gl(SsT) =
S—ak(T=%k—1,, T-9%+1+3k+182%k +¢, , . T32p—1§32p— bak — 42k) §%:k

Pour prouver que g,(S,T) = 1, il faut prouver que:

(34) giS,T) == T-9k—1. T-9%+1+2k+188k+2,  Taw-183p~bik—9ek = 1

Le second membre comporte 2p, = 2p — 2 lettres S et T.
3) La relation (30) devient: _ -

(39) sz‘;c]!x(s,T) = T-bek—1§—bek—2 . T—Dks1§®HTCk—1., Tok'—186k’ = |

Les scconds membres de (29) et (35) ont les mémes k'—I premiers

facteurs §,T avec les mémes exposants et on a k'—I1>-k—1. (29) peut donc
&tre transformée au moyen de (35) en remplagant dans (29) les k' > k
premiers facteurs S et T.

(36)

(37)

(38)

4) La relation (30) devient:
fig (S,T) = T—Pek—1, . T=Bk+18¥Thk+1,, Thek-18hsk —= |
i )

Posons: u; = u, — v’

"La relation (29) devient alors:

8:(8,T) =

S—hek(T—hsk—1, , T—hk+18UsTak +188k +5. ., T8zp—1§8ep— Dok~ Bak)Shak

Létude de g,(S,T) est remplacéé par I’étude de:
g.(8,T) = T-hek—1 . T-bk+:1S§usTak +1, , To2p~15%p—bek—hak

dont le second membre comporte 2p lettres § et T, mais avec:
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2 . En"un nombre fini q d’opérations, nous obtenons unne expression
2,98, T) comportant 2p lettres S et T et rentrant dans ’un des cas 1) ou 2).

Nous avons ainsi établi un algorithme qui permet de remplacer I’étude
de 'expression g(S,T): _

soit par I’étnde d’une expression g'(5,T) ou g,(5,T) comportant 2p, =
2p—2 lettres S et T. (Cas a et b2),

soit par I’étnde d’une expression comportant 2p lettres S, T commé

2.(S,T), mais en utilisant pour la transformer une relation (14) ayant’
2k’>2k lettres S, T (Cas b3).

On obtient successivement des expressions comprenant 2p, 2p;, 2p,, ...
lettres S et T (2p>2p,>2p,>...) en utilisant des relations (14) comportant

2k, 2k, 2k”, ... lcttres S et T (2k<22k'<<2k”<...}). Du fait que p>k,
il existe nécessairement un indice inférieur y et un indice supérieur (2) tels que:
2py = 2k®

si bien quc l'exprcssion comportant 2py lettres S et T fait partie des rela-
tions (14).
c.q.f.d.
Exemple pdur' la base S, T,:
g(8,T) = (TSTS*TS" = 1. En effet:

cas b (TSTS*ISZHSTSTS*TS*TSTS*TS*TSTS®TS® =
31
(TS*T*8*TH)STSTS TS TSTS2TS*TSTS*TS? =

cas b3 (TS*T*S*TETS)TS*TS!TSTSETS*TSTS TS =
- 8 .
(TSTST:STHTS TS TSTSTS*TSTS: TS =

cas b4  (TSTST=SHSTS'TSTS*TS*TSTS:TS® =
37
(STSTS*T)STS*TSTS*TS*TSTSTS® =

cas b3 S(T*STS*TSTS)STTSTSTS TSTS TS —
79
S(ST*S*T*ST*ST)S*TSTS:TSTSTS!TS? =

cas b2 S2(Te8°T8TSTSHTSTS:TSTSTS*TS? =
S“(TS"T’STé(’)":l;")TSTSQTS"TSTS"TSa =

cas b2 SYTST*STS)TS*TS*TSTS*TS® =
SE(S“TS‘E[?ZS“T)TSETS“TSTSZTS"’ =
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cas b2  S{TST=S*T:)S*TSTSTS*TS® =
14
S(T*STSNSTSTSTSTS® =

cas b2 S(T*STSTSY)TSTS!TS?* =

45
S(S*TSTSTHYTSTSTS? =
cas b2 SYTS*ISHTSTS® =
5
S¥(SeTeS* T TS TS® =
relation (16) St =]



V. REPARTITION EN CLASSES DES BASES
DU GROUPE §,

Au cours de ce chapitre, nous montrons que les relations caractéristiques
de toutes les bases du groupe §, peuvent se déduire des relations caractéris-
tiques de quatre d’entre elles. A partir des systémes de relations caractéris-
tiques des bases S, T,; Sus Tess Seer Ton; Seas Tus; étudices davus le précédent
chapitre, il est possible d’établir un systéme de cing relations caractéristiques
pour v’importe quelle base S, T du groupe symétrique S,.

Connaissant les relations caractéristiques de la base S, = (1234),
Ty = (12)(3456) par exemple, il est inutile d’effectuer 4 nouveau tous lcs
calculs pour la base Sy, = (1234), T3 = (12)(3654). On remarque, en effet, que:
(1) S:s = Sy

Ty =

Pour obtenir les relations caractéristiques de la base Sy, Tsp, il suffit de
remplacer T par T—* dans les relations caractéristiques de S,5, T, (page 51)
du systéme:

(2) S8t =1
(TESPT 28 = 1
(T25)* =1
(TS =1

TS2T28TS*TST=8® = |

on déduit immédiatement pour la base S;,, Tyo:

3 St =1
. (T—ESB)ETSSS — 1
(T-28) = 1
(T—I.Sz)d. =1

T~182T~38T—18*T—*ST—28° — 1|
D’une fagon générale, soient S, T et §', T’ deux bases du groupe S;. Comme

S, T est une base du groupe Sp, §” et T' peuvent s’obtenir par composition
finie de S et de T:
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@ - §' = T1'(5T)
T = g@6.T)

fnversement, comme S, T’ est une base de §,, S et T peuvent s'obtenir
par composition finie de §' et de T': '

()

f(s', 1"
g(s',T)

Définition 8. — Etant donné deux bases 8, T et §',T' du groupe Sy, lides
par les relations (4) et (5), nous dirons que les relations (4) sont réversibles
si Yon peut déduire le systéme (5) du systéme (4) sans l'aide d’aucune antre
relation entre les éléments do groupe.

Ainsi, les relations:

(6)

II I

s’ S*TS*T
T ST
sont réversibles. On 4:
§T' -2 = 83T8§T.T-18-2 T—185—2
ou (7) § = §T' 2

D’autre part, la seconde relation (6) donne, ¢n tenant compte de (7):

ST -*8'T -+ T
ou (8) T T'3§' —1T'=§' —1T"

Définition 9. — Nous dirons que deux bases §,T et 8,1, du grouﬁe Sy
sont de la méme classe, si elles sont liées par un systéme de relations réversibles.

Au sens de cette définition, nous pouvons répartir en classes les bases
du groupe S, deux bases faisant partie de la méme classe si, ct senlement
si elles sont liées par un systéme de relations réversibles.

Remarque 8. — Les classes ainsi obtenues sont des classes d’équivalence ).

Théoréme 2. — Deux bases semblables $,T et 8,T' du groupe S, sont
de 1a méme classe.

Déinonstration. — Par hypothése, les bases S,T et ', T sont semblables.
11 existe donc une suabstitution R telle que I’on ait soit:

&) §' = RSR™!
T = RTR—!

soit:

(10) §' = RTR!
T = RSR—!?

Nous ferons la démonstration pour le premier cas, la demonstratlon pour
le deuxiéme cas étant tout a fait similaire.

1) Dubreil (3) p. 18, No 5,
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Comme 8, T est une base du groupe Sy, R peut s’obtenir par composition
finiede Set de T:

(11) R = f(§,T)
Des rclations (9), on tire immédiatement:
(12) § = R-'SR
T = R'T'R

oll R est fonction de S et de T. Comme 8", T’ est aussi une base de Sp,, R peut
s’obtenir par composition finic de 8" et de T':

(13) R = g8'.T)

Le théoréme scra démontré si nous pouvons déduire la rclation (13)
des systémes (9), (11) et (12) sans I’aide d’aucune autre relation.
Or, dans (11), remplagons .8 et T par leur valeur tirée de (12):

(14) R = {8, T) = f(R—'S'R, R—'T'R)

ol R, dans le membre de 'droite, est fonction de S et de T. Comme:

(15 f(R—18'R, R—'T'R) = R—{§" TIR
on déduit:
(16) R = f{§,T) = R—H(§',T)R

d’od, en composant 4 gauche avec R et & droite avec R—1:
(17 R = f(5,T)

Nous obtenons R en fonction de §' et de T'. Ainsi 1a fonction f de la
relation (11} est identique 4 la fonction g de la relation (13). R s’obtient en
composant " et T’ de la méme fagon que S et T. 1! sufﬁt alors de remplacer R
par f(S , T dans les relations (12).

c.q.t.d.
Exemple:
) 8 = S$IT-2S)Te8 -2
. T = ST-¥T)T28—3
avec (11) R = §T—*
De (9)', tirons S et T:
(12y TS - 458 T—2

I

-] T

TS~ 3(T")S*T—¢
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Remplagons dans (11) S et T par leur valenr tirée dc (12)"

(14) SIT—3 = (T*S—38'SAT - )T ~*T'§*T %) ¢
(16y SIT—2 = TIS—3(S*T' - HST-*
a7y SaT—2 = §'*T'-=
d’oi: S = T8 —3(8)S*T' -
T = T8 —3T")S"*T'-*
A titre d’exemple pour le groupe §,, les bases:
Se = (1234) T, = (456) et
Sas = (1234) Ty = (13)(2456)
sont de la méme classe, car elles sont lides par les relations
(]8) S = S, Ta: = 88T

qui sont réversibles:

(19) Ss = Sas Ts S;‘ETas = SasTsa

Par contre, les bases:

SSH == (12354) Tss
Ser = (13425) Tor

(123456)
(123456)

sont liées par des relations non réversibles:
(20) Ssv = Sgs Tor = Ta

On ne peut, en effet, tirer S, de ce systéme, & moins d’introduire une
relation supplémentaire telle que S¢, = S2.

Remarque 9. — 8i deux bases §,T et 8, T du groupe S, sont liées par
des relations non réversibles, ce fait n’entraine pas nécessairement que les
bascs S,T et S§',T' soient de classes différentes.

Les bases de 8,: S, (123456) T, = (14)(236)
S = (123456) T, = (152)

Il

sont lides par le systéme:
2n Su =5 Ty = 8738,

Ces relations ne sont pas réversibles. Pourtant les bases S,,T; et §;,,T;;
font partie de la méme classe, car il existe entre elles les relations:

. (22) S71 = RS?lR_l
T, — RSITT'R-!  avec R = (13)(46)

Posons:
(23) S’ = R§,R-1 T = RT,R-?
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D’aprés le théoreme 2, lcs bases S.,T, et §',T" sont de la méme classe.
Le systéme (22) devient:

(24} Sn
TTI

Ce systéme est réversible:

(25) S = 3
T = Tﬁ‘S”’ = T;85%

§'-1
§'T =

-1

Douc les bases S;, T, et 8,,, T4, sout de la méme classe.

Remargue 10. — Soient 8,T et §',T" deux bases du groupe S, appartenant
a la méme classe et (26) fi(S,T) = ! (i=1,2...,m) un systéme de relations
caractéristiques de la base S,T, on peut établir un systéme de relations caracté-
ristiques de la base §',T en remplagant dans les relations (26) S et T par leur
valeur en fonction de 8’ et de T".

Pour connaitre les relations caractéristiques de toutes les bases du groupe
8,, il suffit de répartir les bases de ce groupe en classes et d’établir un systéme
de relations caractéristiques pour une base de chaque classe.

Pour la répartition en classes des bases du groupe S,, nous avons utilisé
_Je tableau II (p. 65). §,T ¢tant une base de S,, chacun des couples d’expres-
sions figurant dans le tablean 11 forme aussi une base de §,. Touties ces bases
sont de la méme classe et sont semblables 3 une base du tableau I (p. 23).

Le tableau 1I comprend les bases 8 = f(8,T), T' = g(S,T) ou les fonc-
tions f et g sont de la forme S!Ti ou TiS!. Les exposants i ¢t j sont choisis de
fagon que les relations eutre §,T et 8", T" scient réversibles. Ce tableau est
suffisant pour I'usage que nous en faisons et il est inutile de considérer des
fonctions f et g plus complexes. Comme pour S, I'ordre maximum de § et
de T est 6, nous n’avons pas étendu le tableau au-deld des exposants + 3.

Remarque 11. — La seconde colonne du tableau ! s’obtient & partir de
la premiére cn changeant T en T—*. La troisiéme colonne s’obtient & partir
de la premiére en changeant S en S—1, Enfin, la quatriéme celonne s’obtient
4 partir de la premigre ¢n changeant 4 la fois Sen S—1et Ten T™L

Remargue 12. — 8Si les bases S,T et S,T—! sont semblables, il suffit de
considérer dans le tableau II les bases de numéro pair. C’est le cas, par
exemple, pour la base S;; = (1342) Ty = (123456) car:

27 Sza_ = RS§pR™!
T = RTHR™!-  avec R = (14)(23)(56)

Remargue 13. — Si les bases 8,T et S—1,T sont semblables ou si les bases
5, T et S~4, T sont semblables, il suffit de considérer les bases de numéro 4m
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etdm + 1 (m = Q,1,....20). C’est le cas, en particulier, pour la base S, =
(123456), T, = (13)(456) car:-
(28) S, = RSTR—
T, = RT'R—! avec R = (13)(46).
Remarque 14. — Si les bases 8,T; 5, T—! et S—4T sont semblables, il
suffit de considérer dans le tableau 11 les bases de numéro 4m (m = 0,1,...20).
C’est le cas pour §; = (1234), T; = (456) car:

(29) Sy = RS§R7!

Ty == RT:R? avec R = (56)
(30) S: = RSgyR!

T = RT,R? avec R = (13)

Nous avons uiilisé le tablean 1I, en premier lieu, pour la base §,,T,, ce
qui nous a permis d’obtenir un ensemble de 10 bases, & savoir:

1, 26 a 29, 31, 132 4 135

Nous dirons que ces bases appartiennent 3 la classe I
De la méme fagon, on démontre que la base S, T, fait partie de la méme
classe que les bases:

2, 3, 42, 43, 46 2 51, 90 a 101, 106 a 109, 148, 149.

Par définition, nous dirons que ces bases sont provisoirement de la
classe 11, aucune de ces bases ne figurant dans la classe 1. .

La base §,T, est de la classe 1. En effet, ’application du tableau 11
fournit des bases de la classe 1 auxquelles viennent s’ajouter les bases:

4, 5, 30, 44, 45,
La base S,,T; appartient 4 la classe Il avec les bases:

6, 7, 38 4 41, 56, 57, 60 a 63, 68 a 71, 82 4 89, 110 a 117,
136 4 147, 150 & 155, 160 a 163.

Pour la base §;,T,, qui ne s’est pas-encore rencontrée dans les ensembles
précédents, nous donnons le détail des calculs dans le tableau 11I (p. 66).
Ces bases, obtenues grice an tableau 11 font partie de la classe 1V. La classe V
a pour représentant la base S;,T,. Comme les bases Sq,Tg et S, T, se corres-
pondent par un anfomorphisme externe du groupe S,, les bases obtenues a
partir de S, T, correspondent aux bases de la classe IV par les automor-
phismes externes du groupe S,. Nous désignerons par V cette nouvelle classe.

La base S,,,T), fait partie de la classe 11, de méme que les bascs suivantes:

10 2 17, 34 4 37, 78 & 81, 126 a 129.
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La base S,,, T, est de la classe I11, de méme que les bases: 22425et 742477,

La base S;,T;, fait. partie de la classe IV comme le prouvent les calculs
du.tablean IV (p. 66). A nouvean, les calculs effectués 3 partir de fa base
Sie, Ty donnent les bases de la classe V qui correspondent & celles de la
classé 1V par les automorphismes externes du groupe S,.

L’ensemble des bases indépendantes du tableau I est ainsi épuisé. Le
nombre des classes du groupe S, est donc au plus égal 4 5. La méme étude
faite 3 partir d’antres bases du tableau I n’a pas permis d’abaisser le nombre
des classes. Nons pouvons résumer les résultats obtenns dans ce chapitre
par le théoréme suivant:

Théoréme 3. — Les bases du groupe symétrique S, se répartissent an
plus en cing classes de la maniére suivante:

La classe I comprend 15 bases, 3 de premiére catégorie et 12 de seconde
catégorie. ,

La classe II comprend 48 bases, 2 de premiére catégorie et 46 de seconde
catégorie. ‘ _

La classe 1IT comprend 62 bases, 2 de premiére catégorie et 60 de seconde
catégorie.

La classe IV et la classe V comprennent chacune 19 bases de seconde
catégorie.
< Remargue 15. — Les automorphismes externes du groupe S, transforment
en elles-mémes les classes I, 11 et 111, Par contre, ces automorphismes permutent
les classes IV et V entre elles.

TABLEAU 11
s ,T s T 2) s T 3§t LT
48 ,ST s ,ST— 6§ ,83T 7§71 87
8S ,ST 9)S ST 10)8 ,ST 1) s ,ST=
12) ST , T 13) ST-1, T 14) 89T , T £5) §—1T-1, T
16) ST, T 17) ST , T I8 ST, T 19) S-'T , T
2008 ,S$T 2)S ST 22)§ ST 23) S, S§-T
24)S ,ST 25§ ,ST 26) S ST 27) 8§ ST
28) ST* , T 29) ST-*, T  30) S—'T:, T  31) SOT—2, T
32) ST, T 33) ST ,T—!  34) SOT-2 T 35) §—IT: , T2
368 ,S8T 3INS ,ST 38 S ST 39) S, ST
40) S ,S—=T 41)S ,ST! 42) S= ST 43) §! , S5T-!
44) ST, T 45) ST-*, T~ 46) §=T* , T 47) §-IT-3, T
48) ST, T 49) ST* ,T1  50) S©'T—, T 51y §=1Ts | T
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52) ST , T35~ 53) S*T—1, TS—'  54) ST , TS 55) §~*T—, TS
56) ST , ST 57) ST, ST 58) §*T , §-'T 59) S—*T-%, §~T—
60) ST* , T-'S-1 61) ST, TSt  62) S-IT* , TS  63) ST, TS
64) ST* ,ST  65) ST-*, ST  66) ST, ST  67) S-'T-, §—1T-3
68) S°T , T-IS—* 69) S'T-1, TS~  70) ST ,T-1§* 7i) S—*T-1, TS?
72) ST , ST 73) ST, ST 74) ST ,S—*T  75) ST, ST
76) ST* , T-*§~1 77) ST-*, T*S=1  78) S—T° , TS  79) ST, T*S
80) ST* ,ST*  81) ST, ST—*  82) §—'T¢ , S—'T* 83) §'T-3, S—1T-*
TABLEAU 111
S—8,=(1234)  T=T,=(456)

1 RSR-=(1234)=S, RT-'R-1=(456)=T, R==(56)

2 RS-1R—1=(1234)=S$, RTR-'=(456)=T, R=(13)

3 RS-1R-1=(1234)=S, RT-'R-1=(456)=T, R=(13)(56)

4 $=(1234)=S,, ST=(123456) =Tk,

8 RSR-'=(1432)=5,, RS—TR-1=(123456)=T,, R=(13)

12 RSTR-1=(123456)=S,;
16 RSTR1=(123456)=S5,,

20 8=(1234)=S84,

52 RS*TR-1=(13)(2654)=S,4
56 S*T=(13)(2456)=S8,;

60 RST*R-1=(123456)=S,,s
64 RST:R-1=(123456)=8,;,

RST-1R-1=(14253)=8,,

RS-'TR-=(13524)=S,,,
9 RS—T—1R-1==(13)(2456)=S14s
]2 TZST_1=(14)(2536)=8131
13 RSTR=(15432)=S8,4,
16 ST—=(12345)=8,45
17 RSTR—3==(14)(2536)=S1s,
20 RS*TR-1=(1432)=S,,

RTR_1=(123)=T55
RTR_1=(] 32)=Ta7

S T=(13)(2456)=Ty,

RT-1S-1R=1=(123456)= T
ST=(123456)=T s,
RT-1S~1R~1=(126543) =Ty
RSTR-1=(134562)

TABLEAU 1V
T=Tg=(123456)

S=8;=(135624)

1 RSR-'=(142653)=S5;;

2 871=(142653)=S,;

3 RSR1=(135624)=S8,,
4 RSTR2=(13)(2654)=S8,,;
5
8

RT-RI=(123456) =Ty,
T=(123456)=T;,
RTR1=(123456)=T,
RSR=(123456)=T
RS R_1=(123456)=T1g1
RSR1=(123456)=T,,,
RSR1=(123456)=T 4
T==(123456)=Tya
RT1R-1==(123456)=T
T=(] 23456)=T1°5
RT-1R~1=(123456)=T,y,
RSR™1=(123456)=T,,

21 RS*T-'R-1==(123456)=S;ss RSR—1=(126543)=T;s
24 RS—TR-=(123456)=S,;, RSR1=(134562)=T,,,

R=(14)(25)(36)
R=(14)(2536)

R=(13)(46)

R={135246)
R=(135246)

R=(14)(23)(56)

R =(14)(23)(56)
R =(15)(236)
R=(1342)
R=(14356)

R =(163)(245)

R=(15)(24)

R=(12)(36)(45)
R=(15)(236)

R —(15346)
R=(163245)



25 RS-IT-*R—1=(1234)=S,, RSR—1=(123456)=T,, R=(253)(46)
28 TIST—2=(142653)=S,,  T=(123456)=T,;

29 RT-'R-'=(123456)=S;y RST*R—=(12)=T,, R=(26)(35)

32 T=(123456)=S,, TST*=(12)=Te -

33 RST:R-1=(135624)=S,, RT-R-1=(123456)=T,s  R=(16)(25)(34)
36 RSR=(123456)=S,, RSTR1=(123)=T,, R=(253)(46)
37 RSR-1=(123456)=5,, RS TR =(132)=T,, R=(14356)

44 TST2=(15432)=S,0s-  T=(123456)=T,qs
52 RSTTR-1=(1234)=S,, RTISR1=(13)(2456)=Ts R=(15362)
53 RTS—'R—==(14253)=S,,, RS!T-1R-1=(123456)=T,,, R=(1452)
56 RS*TR-1=(1234)=8,, RSTR==(13)(2456)=T,,  R=(164235)
57 RST'R-1=(13524)=8.,, RST-'R-1=(123456)=T,;,, R=(1452)

60 RTSR-1=(13)(2456)=S;s RSTR-1=(123456)=T,;s R=(12)(3465)

61 RTS-IR-1=(12345)=S,;, RST2R—1=(56)=T,, R=(15)(24)
64 RSTR—=(13)(2654)=S,,; RST:R=(123456)=T,;;  R=(12)(3465)
65 RST'R—1=(12345)=8,, RST—*R-1=(56)=T,, R=(15432)
68 RT-'S-tR—1=(1234)=S, RSTR—=(456)=T, R=(15436)
69 RTS—2R—1==(123456)=S,; RS*T-'R-'=(123)=T,; R={143562)
72 RS*TR—=(1234)=S, RS*TR-1=(456)=T, R=(154)(36)
73 RSTTR—=(123456)=S,, RST-R—'=(132)=T,; R=(162354)
76 RST*R—1=(13524)=S,,,  RT-*S—R—'=(123456)=T,,, R=(16342)
77 RST-3R-1=(12345)=S,, RT!S=IR-1=(56)=T,, R=(165)(24)
80 RST*R—'=(14253)=S,,, RST!R1—=(123456)=T,,,  R=:(16325)
81 RSTR—'=(12345)=S,,  RST*R-1=(56)=T,, R=(165)(24)

Théoréme 4. — Toutes les bases du groupe symétrique §; peuvent €tre
caractérisées par un systéme de cing relations.

Démonstration. — La base 8, T, est de Ila classe IV; la base S,,T;s
appartient i la classe 1 tandis que la base S,,, T, est de [a classe 11 et 1a base
S3.Tss de la classe T11. Or, chacune de ces bases peut 8tre caractérisée par
cing relations, comme nous ’avons établi daus le chapitre précédent. De plus,
d’aprés la remarque 15, la base S,,T, est caractérisée par les mémes relations
que la base S,,Ts. D’aprés le théoréme 3, et la remarque 10, il existe un systéme
de cing relations caractéristiques pour toute base du tableau I. Comme toute
base de S, est semblable 4 une base de ce tableau I et que deux bases semblables
sont caractérisées par les mémes relations, le théoréme 4 est démontré,

Mlue §, Piccard a démontré que le groupe symétrique Sy, peut &tre carac-
térisé par n—1 relations, quelle que soit la base S,T envisagée (n = 3, 4, 5) 1.
Nous pouvons donc affirmer que:

Théoréme 5. — Toutes les bases S,T du groupe symétrique S, peuvent
&tre caractérisées par un systéme de n—1 relations pour n = 3, 4, 5, 6.

) S. Piccard (24) et (27).
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Le théoréme 4 est avant tout un théoréme d’existence. Pratiquement, les
relations caractéristiques d’une base S,T de S, déduvites des relations carac-
téristiques d’une base S',T' de la méme classe sont souvent compliquées.
Parfois méme, le systéme obtenu refléte mal les caractéres de la base considérée.
Pour cette raison, nous ne pouvions nous contenter de calculer les relations
caractéristiques pour une seule basc de chaque classe. Nous avons étudié
spécialement 26 bases pour lesquelles nous avens établi un systéme de relations
caraciéristiques « original ». Ce sont les bases:

I, 2, 4, 8, 11, 21, 28, 35, 43, 45, 49, 57, 73, 75, 79, 83, 91,
10, 107, 111, 127, 137, 144, 150, 160, 162.

Remarque 16, — Le systéme de relations caractéristiques obtenu par le
calcul direct n’est pas nécessairement le plus simple. Preuve en soit le systéme
obtenu pour la base S, = (123456), T, = (12)(364):

(1) 1 S =1
T =1
nr o (TSy =1

1
1

IV TES*TESTSTS¢
v TS TST*S4TSe

ffo

Comme nous allons le montrer, ce systéme peut étre transformé en un
autre systéme équivalent et plus simple. La relation (31,1V) peut se mettre
sous la forme:

T(TS)STESTYTST)TS¢ = T(STH)STSTHSH)TS = 1 ou
11 11
(32)  TSSTSTASTSS TSt = |

en tenant compie des relations I, I1, 111 de (31). Transformons alors la relation

GLV):
STSSTES*T:ST+ = 1 .
S(S*TS*T=S*T:STHTST = 1 d’aprés (31,111)
STTS*T(TS)S(ST)TSTSST = |
nrom
SSTSST(SSTH)S(TSSTSTSST =9  d’aprés (31,1,11)
TST5STSSTSSTSSTOSTsSE = 1
(TSTS)SETSS TS TS TPST*S® = 1 d’aprés (31,1)
32
(ST2STSST)SSTSSTSSTSST*ST>S* = 1 d’aprés (31,1,11)
ST:STASSTITSTS® = |
(SSTHTSTESe. ST*ST* = 1
(ST)STS(TSTS)T® = 1 d’aprés (31,1,11)
111

(ST = 1 du fait que T® = 1
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Ainsi, les cing relations caractéristiques de la base S,T, deviennent:

T#S#TE8TRT=8¢ = 1
v

Ts = 1
i
(ST = 1

(31) S = | (TS): = 1

1 111
v

Remargue 17. — 11 se peut que pour certaines bases, le systéme des rela-
. tions caractéristiques obtenu par le calcul direct soit plus compliqué que le
systtme déduit des relations caraciéristiques d’une autre base de la méme
" ¢lasse. Si ce cas est relativement rare, il se produit cependant pour la base

Si7 = (12)(3465), T = (123456).

Par le calcul direct, nous

)
I

m
v
v

(34)

Or, on peut déduire les

avons les relations caractéristiques suivantes:

st = 1
Tﬁ
SUTSTS'TS'T: = 1
S*TSSTS*TST? = |
SSTHSTS'ToS:T+ —

1

relations caractéristiques de la base S;50,Thp

de celles de la base Ss = (1234), Ty = (15)(2463) qui sont:

(35) 1 T =1
11 T*STS-ITHS-2 = |
I (T:8*TS): = 1
IV (TS# = 1 '
Vo (T8 =1

On a, en effet:
SIZS

TIEB

(36) RT,R-1 — (1234)(56)
RT38,R 1! (12}(456)

avec R = (16)(23}).

. On déduit de ce systéme:

(37) Sas

Tss

R85 TR
R—15,,:R

Pour avoir les relations caractéristiques de la base Sizq,T12e il suffit de
remplacer dans (35) S et T par leor valeur tirée de (37). On obtient:

38 . I _ 8= ]
I §:.5T.8:.T-15.82.T-'ST-'S = 1 ou
SITSTT— ST 15T = |
Ml ($:.5—'TS—'T.S.8~T) = 1 ou

(T:STS 12 =1
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(38) IV (S.S—TTS—'Ty¥ = 1 ou
(T:S—1) = |

V (S8 M) =1 ou
T = 1

La base Sz = (12)(3564), T,; = (123456) est caractérisée par les relations
(38) puisque les bases S5, T1as €t Syze,Taas ¢ correspondent par un automor-
phisme externe du groupe S,. Eufin pour obtenir les relations caraetéristiques
de 8,4, Tys, on remarquera que: -
(39) S0

T‘IZO

S—l

127
127

Les refations caractéristiques de la base $.3,,T1sr sont done:

(40) I S =1
I SeTSTTSSTSS TS = |
Ml (TS TS): = 1
IV (TS) = 1
VoOTe=1

Ce systéme est plus satisfaisant que le systéme (34).

Nous avous établi par le calcul direct les relations caraetéristiques de
1z base S,3 = (12343) T,s = (14)(23)(56):

(41) * I 8 =1
I T =1
1 (TS =1

IV (STST)P = |
Vo [(TSTR(TSy] = 1

De ce systdéme, nous pouvons déduire les relations earactéristiques des
bases S,y = (123)(45), T;s = (12)(34)(56) et Sy = (123456), Ty, = (12) qui
se correspondent par un automorphisme externe du groupe S,. On a:

(42) T8 = RS?aTraR_l
' = RT,R-!  avee R = (13625).

On tire de ce systéme:

(43) Sy = R15,,Tw'R
T = R™T,R
Le systéme (41), compte tenu des refations (43) devient:
(44) I ST-% =1 ou (8T =1
I T =1

n (rsT-3%* =1 ou S§ =1
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IV (ST='ST-$T-1ST-1.T.8T-1L.T)* = I ou
e
(TS—1.TS) = 1

V. [(T.STST-HHTST—)* = | ou
(TST-IST=IST-)* = | ou
(TS—TS2 = |

Or, ce systéme de relations caractéristiques de la base Sy = (123456),
Ty = (12) est précisément le systéme de Moore pour le groupe symétrique .
de degré 6 (chap. 11 relations 28, p. 15) avec cing relations aua lien de six.
Nons reviendrons sur ce point dans le chapitre V1.

Remarque 18. — Pour quelques systémes de relations caractéristiques du
groupe S,, Pune des relations Sm = |, Tn = | est une conséquence des autres
relations. C’est le cas pour les relations caractéristiques de la base S5, Tas (35).
- L’ordre de S n’apparait pas explicitement, mais se dédnit facilement des

relations (35,1,11);

(3511) T8T/ T8 —3 =
-inverse: S¥T—-88T-8-'T-* = [ on d’aprés (35,1)
T#8T28—1T28: = |
On a donc: T28T25—1T*8—2 = T2ST*S— 17282
. . S—E —_ SB
M =1

Comme on peut le constater dans e tablean V des bases indépendantes
dn groupe S ¢t de lenrs relations caractéristiques, pour les bases 28, 29, 30,
31, 56, 57, 160, 161, Pordre de T ne figure pas dans les relations caractéris-
tiques explicitement. Dans chacun de ces cas, on trouve une relation du type:

(45) §m’ =1 ou Sm' = §—m’
et nne relation du type: _
(46) (To'SwpT-n'Sm’ — ]

L’inverse de (46) est:

S—w'TWE-m'T-n'§—m'T-0" = |

on, en tenant compte de (45):
(47) TS T-0"§m'T-10'Sm’ — ]

La comparaison des relations (46) et (47) donne:

T“'Sm'T“'Sm’T—“'Sm" T-n'SmTo'gm'T-n'gm’

Tn' Z T—-n
T = |
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Remarque 19. — Lorsque ’ordre de S et de T n’apparait pas explicitement
dans les relations caractéristiques d'une base et lorsque la démonstration de
St = | on Th = | ne s’obtient pas aussi facilement que dans les exemples de
la remarque 18, il y a avantage & conserver un systéme de six relations carac-
téristiques. 11 est en effet utile de connaitre immédiaterent 1’ordre des éléments
générateurs S et T. .

Donnons uvn exemple on ordre de S ne se détermine pas aisément. Les
relations caractéristiques de la base S;,T, sont;

(48) 1 (ST =1
N T =1
Il (ST = 1
IV (TSTSY: = |
Vo (IS-)eTIS—ITS = |

Partons de III:

T3STST*S = 1
TSTHTST)T(TS) = 1
)| i

TSSTHS 1T~ 1S I T-1§~)T(S~'T=18~1T~1§=1T-1) = |
TS TS~ T~ 1S~ 1T -~ TS~ T~1§~)T—1§~1T -1 = |
v

TST:§— =183 T- TSI T~ )T 183 T-1 = | car T5 = T
TST:S~ TS T ~(T~ 18- )T-3§-1T=* = |
1

TSTIS— 1 T—1S~ ' T-¥STSTST)T -5 -T2 = |
T*STS—*T—1S—1F-4STS)T(ST-'S—T-1) = 1 V car STS = ST—§
' v v

TeST2S —:T—18—1T-y(TSTS—T)T(TS—T:8-1) = |
49) TSTS—*TS— TS~ = |

Considérons 1:
TISTSTSTST-? = 1
TYSTS)T(STSH(S 1 T-%) = 1
49 v 111

THT*ST2S— *T3)T(T 48— T IS —IT—4)(T*STS) = 1
TST:S—4T—18—T-18TS =1 carT' =T (li)
S—4T-1§—ITSTYTSTST)T = 1 -

]

{(50) SATET8THS T 8- 9T = |

Enfin, la relation V devient:

TS—Ts8—TSTS - = )
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Composons le premier membre 4 gauche avec TS, A droite avec §—1T—1;
T (TSTS-HT*S—1TSTS—:T—* = 1|
v .

(STST—Y)T*S—'TSTS—*T~t = 1

(STST*S—HTSTS=*T-1 = 1 (50) car T = T—2 (II)
50
(TS=*T—'§—T-)TSTS—*T-* = 1|
TS=¢T—! = 1
Se= 1

En résumé, pour obtenir les relations caractéristiques des bases du
. groupe 8, il est bon de combiner les deux meéthodes que nous avons exposées.
" Suivant les cas, on choisira tantdt le calcul direct, tel que nous 1’avons pratiqué
dans le chapitre 1V, tantdt on utiliscra les relations réversibles entre bases de
la méme classe. Seul le critére de simplicité et d’élégance des relations carac-
téristiques entre en ligne de compte pour ce choix. Par la méthode de déduc-
tion, on peut €galement -obtenir des systémes de relations caractéristiques
trés différents pour une base S,T suivant la base §'. T’ de la méme classe
utilisée comme point de départ.

Nous donnons dans le tableau V un systéme de cing relations caracié-
ristiques pour chacune des 163 bases indépendantes du groupe symétrique
de degré 6. A caté de chaque base figure en chiffres romains le numéro de la
classe 4 laquelle cllc apparticnt. A c6té de chaque systéme de relations carac-
téristiques nous avons noté la méthode utilisée pour I’obtenir: calcul direct (c)
ou déduction {d) i partir d’unc autre base de la méme classe.

TABLEAU V
Relations caractéristiques des bases du groupe syméirique de degré 6
Ne 5 T Classe Relations caractéristiques
1 (1234) (1356) T ¢ St = T =1
(8T =1

(TeSeT2S)e = |
(T=S)<(TS?y T8 = 1

2 (123456) (12)(364) 1 ¢ .S8=1 T =1
' (8T) = 1
(ST = 1

. T2STSTST:S* = 1|

3 (123456) (12)(365) md s = T = 1
_ . (STy = 1

(ST = 1 .
TeS4TeST+ST2S2 = |
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Ne

10
11

12
13

14
15

16
17

18
19

74

5

(123456)

(123456)

(123456)

(123456)

(1234)
(1234)

(1234)
(1453)

(1234)
(1435)

(1234)
(1534)

(1234)
(1354)

(1234)
(1432)

T
(13)(456)

(13)(465)
(14)(235)
(14)(236)

(456)
(152)(346)

(125)(36)
(123456)

(152)(36)
(123456)

(125)(46)
(123456)

(152)(46)
(123456)

(135)(46)
(123456)

Classe

I ¢

1 d

nr d

v

1

11 d
I

11

nd
n

1v

Relations caractéristiques

St =1 Té = 1
(§T5) = 1

ST =1
TASTSTS*TSS* = 1
=1 T =1
(ST =1

(ST = 1
TeSTSTES*TS* = |
ST =1 To=1
(ST =

(S*TST*: = |
STS—'T5S—'T) = 1
(ST} =1 T°o =1
(ST = 1

(T*STSY) = 1
(TS=1*T3§—1TS = 1

St =1 T =1

(STST): = 1
(TS = 1

(TS)* =

S¢=1 Tt =1
(ST)* = 1
(TSHTSITHS = |

(STOPS TS T — 1
S =1 To=1
(ST*) = 1
(ST oS! T2 —
(STISTTS'T® = 1
S =1 T
(ST = 1
(ST)STSS'T: = 1
(STYSITST? — 1
St=1 T =1
ST = 1
(TSHFTISITIS? = |
(TS)TPSTS? = 1

§¢ = T = !
(ST)*

(S°T)* —=
(8T =

|

I

—



Ne
20

21

22

23

24
25

26
27

28
29

30
- 31

32
33

34
35

36
37

S
(1234)

(1234)

(1234)
(1342)

(1234)
(1243)

(1234)
(1463)

(1234)
(1234)

(1234)
(1234)

(1234)
(1234)

(1234)
(1234)

(1234)
{1234)

T
(153)(46)

(123456)

(12)(356)
(123456)

(12)(456)
{123456)

(13)(256)
(123456)

(12)(3456)
(15)(2346)

(12)(3654)
(15)(2643)

(12)(3546)
(13)(2456)

(15)(2364) -

(15)(2463)

(15)(2436)
(15)(2634)

Classe

vV d
v

1nd
m

I d
m

—t

v

Il c
n

11 d
1

Relations caractéristiques
S5t =1 Te =1
(ST)* =

(ST =

(8 T* =

st =

(S*T) = 1
(TSTS)t = |
(STSST2)(ST4 = 1

St =1 Tt =1

Tt = 1

—

(ST = 1
(TSTsS)t = | -
(TS)HT*STS)* = 1

§¢ = (ST = 1
(S*T)* = 1

(S*To) = 1

(SPTS*T)?S*T-1S*T* = 1|
St =1 (T®S%)*T-25 = ]
(SToy* = 1

(5T = 1

TS*T:STS T*STS® = |

St =1 (T:S?PT—285 = |

(ST) = 1

(ST = 1
T*S*T:ST*S*TSTS* = 1|
$t = T = 1

(ST) = 1

(S* Ty = 1

(STTST): = 1
TeST:S—1Te§—2 =] Té=]
(TS)* = 1

(TS?)s = 1

(T=S*TS): — |
TS—ITeSTeS: = | T4 = |
(TS% = 1

(TS = 1
(T*SETS): = |
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Ne
38
39

40
4]

42
43
45

46
47

48
49

50
51

52
53

54

55

76

S
(123)(45)
(123456)

(123)(45)
(123456)

(123)(45)
(123456)

(123)(45)
(123456)

(123)(45)
(123456)

(123)(45)
(156324)

(123)(45)
(132564)

(123)(45)
(135624)

(123)(45) -

(142653)

T
{146)
(124)(365)

(164)
(125)(364)

(14)(26)
(12)(35)

(14)(56)
(12)(36)

(14)(36)
(12)(46)

(12)(346)
(123456)

(12)(364)
(123456)

(14)(236)
(123456)

(14)(263)
(123456)

Ciasse

1 d
111

11 d

11 ¢
11

nd
11

11 ¢
1

Relations caractéristiaues

S =1 (ST)F =1

(TSP TS TSTS*TSTS: = 1

(I8 =
(STST) = 1
(TS*TS)*(TSk)?

§¢ =1 (84 Ty = 1
(TS =

(S¢TST) =
(TS*TSHHTS)*

$ =1 T:=
(TS =1

(TS = 1
(TS)HS*T)ESTSITS® = 1
s$=1 T

(TS)* = 1

(TS = 1

Se =1 Te

(TS = 1

(TS% = 1
(TSHTSHSITSTS® = |1
St =1 Te

@S = |
S*TSTS*T*ST*?
S*TSTST=ST*
$=1 T

TSy = 1
SeT:ST:S*TST*
SSTSSTESTST

(T4S): = 1

(T2S%2 = 1

(ST = 1

(TsSTES) = 1

(T = 1

(T*S%* = i

(ST)> =1

(T38TS8) = 1

= ]

=1
I

=

=1

= ]

l
1

1

= |

[
TS = 1

Tt = 1



56
57

58
59

6l

62
63

64
65

66
.67

. 68

69

70
71

72
73

s
(123)(45)

(145623)

(123)(45)
(123456)

(123)(45)°

(123456)

(123)(45)
(123456)

(123)(45)
(123456)

(123)(45)
(123456)

(123)(45)
(123456)

(123)(45)
(123456)

(12345)
(12345)

| T
(14)(256)
(123456)

(12)(34)(56)
(12)

(124)(356)
(142)

(142)(365)

(124)

(145)(236)
(123)

(154)(263)
(132) '

(134)(256)
(125)

(143)265)

(152)

(56) )
(14)(23)(56)

Classe

Il ¢
1
{

v

1 4d
i

Il 4d

I

1v

v

1 4d

nI 4

IV ¢

Relations caractéristiques

oL — (SzTa)zsaT—s =1

(rsy =
SETST+SeT"
SsT28TST®

St =1 T2

(TSy =
(STST)® = 1
(SATSET): = |

S =1 T
(ST =

(5*TS*T%)* = 1
TeSTST®S4TeS?

' se=1 TB

(S'Ty =
(S*T*S:T)t = 1

=1
— 1

TST2STS TS = 1

Se =1 T
(ST = 1
(ST = 1
(SSTST) = 1
§¢=1 T
ST) = 1
(S Ty = 1
(STST)* = 1
$¢=1 T¢
STy = 1

(S*TST?)? = 1

=T

TSTESTSI TS = |

¢ =1 T
82Ty = 1

(S°T28*T)* = 1
T*STSTe82T 28
§-=1 T

(ST = 1
(SSTST)* =

=1

=1
=1

[(TSHATSYP = 1



ND
74

75

76
77

78
79

80
g1

82
LX)

84
85

B6
87

88
89

90
o

78

s
(12345)

(12345)

(12345)
(12345)

 (12345)

(12345)

(12345)
(12345)

(12345)
(12354)

(12345)
(12543)

(12345)
(13452)

(12345)
(14532)

(12345)
(15243)

T
(1263)

(1326)

(1362)
(1623)

(1346)
(1436)

(1643)
(1634)

(123)(46)
(123456)

(132)(46)
(123456)

(123)(56)
(123456)

(132)(56)
(123456)

(124)(36)
(123456)

" Classe

11 ¢
111

m d
1]

n ¢
n

nd
n

m ¢
1

nrd

nm d
n

m d
m

11 ¢

Relations caractéristiques
§ =1 T =1
(SQT’)‘ = 1
(SPTSTY: = 1
T:S¢TSTSST?S = 1
S5 == | Tt =1
(Ss’[s]¢ —
(S*TeSTH): = 1-
TISITPSTSYIES = |
5 =1 T = 1
(T2S*TS): = 1
{TSYTSTS? =
TESTSTAS TS =
=1 T =1
(T2S*TeS) = 1
(T*8)*TISTS® =
TISATSTST2S: =
=1 Te =1
(ST) = 1

(Sa]‘z)z = 1
(TS)(T*8?)* = 1
S5 =1 T = 1
8Ty =1

(SaTn)n =1
(TES)‘(TSS”)” =1

S§F = | T¢ =1

(ST)* = 1
(87T = 1
(STHST)? = 1

§F =] T = 1

(ST} = 1
(S*T?): = 1
(TS‘)E(’I‘ESB)E — ]

S =1 Tt =1
ST = 1

(ST = 1
(TSE)Z(TSSC)! — 1

1

1



Ne

92

93

94
95

. 9

97

98
99

100
101

102
103

104
105

106
107

108
109

s

(12345)

(14235)

(12345)
(15324)

(12345)
(13425)

(12345)
(14523)

(12345)
(14352)

(12345)
(15432)

(12345)
(12345)

(12345)
(12534)

(12345)
(13254)

T
(142)(36)

(123456)

(124)(56)

(123456)

(142)(56)
(123456)

(126)(34)
(123456)

(162)(34)

(123456)

(126)(35)
(123456)

(162)(35)
(123456)

(126)(45)
(123456)

(162)(45)
(123456)

Classe

1
11

11
1]

11
1

1
1

11

I

v

v

I

1

1

1)

d

Relations caractéristiques

8§t =1 Tt =1

(5*Ty =1

(ST9: = 1
(STHSTY = ]
S =1 Tt = 1
STy =1
(ST = |

TS = |

$$=1 Te=1
(87 = 1
(ST = 1
TSIy =

S = T = 1
(SeT2) = |

(STST): = 1
(Tssz)e(TS)z —

$F = | Te = 1

(§°Ty = 1
(S*TS¢T): = 1
(SuT)z(Ssz)s = 1

S8 =1 To=1

(ST = 1
(S*T2) = 1
(T*ST*S)* = 1

S8 = | Tt =1

(ST = 1]
(S*T7) = 1
(TsST8)E =1

8 =1 Tl =1

($2T® = 1
(S*TST)* = 1
(SDYST) =

S8 =1 Tt = 1

(ST = 1
{(SITS'T)E = 1
(STHSTH: = 1

—
—

b
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110
111

112
113

114
115

116
117

118
119

120
121

122
123

124
125

126
127

80

5
(12345)

(13245)

(12345)
(15342)

(12345)
(12435)

(12345)
(15423)

(12345)
(13524)

(12345)
(14253)

(1234)(56)
(13)(2456)

(1234)(56)
(13)(2654)

(1234)(56)
(12)(3465)

T
(136)(24)

(123456)

(163)(24)
(123456)

(136)(25)
(123456)

(163)(25)
(123456)

(136)(45)
(123456)

(163)(45)
(123456)

(12)(345)
(123456)

(12)(354)
(123456)

(12)(356)
(123436)

Classe

m c
11

m d
m

nd
1

m d

m

1v

1V

1V

v

II d
11

Relations caractéristiques

85 = | T* =1

(ST =
(STST) = 1
STSTST¢ = 1

(STY =
(STTESTS) = 1
TSTS'TS = 1

8¢ =1 Tt =1

(ST** = 1
(ST*S*T): = |
TSTST*S* = 1

$=1 To=1

(ST =
(STST) = 1
STSTST = 1

§F = | 8T =1

(ST = 1
(S*TST)* =
(T*STS)* = 1

$=1 (S = 1
(5T = 1

(STST)* = 1
(T*S'TSY) = |
S$$=1 T =1

(S*T) = 1
(8=T2) = 1
(STSST)? = 1

S =1 T¢=1

(ST)* = 1
(ST = |
(STST): = 1

St=1 T =1

(T2S)* = 1
(T2STS): = 1
S'TS TSSTSS*Te = |

_—



128
129

130
131

132
133

134
135

136
137

138
139

140
141

142
143

144
154

S

(1234)(56) -

(12)(3564)

{1234)(56)
(14)(2536)

(1234)(56)
(12)(3645)

(1 234)(56)
(12)(3546)

(1234)(56)
(I13)(2546)

(1234)(56)
(13)(2564)

(1234)(56)
(13)(2465)

(1234)(56)

(13)(2645)

- (123456)

(13)265)

T
(12)(456)

(123456)

(13)(256)
(123456)

(15)(234)
(123456)

(15)(243)
(123456)

(15)(236)
(123456)

(15)(263)
(123456)

(15)(346)

(123456)

(15)(364)
(123456)

(12)(345)

~ (123456)

Classe

n d

1I

v

Hl ¢
m

1 d
m

I d
111

I d
111

III ¢
m

Relations caractéristiques

St =1 TE =1

(T'S)* = 1
(T:STS*): = 1
SITS'TES TSSTs = |

(TS =1 T =1

(TsSp = 1
(T*STS): =
(T:ST*Sy =

S« =1 T =1

(TS)* =
(T28) = |
(TS)*T*S*TS*TsS? = |

S¢ =1 T =1

(TsS)t = 1
(T*S): = 1
(ST*)2S*TS* T*S*T* == I
St=1 To=1
TSy =

(T3STS?)? = 1
STTST:S!T = 1

St=1 T¢=1

(TS = 1
(TSTsS?)

i

. S°TSTS:*T® = 1

St=1 T =1
(TsSy = 1

(T*S*TS?) =
SITS!TST = 1
St=1 T =1
(TS = 1

(T*S*TS%): =
SUT:STST =

St =1 T =1

(TS = |
T*S*TS*T+S

SITISTIST? = 1
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Ne 8 T Classe Relations caractéristiques

146 (123456) (12)(354) md S=1 T=1
147 (13)(245) (123456) 11 (TS = 1
TETSTS = |
STUSTSITS = |
148 (123456) (12)(346) N d S =1 T=]
149 (12)(356) (123456) I (ISy = |
(TsS): = 1
T4STISTISTS¢ = |
150 (123456) (12)(456) Me S=1 T =1
151 (13)(254) (123456) 1 (T*STS): = 1
TeSTS TS = |
SUTSTSST? = |
152 (123456) (12)(465) md S=1 T =1
153 (13)(256) (123456) m (T*ST*S)t = 1
T2S*T5S TS = 1|
STSTIST¢ = |.
154 (123456) (14)(253) md (@@Sr=1 T =]
155 (14)(263) (123456) 1 (TS = 1

(STTPST2): = 1|
(TS)TSSTS—t = 1

156 (123456) (134562) IVd (MSH=1 T =1
157 (123)45) (16)(243) v (TsS) = 1
(TeS)* = |
(T*ST2S): = 1
158 (123456) (126543) V4 (TSp=1 T =1
159 (123)45) (16)(234) s (STt = 1
(T2S)¢ = |
(T4ST=8)" = 1
160 (123456) (132654) N ¢ S =1 (TSHT-5-2=1]
161 (123)45) (14)(356) NI (TS)* =
: ToSTTSITES = |
STISTST = 1
162 (123456) (143265) Mmec SE=1 T&=]
163 (123)45)  (14)(265) I (TS = |
TSSITSITSS = |
SSTESTHS'T = |
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VI, INDEPENDANCE DES RELATIONS CARACTERISTIQUES

Définition 10. — Soit S,T une base du groupe S, caractériséc par m
relations (1) fi(S,T) = 1 (i=1,2,...,m). On dit que les m relations caracté-
ristiques sont indépendantes si aucune d’elles n’est une conséquence des autres.

Considérons les m relations caractéristiques d’une base S,T de Sp:

) f,(8,T)

f(S,T)

1
1
f(8,T) 1

I

fi—:(8,T) = 1
fi(S.T) = |
fi4a(S,T) = 1

Supposons que la relation (2) fi(S,T) = 1 soit indépendante des autres.

Si, contrairement & I’hypothésc, la rclation (2) était une conséquence des

autres relations du systéme (1), tout couple de substituions §',T' qui satis-
ferait au systéme:

(3) (5. T)

(8, T")

devrait satisfaire a la relation:
4 fi{(8"TY = 1|
Pour provver I'indépendance de (2), il suffit donc de trouver un couple

de substitutions S',T’ qui satisfassent aux rclations (3) sans satisfaire 2 la
relation (4).
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M. Dubreil ') donne comme relations fondamentales du groupe symé-
trique §; les relations:

(5 S =1 -
(6) Tt = 1
@) SIS =T

Ces 3 relations sont indépendantes. En effet, les substitutions § = (12),

= (34) satisfont aux relations (6) et (7) sans satisfaire 4 la relation (3),

ce qui prounve I'indépendance de (5). D’antre part, les substitations S = (123},

T = (12)(456) satisfont aux relations (5) et (7) sans satisfaire 4 Ia relation (6),

d’oll I'indépendance de (6). Enfin, les substitntions § = (123}, T = (45)
satisfont les relations (5) et (6) sans satisfaire & (7} car:

STS = (132)(45) # T = (43)

ce qui prouve I'indépendance de (7).

Pourtant, cette indépendance des 3 relations caractéristiques du gronpe
S, ne signifie pas qu’il s’agisse d’un systéme minimum. Il existe, en effet,
un systéme de denx relations caraciéristiques qui suffisent & définir ce
groupe ¥:

® T =
{9 TSTS-? = 1
Ces relations sont indépendantes. ®) Les substitutions § = (123),

= (132) démonirent l'indépendance de (8), alors que les substitutions
S = (12, T = (34) prouvent l'indépendance de (9).
De (9), on déduit par composition & droite avec S*

(10 TST =

En composant & gauche ¢t & droite avec T~ gui est égal 3 T d’aprés (8),
on a: |

(1n S = TS'T
(12) S.S = TS!T.TS!T = TS*T:ST et d'aprés (8):
St = TS

Remplagons S par sa valenr tirée de (10):
TST = TST ou §* = I

Ainsi, M. Dubreil ne denne pas pour le gronpe S, nn systéme minimunm
de rclations caractéristiques. Moore, d’ailleurs, fonrnit également 3 relations

S. Piccard (24) p. 89 et (2

S Dubreil (3) p, 113 No 3 )
Démontré en 1946 par M §, Piccard.
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-caraétéﬁsﬂqucs indépendantes poor ce gronpe !, la relation"‘("f) étant écrite
sous la forme: ,

(13 (ST =1

" Ce systéme est cité sons la méme forme par Burnside ?). Miller ?) carac-
térise ce gronpe par les relations indépendantes snivantes:

(14) S =1
(15) T = 1
(16) (8T =

L’indépendance de (14) déconle de § = (1234), T = (12)
L’indépendance de (15) déconle de § = (12), T = (1234)
L’indépendance de (16) déconle de 8 = (12), T == (34).

Dans ce cas aussi, 1l existe un systéme de denx relations caractéristiques
indépendantes 4):

(17) T: = 1|
T (18) TS(TS-)2 = 1

On démontre que $* = 1 par un procédé analogue A celui décrit dans
la remargne 18.

11 semble que les différents antenrs qui se sont occupés de cette question
aient tons tenu A conserver dans chaque systéme de relations caractéristiqnes
les relations donnant I’ordre des éléments fondamentanx, Cetteidée de conserver
les refations S= = 1, T2 = 1 prend méme nne telle importance chez Burnside,
qu’il néglige de démontrer I'indépendance de ces denx relations. On trouve,
en effet, dans un de ses mémoires ®) le systéme suivant'qui caractérise S;:

(19) =1 .
(20) (T- ISTS)" =1
(21) (ST =
(22) Ts = 1

Burnside affirme: « 1l reste 2 montrer que ces relations sont indépendantes.
Si ellcs ne le sont pas, soit la seconde, soit la troisiéme des équations est
superflue. Ce ne peut &tre la seconde, car les relations:

51 =1 T = 1 (ST = 1
n’engendrent pas un groupe d’ordre fini ). A nounvean, les relations:

§* =1 T =1 (T-18TSy =1

; Moore (20) p. 364,
Burnside (10) p. 119.
% Miiler {(19) p. 368
S. Piccard (24) el 27.
*) Burnside (10) p. 125, ligne 22.
4) Burnside renvoie A I'étude de van Dyck (13) Ne 15,
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ne définissent cerfainement pas un groupe simplement isomorphe avec le
groupe symétrique de cing symboles, car les substitutions ?):

S = (I3)25) T = (12345)

satisfont 4 ces relations et engendrent le groupe alterné¢ de cing symboles.

Par suite, finalement, les relations (19 4 22) sont nécessaires ®) et suffisantes
pour définir le groupe symétrique de § symboles. »

De méme, dans son traité %), Burnside déelare:

“ Morcover though no one of the generating operations can be expressed
in terms of the remainder, there must be relations of the general form: '

SisSk....S85 =E

among them, as otherwise the group would be of infinite order; and the number.
of these relations, which are independent of one another, must be finite.
Among them there necessarily occur the relations:

Sfl = E Sgae = E ..... Snal'l = E

giving the orders of the fundamental operations.

Théoréme 6. — Il existe pour le groupe symétrique de degré 6 au moins
un systéme de 5 relations caractéristiques indépendantes.

Démonstration. — Les relations caractéristiques de Ia base §, = (1234),
T, = (456) sont:

(23) I 8 =1
1 T =1
11 (S*TST): = |
1V (TS = 1
vV (TS =1
Considérons les substitutions S = (1234)(789) T = (456) (789). On a:
(24) S*TST = (35)(46)
(25) TS: = (13)(2564)
(26) TS = (123564)(798)

Toutes les relations (23) sont satisfaites sauf (I), ce qui prouve I'indé-
pendance de ().
Considérons maintenant § == (1234), T = (456)(78):

(27) S*TST = (35)(46)
(28) TSt = (13)(2564)(78)
(29) TS = (123564)(78)

'} Nous changeons les notations pour les rendre conformes 3 celles utilisées tout au long dn
présent travail. .

'} C'est nous qui soulignons. .

*} Burnside (2) p. 20-21, paragraphe 186, ligne 23.
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Toutes les relations (23) sont satisfaites sauf (11), ce qui prouve I'indé-
pendance de (I1). :

: Envisageons les substitutions' S = (1234)(7,8,9,10) T = (456)(7,9,11).

On a:

(30) STST — (35)(46)(7,9,10,8,11)

(31) TS = (13)(2564)(7,11)(8,10)
- (32) TS = (123564)(7,8,11)(9,10)

Comme les relations (23) sont satisfaites & ’exception de (IIT) I'indépen-
dance de (I11} est démontrée.

Les substitutions S == (1234)(78) T = (456)(789) prouvent ]'indépendance
de (1V), car:

(33) SSTST = (35)(46)
(34) , TS® = (13)(2564)(789)
(35) TS = (123564)(79)

Enfin, on démontre l'indépendance de (V) A V'aide des substitutions
S = (1234)(7,8,9,10) T = (456):

(36) SSTST = (35)(46)
(37) TSt = (13)(2564)(79)(8,10)
(38) TS = (123564)(7,8,9,10)

c.g.f.d.

Corollaire 1. — Toutes les bases du groupe §, appartenant 3 la classe 1Y
peuvent étre caractérisées par un systéme de cing relations indépendantes.

Comme S,, T, appartient & la classe 1V, on peut déduire des relations (23)
un systéme de cing relations caractéristiques indépendantes pour u'importe
quelle base de cette classe.

Corollaire 2. — Toutes les bases du groupe S, appartenant 2 la classe V
peuvent &tre caractérisées par un systéme de cing relations indépendantes.

En effet, par les antomorphismes externes du groupe S,, nous savons gue
le systéme (23} caractérise non seulement la base S, T, mais aussi la base
80T, de la classe V.

Le systéme des relations caractéristiques de Moore pour le groupe Sy
- est surabondant. Les relations ne sont pas indépendantes, pulsque certaines
d’entre elles sont superflues.

Théoréme 7. — Dans le systéme donné par Moore pour caractériser le
groupe symétrique de degré n:

(1) §n = 1

(2) Tt = 1
(3) STyr—r =1

i
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(@) ©(S=ITSTY = 1
(5) (S-¥TST)r = 1 k = 2, 3,..., n—=2

la relation (4} est une conséquence des autres relations du systéme.
. Ce théoréme a été établi par MU¢ §. Piccard en 1946 et communiqué 2 la
Société Mathématigue Suisse en 1953 1).
Indépendamment de Mle §, Piccard, nous avons établi une démonstration
de ce théoréme qui repose sur deux lemmes:
Lemme 1. — Quels que soient les éléments S et T satisfaisant au systeme
de Moore, on a:

(a) (S—-l’]")n—k—as—k—1Tsk+1(TS)n—k—a = (S—1T)n—k—es—kTsk(Ts)n—k—s
k =23,...,n—
Démonstration:

La relation (a) est une conséquence des relations (2) et (5) pour k =
2,3,....,n—=2, En effet,

(S—IT)n-k—a§-k-1Tgk+yTg)n-k~3 = (§-1T)a—Kk-2T-15 §-k-1Tgk+1,
S"‘T"(’TS)““‘"” = (S—lT)n—k—!(T—lS—KTSkT—l)(TS)ﬂ.-—k—E =
@)

= (STIT)R—k- (T 18- KT -1SKT ) T§)n—k~2 —
5

— (S_ lT)I‘I—k— zs—kTsk(TS)n—k— 2
c.g.f.d.

Lemme 2. — Quels que soient les eléments S et T satisfaisant au systéme
de Moore, on a:

(b) STTS- = (§—1T)n-—4§-*TSYTS)n—+

Démonstration :

Appliguons 1°égalité (a) du lemme 1 successivement pour k = n—3,
n—4,....,3,2.

SaTS 2 .= §-n §eTS~2 §n — §-n+sTSn—~3 — (S IT)OS n+Tgn— a(TS)O —

(1) (D (a) pour k=n—3
—_ (S lT)lS—l‘l*!-STSI‘I—S(TS)l — (S—IT')IS—I]+ITS!‘I 4(TS)S! —
(a) pour k=n—4 (@) pour k=n—35
— (S—I’I‘)n—ss—a’]‘ss('rs)n—s — (S—lT)n—lS—:TS:(TS)n—l
(3) pour k=2
c.g.f.d.

) 8. Piccard (25) et (27}

88



- Démonstration du théoréme 7.

Partons de la relation (5) pour k = 2:

(=TS T = |
S— T(STTS-)TST = |
(b)

S—*T(S—1T)—4§ —*TSHTS)"—*TS'T = |
S—Y($—1T)0-28 - TSYTS)" - *TS*T = 1
(3)

S—YTS):S - TSIT(ST)"—4S*T = 1 d’aprés (1) et (2)
(3) _
S—Y(TS)*S—*TS'T(TS—1)*S*T = | d’aprés (1) et (2)

S—ITSTS—!TS!T:S—1TS—I1TST = 1

. (2)
(§—'TST) = 1 .
c.g.f.d.
Remarque 20. — Les relations (5) pour k > —; sont une conséquence
des relations (1) et (Sj pour k << % .
De ce fait le systémé de Moore, eompte tenu du théoréme 7, devient:
1)) Sn — | '
V) T =1 : _
3) (ST)n—1 =1 n n—I
(5¥ (SKTSKT) = 1 k=23, 5 0U —5—
' suivant que n est pair ou impair.
_ Corollaire 3. — D’aprés la remarque 20, om a pour n = 5 un systéme
de 4 relations caractéristiques: - :
St =1
T =1
(ST =1
(S—TST)e = 1

C’est le systéme établi directement par M!e 5. Piccard dans son travail )
sur les relations caractéristiques des bases du groupe S; pour la base 17.

Théoréme 8. — Le systéme:
(1) Sro= 1
(D TE = 1
(3 SDr-r =1 n n—l
(5’ (S—KTSKT): = 1 k=23,..., 3 ou 5

N S. Piccard (24) p. 90-91, ligne 17.
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est équivalent au sysieéme:

I s =1

2 Tr=1

@ @Iy =1

@ (STTST) = 1 n_ n—]
(5" (S-kTSKT): = | pour k = 2,...,i—Lli+],... = on —

i>=3 2 2

Autrement dit, on peut remplacer dans le systtme de la remarque 20 la
relation (S—ITSIT): = 1 par la relation (S—TSTP = 1.

Déntonstration: D’aprés le théoréme 7, du systéme des relations (1),(2),
(3),(5)" on peut déduire le systéme des relations (1),(2),(3),(4),(5)". 11 reste A
prouver que l'on peut inversement déduire le systéme (1),(2),(3),(5)" des
relations (1),(2),(3),(4) et (5)".

Démontrons d’abord que la relation:

(b) SITS=* = (S~IT)n~ ¢S~ *TSHTS)n -+

est une conséquence des relations (1),(2),(3),@) <t (5)” pour k=2. En effet,
d’aprés (5)" pour k==2:
S-TSITE =1 ou
(© S¥TS—t = TS*TS—*T d’aprés (2)
D’autre part:
(€)) (S§—TST)P = 1
S—1TSTS.S*TS*T. TS ITS—1T8-1. 58T = 1
(2
S—YTS): S *TS*T(TS—2)38:T = |
(3) (3)
S-S T)r— 38— TS T(ST"—*S*T = 1 d’aprés (2)
(d) TS TS *T(S 3Ty~ 4§ —2TS¥(TS)"—* = |
En comparant (¢} ¢t (d), on obtient:
(b) SITS—2 — (S“T)““S_ETsz(TS)“_"

Le lemme 1 est valable dans le systéme (1)(2)(3)(4)(5)"" pour les valeurs
k = 2,...,i—1i+]1,..n—2. On peut donc I'ntiliser pour tonte valeur de k
différente de i. En appliquant ce lemme 1 successivement pour k = n—3,
n—4,.. .,i+1, eomme nous I’avons fait pour la démonstration du lemme 2,
nous obtenons:
© SrTS - = (S—xT)n-i-ss—i—1Tsi+1(TS)n—i—s

En appliquant ce lemme pour k = 2,3,..., i—I, nous avons:

() (ST - 4§~ *TSHTS)r -+ = (§=~1T)n- i—2§—ITSi(TS)n—i—2

90



En comparant les relations (b), {(€) et (f), on déduit:
(S—lT)n—i-as—i—lTSi-l-l('TS)n—i—a = (S—‘T)”—i‘“’S—iTSi(TS)“*i"e
Composons a gauche avec S(S—'T)—n+1+2 ¢t & droite avec |

(TS)~n+i+sg-1 chacune des expressions de I'égalité ci-dessus:

§.§-i—1T§i+1 §—1 = § §-/T.§~ TSI, T5.§-1

S—IT8' = TS—TS'T et d’aprés (2)

(S—ITSIT): = 1

' c.g.fd.

Corollaire 4. — D’aprés lc théoréme 8, ona pourn = 6eti = 3 les
relations caractéristiques suivantes pour le groupe §,:

s =1

Tt = |

STy = 1
(S=ITST)* = 1

(S—2TS*T)e = 1

Or, ce systéme est précisément celui dont nous avons fait mention dans
le chapitre précédent (chap. V, relations 44).
En.résumé, le systtme de Moore est surabondant. Dans le systéme:

(Y] S =1
(2) : ST =1
(3 - GTn—r =1
(4) (STITST)?® == |
(5) (S—KTSkT)? = 1
. k = 2.3...,n—2
on peut se contenter de considérer les relations (5) pour lesquelles k = 2,3,. .. .,
% ou nz;] suivant que n est pair ou impair. DPe plus, on peut éliminer une

des relations restantes: soit la relation (4), soit une quclcongue des relations (5),
4 condition de conserver la relation (5) pour k = 2+

(S—TST): = 1
~ Ainsi le groupe symétrique de degré n peut étre défini de fagon abstraite
par un systéme de % 4 2 ou de n%l -~ 2 relations caractéristiqnes selon

que n est pair ou impair. En particulier, pbur le groupe symétrique de degré
six, il existe un systéme de cing relations caractéristiques, ce qui est conforme
au théoréme 4, '
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VII. CONCLUSION

Soit 6 un groupe d’ordre fini, engendré par deux éléments fondamentaux - -

S et T. Nous donnons, dans le présent travail, 'exposé d'une méthode qui
permet d’établir un systéme de relations caractéristiqnes dn groupe 6. Nous |
démontrans que tonte relation g(8,T) = 1 liant S et T est nne conséqnence
des relations f(S,T) = 1 obtenues en reconstituant le groupe 6 & partir de
ses éléments générateurs S et T.

Pour I’étnde des relations caractéristiques du grompe symétrique de

degré 6, les bases de ce groupe se répartissent en cing classes, deux bases

semblables appartenant & la méme classe. Nous pronvons que tonte base S, T
du groupe S, peut étre caractérisée par un systeme de cing relations et nous

donnons un tel systéme pour les 163 bases d’un systéme complet de bases -
indépendantes de ce groupe. Chaque basc appartenant soit & la classe 1V,

soit a la classe V, peut &étre caractérisée par cing relations indépendantes.

Enfin, nous démantrons que le systéme donné par Moore pour caracté-

riser le groupe symétrique de degré n est surabondant. Nons déterminons

quelles sont les relations indispensables et quelies sont les relations qui sont

superflues.
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